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Szkofa ponadpodstawowa — matematyka

Preambuta podstawy programowej ksztatcenia ogdlnego

Il etap edukacyjny: 4-letnie liceum ogolnoksztafcqce oraz 5-letnie technikum

Ksztatcenie ogdlne w szkole ponadpodstawowej tworzy programowo spdjng catosc i stanowi
fundament wyksztatcenia, umozliwiajgcy zdobycie zréznicowanych kwalifikacji zawodowych,
a nastepnie ich doskonalenie lub modyfikowanie, otwierajac proces uczenia sie przez cate
zycie.

Celem ksztatcenia ogdlnego w liceum ogdélnoksztatcgcym i technikum jest:

1) traktowanie uporzgdkowanej, systematycznej wiedzy jako podstawy ksztattowania
umiejetnosci;

2) doskonalenie umiejetnosci myslowo-jezykowych, takich jak: czytanie ze zrozumieniem,
pisanie tworcze, formutowanie pytan i problemdw, postugiwanie sie kryteriami,
uzasadnianie, wyjasnianie, klasyfikowanie, wnioskowanie, definiowanie, postugiwanie
sie przyktadami itp.;

3) rozwijanie osobistych zainteresowan ucznia i integrowanie wiedzy przedmiotowej
z réznych dyscyplin;

4) zdobywanie umiejetnosci formutowania samodzielnych i przemyslanych sadéw,
uzasadniania wtasnych i cudzych sadéw w procesie dialogu we wspdlnocie dociekajgcej;

5) taczenie zdolnosci krytycznego i logicznego myslenia z umiejetnosciami wyobrazeniowo-
-twérczymi;

6) rozwijanie wrazliwosci spotecznej, moralnej i estetycznej;

7) rozwijanie narzedzi myslowych umozliwiajgcych uczniom obcowanie z kulturg i jej
rozumienie;

8) rozwijanie u uczniow szacunku dla wiedzy, wyrabianie pasji poznawania Swiata
i zachecanie do praktycznego zastosowania zdobytych wiadomosci.

Do najwazniejszych umiejetnosci zdobywanych przez ucznia w trakcie ksztatcenia ogdlnego
w liceum ogdlnoksztatcgcym i technikum naleza:

1) myslenie — rozumiane jako ztozony proces umystowy, polegajacy na tworzeniu nowych
reprezentacji za pomocg transformacji dostepnych informacji, obejmujgcej interakcje
wielu operacji umystowych: wnioskowanie, abstrahowanie, rozumowanie, wyobrazanie
sobie, sadzenie, rozwigzywanie problemdw, twdérczos¢. Dzieki temu, ze uczniowie szkoty
ponadpodstawowej uczg sie rownoczesnie roznych przedmiotéw, mozliwe jest
rozwijanie nastepujacych typéw myslenia: analitycznego, syntetycznego, logicznego,
komputacyjnego, przyczynowo-skutkowego, kreatywnego, abstrakcyjnego; zachowanie
ciggtosci ksztatcenia ogdélnego rozwija zaréwno myslenie percepcyjne, jak i myslenie
pojeciowe. Synteza obu typdw myslenia stanowi podstawe wszechstronnego rozwoju
ucznia;

2) czytanie — umiejetnosc taczgca zardwno rozumienie senséw, jak i znaczen symbolicznych
wypowiedzi; kluczowa umiejetno$¢ lingwistyczna i psychologiczna prowadzaca do
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rozwoju osobowego, aktywnego uczestnictwa we wspdlnocie, przekazywania
doswiadczen miedzy pokoleniami;

3) umiejetnos¢ komunikowania sie w jezyku ojczystym i w jezykach obcych, zaréwno
w mowie, jak i w pisSmie, to podstawowa umiejetno$¢ spoteczna, ktérej podstawa jest
znajomos¢ norm jezykowych oraz tworzenie podstaw porozumienia sie w rézinych
sytuacjach komunikacyjnych;

4) kreatywne rozwigzywanie probleméw z rdinych dziedzin ze $wiadomym
wykorzystaniem metod i narzedzi wywodzacych sie z informatyki, w tym
programowanie;

5) umiejetno$¢ sprawnego postugiwania sie nowoczesnymi technologiami informacyjno-
-komunikacyjnymi, w tym dbatos¢ o poszanowanie praw autorskich i bezpieczne
poruszanie sie w cyberprzestrzeni;

6) umiejetnos¢ samodzielnego docierania do informacji, dokonywania ich selekcji, syntezy
oraz wartos$ciowania, rzetelnego korzystania ze zrodet;

7) nabywanie nawykéw systematycznego uczenia sie, porzagdkowania zdobytej wiedzy i jej
pogtebiania;
8) umiejetnosé wspodtpracy w grupie i podejmowania dziatan indywidualnych.

Jednym z najwazniejszych zadan liceum ogdlnoksztatcgcego i technikum jest rozwijanie
kompetencji jezykowej i kompetencji komunikacyjnej stanowigcych kluczowe narzedzie
poznawcze we wszystkich dyscyplinach wiedzy. Istotne w tym zakresie jest tgczenie teorii
i praktyki jezykowej. Bogacenie stownictwa, w tym poznawanie terminologii wiasciwe] dla
kazdego z przedmiotdéw, stuzy rozwojowi intelektualnemu ucznia, a wspomaganie i dbatos¢
o ten rozwdj nalezy do obowigzkéw kazdego nauczyciela.

Waznym zadaniem szkoty jest przygotowanie uczniow do zycia w spoteczenstwie
informacyjnym. Nauczyciele wszystkich przedmiotdw powinni stwarza¢ uczniom warunki do
nabywania umiejetnosci wyszukiwania, porzadkowania i wykorzystywania informacji
zréznych Zrédet oraz dokumentowania swojej pracy, z uwzglednieniem prawidtowej
kompozycji tekstu i zasad jego organizacji, z zastosowaniem technologii informacyjno-
-komunikacyjnych.

Realizacje powyzszych celdw powinna wspomagac¢ dobrze wyposazona biblioteka szkolna,
dysponujgca aktualnymi zbiorami, zaréwno w postaci ksiegozbioru, jak i w postaci zasobow
multimedialnych. Nauczyciele wszystkich przedmiotéw powinni odwotywac¢ sie do zasobéw
biblioteki szkolnej i wspdtpracowac z nauczycielami bibliotekarzami w celu wszechstronnego
przygotowania uczniow do samoksztatcenia i Swiadomego wyszukiwania, selekcjonowania
i wykorzystywania informacji.

Poniewaz srodki spotecznego przekazu odgrywaja coraz wiekszg role, zarébwno w Zzyciu
spotecznym, jak i indywidualnym, kazdy nauczyciel powinien poswieci¢ duzo uwagi edukacji
medialnej, czyli wychowaniu ucznidéw do wtasciwego odbioru i wykorzystania mediéw.



Szkofa ponadpodstawowa — matematyka

Waznym celem dziatalnosci szkoty jest skuteczne nauczanie jezykéw obcych. Bardzo wazne
jest dostosowanie zaje¢ do poziomu przygotowania ucznia, ktére uzyskat na wczesniejszych
etapach edukacyjnych.

Waznym zadaniem szkoty jest takze edukacja zdrowotna, ktérej celem jest rozwijanie
u uczniéw postawy dbatosci o zdrowie wtasne i innych ludzi oraz umiejetnosci tworzenia
srodowiska sprzyjajgcego zdrowiu.

W procesie ksztatcenia ogdlnego szkofa ksztattuje u ucznidw postawy sprzyjajgce ich
dalszemu rozwojowi indywidualnemu i spotecznemu, takie jak: uczciwosé, wiarygodnosc,
odpowiedzialnos¢, wytrwatos¢, poczucie wtasnej wartosci, szacunek dla innych ludzi,
ciekawos¢ poznawcza, kreatywnosé, przedsiebiorczo$¢, kultura osobista, gotowosé do
uczestnictwa w kulturze, podejmowania inicjatyw oraz do pracy zespotowej. W rozwoju
spotecznym bardzo wazne jest ksztattowanie postawy obywatelskiej, postawy poszanowania
tradycji i kultury wifasnego narodu, a takze postawy poszanowania dla innych kultur
i tradycji.

Ksztatcenie i wychowanie w liceum ogdlnoksztatcgcym i technikum sprzyja rozwijaniu postaw
obywatelskich, patriotycznych i spotecznych uczniéw. Zadaniem szkoty jest wzmacnianie
poczucia tozsamosci narodowej, etnicznej i regionalnej, przywigzania do historii i tradycji
narodowych, przygotowanie i zachecanie do podejmowania dziatan na rzecz Srodowiska
szkolnego i lokalnego, w tym do angazowania sie w wolontariat. Szkota dba o wychowanie
mtodziezy w duchu akceptacji i szacunku dla drugiego cztowieka, ksztattuje postawe
szacunku dla srodowiska przyrodniczego, motywuje do dziatah na rzecz ochrony srodowiska
oraz rozwija zainteresowanie ekologia.

Duze znaczenie dla rozwoju mtodego cztowieka oraz jego sukceséw w dorostym zyciu ma
nabywanie kompetencji spotecznych, takich jak: komunikacja i wspdétpraca w grupie, w tym
w Srodowiskach wirtualnych, udziat w projektach zespotowych lub indywidualnych oraz
organizacja i zarzadzanie projektami.

Strategia uczenia sie przez cate zycie wymaga umiejetnosci podejmowania waznych decyzji,
poczynajgc od wyboru szkoty ponadpodstawowej, kierunku studiow Ilub konkretnej
specjalizacji zawodowej, poprzez decyzje o wyborze miejsca pracy, sposobie podnoszenia
oraz poszerzania swoich kwalifikacji, az do ewentualnych decyzji o zmianie zawodu. | te
umiejetnosci ksztattowane bedg w szkole ponadpodstawowej.

Przedmioty w liceum ogdlnoksztatcgcym i technikum moga byé nauczane w zakresie

podstawowym lub w zakresie rozszerzonym:

1) tylko w zakresie podstawowym — przedmioty: muzyka, plastyka, podstawy
przedsiebiorczos$ci, wychowanie fizyczne, edukacja dla bezpieczenstwa, wychowanie do
zycia w rodzinie, etyka;

2) w zakresie podstawowym i w zakresie rozszerzonym: jezyk polski, jezyk obcy nowozytny,
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matematyka, jezyk mniejszosci narodowej lub etnicznej oraz jezyk regionalny — jezyk
kaszubski, historia, wiedza o spoteczenstwie, geografia, biologia, chemia, filozofia, fizyka,
informatyka;

3) tylko w zakresie rozszerzonym — przedmioty: historia muzyki, historia sztuki, jezyk
tacinski i kultura antyczna.

Szkota ma stwarza¢ uczniom warunki do nabywania wiedzy i umiejetnosci potrzebnych do
rozwigzywania probleméw z wykorzystaniem metod i technik wywodzacych sie
z informatyki, w tym logicznego i algorytmicznego myslenia, programowania, postugiwania
sie aplikacjami komputerowymi, wyszukiwania i wykorzystywania informacji z rdéznych
zrédet, postugiwania sie komputerem i podstawowymi urzgdzeniami cyfrowymi oraz
stosowania tych umiejetnosci na zajeciach z rdinych przedmiotéw, m.in. do pracy nad
tekstem, wykonywania obliczen, przetwarzania informacji i jej prezentacji w roéznych
postaciach.

Kazda sala lekcyjna powinna mie¢ dostep do internetu, uczniowie i nauczyciele powinni miec
zapewniony dostep do pracowni stacjonarnej lub mobilnej oraz mozliwos¢ korzystania
z wtasnego sprzetu. Wszystkie pracownie powinny by¢ wyposazone w monitor interaktywny
(z wbudowanym komputerem i oprogramowaniem) lub zestaw: komputer, projektor i tablica
interaktywna lub ekran.

Szkota ma réwniez przygotowywaé¢ uczniow do dokonywania $wiadomych
i odpowiedzialnych wyboréw w trakcie korzystania z zasobdéw dostepnych w internecie,
krytycznej analizy informacji, bezpiecznego poruszania sie w przestrzeni cyfrowej, w tym
nawigzywania iutrzymywania opartych na wzajemnym szacunku relacji z innymi
uzytkownikami sieci.

Szkota oraz poszczegdlni nauczyciele podejmujg dziatania majagce na celu
zindywidualizowane wspomaganie rozwoju kazdego ucznia, stosownie do jego potrzeb
i mozliwosci.

Uczniom z niepetnosprawnosciami szkota zapewnia optymalne warunki pracy. Wybor form
indywidualizacji nauczania powinien wynika¢ z rozpoznania potencjatu kazdego ucznia.
Zatem nauczyciel powinien tak dobiera¢ zadania, aby z jednej strony nie przerastaty one
mozliwosci ucznia (uniemozliwialy osiggniecie sukcesu), a z drugiej nie powodowaty
obnizenia motywacji do radzenia sobie z wyzwaniami.

Bardzo istotna jest edukacja zdrowotna, ktdéra prowadzona konsekwentnie i umiejetnie

bedzie przyczynia¢ sie do poprawy kondycji zdrowotnej spoteczenstwa oraz pomysinosci
ekonomicznej panistwa.

10



Szkofa ponadpodstawowa — matematyka

Zastosowanie metody projektu, oprécz wspierania w nabywaniu opisanych wyzej
kompetencji, pomaga réwniez rozwija¢ u ucznidw przedsiebiorczo$¢ i kreatywnos¢ oraz
umozliwia stosowanie w procesie ksztatcenia innowacyjnych rozwigzan programowych,
organizacyjnych lub metodycznych.

Opis wiadomosci i umiejetnosci zdobytych przez ucznia w szkole ponadpodstawowej jest
przedstawiany w jezyku efektéw uczenia sie, zgodnie z Polskg Rama Kwalifikacji®).

Dziatalnos$¢ edukacyjna szkoty okreslona jest przez:
1) szkolny zestaw programdéw nauczania;
2) program wychowawczo-profilaktyczny szkoty.

Szkolny zestaw programow nauczania oraz program wychowawczo-profilaktyczny szkoty
tworzg spdjng catos¢ i muszg uwzglednia¢ wszystkie wymagania opisane w podstawie
programowej. Ich przygotowanie i realizacja sg zadaniem zardwno catej szkoty, jak i kazdego
nauczyciela.

Obok zadan wychowawczych i profilaktycznych nauczyciele wykonujg réwniez dziatania
opiekuncze odpowiednio do istniejgcych potrzeb.

Dziatalnos¢ wychowawcza szkoty nalezy do podstawowych celow polityki osSwiatowej
panstwa. Wychowanie mtodego pokolenia jest zadaniem rodziny i szkoty, ktéra w swojej
dziatalnosci musi uwzglednia¢ wole rodzicéw, ale takze i panistwa, do ktérego obowigzkéw
nalezy stwarzanie wfasciwych warunkéw wychowania. Zadaniem szkoty jest ukierunkowanie
procesu wychowawczego na wartosci, ktére wyznaczaja cele wychowania i kryteria jego
oceny. Wychowanie ukierunkowane na wartosci zaktada przede wszystkim podmiotowe
traktowanie ucznia, a wartosci sktaniajg cztowieka do podejmowania odpowiednich
wyboréw czy decyzji. W realizowanym procesie dydaktyczno-wychowawczym szkota
podejmuje dziatania zwigzane z miejscami waznymi dla pamieci narodowej, formami
upamietniania postaci i wydarzen z przesztosci, najwazniejszymi Swietami narodowymi
i symbolami panstwowymi.

W czteroletnim liceum ogdlnoksztatcgcym i piecioletnim technikum s3 realizowane
nastepujgce przedmioty:

1) jezyk polski;

2) jezyk obcy nowozytny;

3) filozofia;

4) jezyktacinski i kultura antyczna;

5) muzyka;

6) historia muzyki;

7) plastyka;

8) historia sztuki;

1 Ustawa z dnia 22 grudnia 2015 r. o Zintegrowanym Systemie Kwalifikacji (Dz. U. z 2017 r. poz. 986 i 1475).
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9) historia;

10) wiedza o spoteczenstwie;

11) geografia;

12) podstawy przedsiebiorczosci;

13) biologia;

14) chemia;

15) fizyka;

16) matematyka;

17) informatyka;

18) wychowanie fizyczne;

19) edukacja dla bezpieczenstwa;

20) wychowanie do zycia w rodzinie?;
21) etyka;

22) jezyk mniejszosci narodowej lub etnicznej?;
23) jezyk regionalny — jezyk kaszubski?.

Matematyka

Matematyka jest nauka, ktéra stanowi istotne wsparcie dla innych dziedzin, zwtaszcza dla
nauk przyrodniczych i informatycznych. Nauczanie matematyki w szkole opiera sie na trzech
fundamentach: nauce rozumowania matematycznego, ksztatceniu sprawnosci rachunkowej
i przekazywaniu wiedzy o wiasnosciach obiektéw matematycznych.

Rozumowanie matematyczne to umiejetnosc¢ poszukiwania rozwigzania danego zagadnienia.
Dobrze ksztatcona rozwija zdolno$¢ myslenia konstruktywnego, premiuje postepowanie
nieschematyczne itwodrcze. Ponadto rozumowanie matematyczne narzuca pewien rygor
Scistosci: dowdd matematyczny musi by¢ poprawny. Dobre opanowanie umiejetnosci
rozumowania matematycznego utatwia w zyciu codziennym odrdéznianie prawdy od fatszu.

Sprawnos¢ rachunkowa jest niezwykle waznym elementem nauczania matematyki nawet
obecnie, kiedy wiele rachunkéw wykonuje sie za pomocg sprzetu elektronicznego. Waznym
celem ¢éwiczenia sprawnosci rachunkowej jest ksztattowanie wyobrazenia o wielkosciach
liczb, a w konsekwencji doskonalenie umiejetnosci precyzyjnego szacowania wynikéw. Takie
wyobrazenie utatwia codzienne zycie, na przyktad planowanie budzetu domowego.
Na wyzszym poziomie, przy dziataniach na wyrazeniach algebraicznych, sprawnos¢
rachunkowa pozwala doskonali¢ umiejetno$¢ operowania obiektami matematycznymi.

2 Sposdb nauczania przedmiotu wychowanie do zycia w rodzinie okres$lajg przepisy wydane na podstawie art. 4
ust. 3 ustawy z dnia 7 stycznia 1993 r. o planowaniu rodziny, ochronie ptodu ludzkiego i warunkach
dopuszczalnosci przerywania cigzy (Dz. U. poz. 78, z 1995 r. poz. 334, 2 1996 r. poz. 646, z 1997 r. poz. 943 i poz.
1040, 2 1999 r. poz. 32 oraz z 2001 r. poz. 1792).

3 Przedmiot jezyk mniejszoéci narodowej lub etnicznej oraz przedmiot jezyk regionalny — jezyk kaszubski jest
realizowany w szkotach (oddziatach) z nauczaniem jezyka mniejszosci narodowych lub etnicznych oraz jezyka
regionalnego — jezyka kaszubskiego, zgodnie z przepisami wydanymi na podstawie art. 13 ust. 3 ustawy z dnia
7 wrzesnia 1991 r. o systemie oswiaty (Dz. U. z 2017 r. poz. 2198, 2203 i 2361).
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Wiedza o wtasciwosciach obiektéw matematycznych pozwala na swobodne operowanie nimi
i stosowanie obiektow matematycznych do opisu badz modelowania zjawisk
obserwowanych w rzeczywistosci. Wtasciwosci matematyczne modeli przektadaja sie czesto
na konkretne wtasnosci obiektdw rzeczywistych.
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Podstawa programowa przedmiotu matematyka

Il etap edukacyjny: 4-letnie liceum ogdlnoksztatcqce oraz 5-letnie technikum

Zakres podstawowy i rozszerzony

Cele ksztatcenia — wymagania ogolne

Sprawnos¢ rachunkowa.

Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora, stosowanie

praw dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych oraz

wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu probleméw w kontekstach

rzeczywistych i teoretycznych.

Wykorzystanie i tworzenie informacji.

1.

Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykreséw,
diagraméw, tabel.

Uzywanie jezyka matematycznego do tworzenia tekstéw matematycznych, w tym
do opisu prowadzonych rozumowan i uzasadniania wnioskéw, a takze do
przedstawiania danych.

Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

1.

3.

Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojeé
matematycznych.

Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu probleméw
praktycznych i teoretycznych.

Tworzenie pomocniczych obiektéw matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentacji lub rozwigzania problemu.

Wskazywanie koniecznosci lub mozliwosci modyfikacji modelu matematycznego
w przypadkach wymagajgcych specjalnych zastrzezen, dodatkowych zatozen,
rozwazenia szczegdlnych uwarunkowan.

IV. Rozumowanie i argumentacja.
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1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentéw

uzasadniajgcych poprawnos$é rozumowania, odrdéznianie dowodu od przyktadu.
Dostrzeganie regularnosci, podobienistw oraz analogii, formutowanie wnioskéw na
ich podstawie i uzasadnianie ich poprawnosci.

Dobieranie argumentéw do uzasadnienia poprawnosci rozwigzywania problemow,
tworzenie ciggu argumentéw, gwarantujgcych poprawno$¢ rozwigzania
i skutecznos¢ w poszukiwaniu rozwigzan zagadnienia.

Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach
nietypowych.
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Tresci nauczania — wymagania szczegétowe

I. Liczby rzeczywiste.
Zakres podstawowy. Uczen:

1)

2)

3)

4)

5)

6)
7)

8)

9)

wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych;
przeprowadza proste dowody dotyczace podzielnosci liczb catkowitych i reszt
z dzielenia nie trudniejsze niz:

a) dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu czterech kolejnych liczb naturalnych,

b) dowdd wtasnosci: jesli liczba przy dzieleniu przez 5 daje reszte 3, to jej trzecia

potega przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2;

stosuje wtfasnosci pierwiastkdw dowolnego stopnia, w tym pierwiastkéw stopnia
nieparzystego z liczb ujemnych;
stosuje zwigzek pierwiastkowania z potegowaniem oraz prawa dziatain na potegach
i pierwiastkach;
stosuje wtasnosci monotonicznosci potegowania, w szczegdlnosci wiasnosci: jesli
X<y oraza>1,toa*<a’,zasgdy X<y iO<a<l,toa*>a’;
postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza przedziaty na osi liczbowej;
stosuje interpretacje geometryczng i algebraiczng wartosci bezwzglednej,

x—2|<3,|x+3>4;

wykorzystuje wtasnosci potegowania i pierwiastkowania w sytuacjach praktycznych,

rozwigzuje réwnania i nieréwnosci typu: |X +4| =5,

w tym do obliczania procentéw sktadanych, zyskéw z lokat i kosztéw kredytéw;
stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje sie wzorami na
logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,

a ponadto stosuje wzdr na zamiane podstawy logarytmu.

Il. Wyrazenia algebraiczne.
Zakres podstawowy. Uczen:

1)

2)
3)
4)

5)
6)
7)

stosuje wzory skréconego mnozenia na: (a+b)2 , (a—b)2 , a’—Db?, (a+b)3,
(a-b)’, a®*—b*, a" —b";

dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jednej i wielu zmiennych;

wytgcza poza nawias jednomian z sumy algebraicznej;

rozktada wielomiany na czynniki metoda wytgczania wspdlnego czynnika przed
nawias oraz metodg grupowania wyrazéw, w przypadkach nie trudniejszych niz

rozktad wielomianu W (X) =2x° —\/§X2 +4X— 2\/§ ;
znajduje pierwiastki catkowite wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych;
dzieli wielomian jednej zmiennej W (X) przez dwumian postaci X—a;

mnozy i dzieli wyrazenia wymierne;

15



Podstawa programowa ksztatcenia ogdélnego z komentarzem

8) dodaje i odejmuje wyrazenia wymierne, w przypadkach nie trudniejszych niz:
1 1 1 1 1 x+1 x-1
x+1 x x % ?'mij'
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:
1) znajduje pierwiastki catkowite i wymierne wielomianu o wspdtczynnikach
catkowitych;

2) stosuje podstawowe wtasnosci trdjkata Pascala oraz nastepujgce wtasnosci

n n n
wspotczynnika dwumianowego (symbolu Newtona): {Oj =1, ( J =n, ( ] =n,

[mz[”i"j' (EHkiJ:[:iﬂ 1 i

3) korzysta ze wzoréw na: a®+b®,(a+b)" i (a—b)".

[ll. Rédwnania i nieréwnosci.
Zakres podstawowy. Uczen:
1) przeksztatca rownania i nieréwnosci w sposéb réwnowazny;
2) interpretuje rownania i nieréwnosci sprzeczne oraz tozsamosciowe;
3) rozwigzuje nieréwnosci liniowe z jedng niewiadomag;
4) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci kwadratowe;
5) rozwigzuje réwnania wielomianowe, ktdére dajg sie doprowadzi¢ do rdéwnania
kwadratowego, w szczegdlnosci réwnania dwukwadratowe;

6) rozwigzuje rdéwnania wielomianowe postaci W(X)=0 dla wielomianow

doprowadzonych do postaci iloczynowej lub takich, ktére dajg sie doprowadzi¢ do
postaci iloczynowej metodg wytaczania wspdlnego czynnika przed nawias lub
metodg grupowania;

V(X
7) rozwiazuje réwnania wymierne postaci —W(( ))=0, gdzie wielomiany V (X) i W (X)
X
sg zapisane w postaci iloczynowej.
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) rozwigzuje nieréwnosci wielomianowe typu: W (X) >0, W (X) >0, W (X) <0,
W(X)SO dla wielomianéw doprowadzonych do postaci iloczynowe] lub takich,
ktdére daja sie doprowadzi¢ do postaci iloczynowej metodg wytgczania wspdlnego
czynnika przed nawias lub metoda grupowania;

2) rozwigzuje rownania i nierownosci wymierne nie trudniejsze niz

X+1 1 2X
+ >
x(x=1) x+1 (x-1)(x+1).

7

3) stosuje wzory Viete’a dla réwnan kwadratowych;
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4)

5)

rozwigzuje rownania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng, o stopniu trudnosci nie
X+2|+2[x-3<11;

analizuje réwnania i nierownosci liniowe z parametrami oraz rdéwnania

wiekszym niz: 2|X+3|+3|X—1| =13,

i nierdwnosci kwadratowe z parametrami, w szczegblnosci wyznacza liczbe
rozwigzan w zaleznosci od parametrow, podaje warunki, przy ktérych rozwigzania
majg zgdang wtasnos¢, i wyznacza rozwigzania w zaleznosci od parametréw.

IV. Uktady réwnan.

Zakres podstawowy. Uczen:

1)

2)
3)

rozwigzuje uktady réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi, podaje interpretacje
geometryczng uktadéw oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych;
stosuje uktady rownan do rozwigzywania zadan tekstowych;
rozwigzuje metodg podstawiania uktady réwnan, z ktérych jedno jest liniowe,
ax+by=e ax+by=e

y lub { y

a drugie kwadratowe, postaci {

X*+y?+ex+dy = f y=cx®+dx+ f.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,

a ponadto rozwigzuje uktady rownan kwadratowych postaci

x*+y>+ax+by=c
X*+y’ +dx+ey=f.

V. Funkcje.

Zakres podstawowy. Uczen:

1)
2)

3)

4)

5)
6)

7)
8)

9)

okresla funkcje jako jednoznaczne przyporzadkowanie za pomocga opisu stownego,
tabeli, wykresu, wzoru (takze réznymi wzorami na réznych przedziatach);

oblicza wartos¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomoca tabel, wykresow,
wzoréw itp., réwniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego Zrddta
informacji lub kilku Zrédet jednoczesnie;

odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie
mniejsze) lub mniejsze (nie wieksze) od danej liczby, najwieksze inajmniejsze
wartosci funkcji (o ile istniejg) w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla
ktorych wartosci najwieksze i najmniejsze sg przez funkcje przyjmowane;
interpretuje wspotczynniki wystepujgce we wzorze funkcji liniowej;

wyznacza wzor funkcji liniowej na podstawie informacji o jej wykresie lub o jej
wtasnosciach;

szkicuje wykres funkcji kwadratowej zadanej wzorem;

interpretuje wspoétczynniki wystepujgce we wzorze funkcji kwadratowej w postaci
ogdlnej, kanonicznej i iloczynowej (jesli istnieje);

wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie informacji o tej funkcji lub o jej
wykresie;

17



Podstawa programowa ksztatcenia ogdélnego z komentarzem

10) wyznacza najwieksza i najmniejszg warto$¢ funkcji kwadratowej w przedziale
domknietym;

11) wykorzystuje wtasnosci funkcji liniowej i kwadratowej do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp., takze osadzonych w kontekscie praktycznym;

12) na podstawie wykresu funkcji y=f (X) szkicuje wykresy funkcji Y= f(X—a),
y="f(x)+b, y=—1(x), y=f(-x);
13) postuguje sie funkcja f(x):i, w tym jej wykresem, do opisu i interpretacji
X

zagadnien zwigzanych z wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi, réwniez
w zastosowaniach praktycznych;
14) postuguje sie funkcjami wyktadniczg i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu
i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami praktycznymi.
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) na podstawie wykresu funkcji y = f (X) rysuje wykres funkcji y =| f (x)

2) postuguje sie ztozeniami funkcji;
3) dowodzi monotonicznosci funkcji zadanej wzorem, jak w przyktadzie: wykaz, ze
x—1

funkcja f(x) = 5
X+

jest monotoniczna w przedziale (—w,—2).

VI. Ciagi.
Zakres podstawowy. Uczen:
1) oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogdlnym,;
2) oblicza poczatkowe wyrazy ciggdw okreslonych rekurencyjnie, jak w przyktadach:

a, =0,001

?) sz%+%%@—%y
a,=1

b) <a,=1
a,=a. +a.

3) w prostych przypadkach bada, czy cigg jest rosnacy, czy malejacy;

4) sprawdza, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geometryczny;

5) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu
arytmetycznego;

6) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu
geometrycznego;

7) wykorzystuje wtasnosci ciggéw, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych w kontekscie praktycznym.
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Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza granice ciggdw, korzystajgc z granic ciggow typu l, Q/a oraz twierdzen
n

o granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggdw zbieznych, a takze twierdzenia
o trzech ciggach;
2) rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne i oblicza ich sume.

VII. Trygonometria.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katow
od 0° do 180°, w szczegdlnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla
katéw 30°, 45°, 60°;

2) znajduje przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych, korzystajac z tablic lub
kalkulatora;

3) znajduje za pomocg tablic lub kalkulatora przyblizong wartos¢ kata, jesli dana jest
wartos¢ funkcji trygonometrycznej;

. . sina
4) korzysta z wzordéw sin’ o +cos’ a =1, tga = ;
cosa
5) stosuje twierdzenia sinusOow i cosinusow oraz wzér na pole tréjkata

1 .
P==-a-b-sin
2 '

6) oblicza katy tréjkata i dtugosci jego bokdéw przy odpowiednich danych (rozwigzuje
tréjkaty).
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:
1) stosuje miare tukowg, zamienia miare tukowg kata na stopniowg i odwrotnie;
2) postuguje sie wykresami funkcji trygonometrycznych: sinus, cosinus, tangens;
3) wykorzystuje okresowos¢ funkcji trygonometrycznych;
4) stosuje wzory redukcyjne dla funkcji trygonometrycznych;
5) korzysta z wzoréw na sinus, cosinus i tangens sumy i réznicy katéw, a takze na
funkcje trygonometryczne katéw podwojonych;
6) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie
wiekszym niz w przyktadach: 4c0s2Xxc0s5x =2cos7x+1, 2sin? x <1.

VIIl.  Planimetria.
Zakres podstawowy. Uczen:
1) wyznacza promienie i srednice okregdéw, dtugosci cieciw okregéow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;
2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych
dtugosciach bokéw (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
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i twierdzenie cosinusow); stosuje twierdzenie: w tréjkgcie naprzeciw wiekszego kata
wewnetrznego lezy diuzszy bok;
3) rozpoznaje wielokaty foremne i korzysta z ich podstawowych wtasnosci;
4) korzysta z witasnosci katéow i przekatnych w prostokatach, réwnolegtobokach,
rombach i trapezach;
5) stosuje wtasnosci katéw wpisanych i srodkowych;
6) stosuje wzory na pole wycinka kota i dtugosé tuku okregu;
7) stosuje twierdzenia: Talesa, odwrotne do twierdzenia Talesa, o dwusiecznej kata
oraz o kacie miedzy styczng a cieciwg;
8) korzysta z cech podobienistwa tréjkgtow;
9) wykorzystuje zaleznosci miedzy obwodami oraz miedzy polami figur podobnych;
10) wskazuje podstawowe punkty szczegdlne w tréjkacie: Srodek okregu wpisanego
w tréjkat, srodek okregu opisanego na trdjkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich wtasnosci;
11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dfugosci odcinkéw w figurach
ptaskich oraz obliczania pél figur;
12) przeprowadza dowody geometryczne.
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto stosuje wtasnosci czworokatéow wpisanych w okrag i opisanych na okregu.

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskie;.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich réwnan,
w tym znajduje wspolny punkt dwdch prostych, jesli taki istnieje;

2) postuguje sie rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkowej i ogélnej,
w tym wyznacza rownanie prostej o zadanych wtasnosciach (takich jak na przyktad
przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspdtczynnik kierunkowy,
rownolegtosé lub prostopadtos¢ do innej prostej, stycznosé do okregu);

3) oblicza odlegtos¢ dwdch punktéw w uktadzie wspoétrzednych;

4) postuguje sie réwnaniem okregu (x—a)2 +(y—b)2 =r?;

5) oblicza odlegtos¢ punktu od prostej;

6) znajduje punkty wspodlne prostej i okregu oraz prostej i paraboli bedgcej wykresem
funkcji kwadratowej;

7) wyznacza obrazy okregéw i wielokagtow w symetriach osiowych wzgledem osi
uktadu wspdtrzednych, symetrii srodkowej (o s$rodku w poczatku uktadu
wspotrzednych).

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) stosuje rownanie okregu w postaci ogdlnej;

2) znajduje punkty wspdlne dwdch okregdw;
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3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspotrzedne oraz dtugosé, dodaje wektory
i mnozy wektor przez liczbe, oba te dziatania wykonuje zaréwno analitycznie, jak
i geometrycznie.

X. Stereometria.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegdlnosci proste
prostopadte nieprzecinajace sie;

2) postuguje sie pojeciem kata miedzy prosta a ptaszczyzng oraz pojeciem kata
dwusciennego miedzy poétptaszczyznami;

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np.
krawedziami, krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy scianami, oblicza miary
tych katéw;

4) rozpoznaje w walcach i w stozkach kat miedzy odcinkami oraz kat miedzy odcinkami
i ptaszczyznami (np. kat rozwarcia stozka, kat miedzy tworzaca a podstawg), oblicza
miary tych katéw;

5) okresla, jaka figurg jest dany przekrdj prostopadtoscianu ptaszczyzng;

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupdw, walca, stozka
i kuli, réwniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

7) wykorzystuje zaleznos¢ miedzy objetosciami bryt podobnych.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,

a ponadto:
1) zna i stosuje twierdzenie o prostej prostopadtej do ptaszczyzny i o trzech
prostopadtych;

2) wyznacza przekroje szescianu i ostrostupdéw prawidtowych oraz oblicza ich pola,
takze z wykorzystaniem trygonometrii.

Xl. Kombinatoryka.
Zakres podstawowy. Uczen:
1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych;
2) zlicza obiekty, stosujgc reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie) dla dowolne;j
liczby czynnosci w sytuacjach nie trudniejszych niz:
a) obliczenie, ile jest czterocyfrowych nieparzystych liczb catkowitych dodatnich
takich, ze w ich zapisie dziesiethym wystepuje doktadnie jedna cyfra 1
i doktadnie jedna cyfra 2,
b) obliczenie, ile jest czterocyfrowych parzystych liczb catkowitych dodatnich
takich, ze w ich zapisie dziesiethym wystepuje doktadnie jedna cyfra 0
i doktadnie jedna cyfra 1.
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:
1) oblicza liczbe mozliwych  sytuacji, spetniajgcych  okreslone  kryteria,
z wykorzystaniem reguty mnozenia i dodawania (takze tgcznie) oraz wzoréw na
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liczbe: permutacji, kombinacji i wariacji, réwniez w przypadkach wymagajacych
rozwazenia ztozonego modelu zliczania elementow;

2) stosuje wspotczynnik dwumianowy (symbol Newtona) i jego wtasnosci przy
rozwigzywaniu probleméw kombinatorycznych.

XIl. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka.
Zakres podstawowy. Uczen:
1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym;
2) stosuje skale centylowsg;
3) oblicza srednig arytmetyczng i Srednig wazong, znajduje mediane i dominante;
4) oblicza odchylenie standardowe zestawu danych (takze w przypadku danych
odpowiednio pogrupowanych), interpretuje ten parametr dla danych empirycznych;
5) oblicza warto$¢ oczekiwang, np. przy ustalaniu wysokosci wygranej w prostych
grach losowych i loteriach.
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:
1) oblicza prawdopodobieAstwo warunkowe i stosuje wzér Bayesa, stosuje
twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym;
2) stosuje schemat Bernoulliego.

XIII. Optymalizacja i rachunek rézniczkowy.
Zakres podstawowy. Uczen rozwigzuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach dajacych sie
opisac funkcjg kwadratowa.
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okresSlone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:
1) oblicza granice funkcji (w tym jednostronne);
2) stosuje wtasnos¢ Darboux do uzasadniania istnienia miejsca zerowego funkcji
i znajdowania przyblizonej wartosci miejsca zerowego;
3) stosuje definicje pochodnej funkcji, podaje interpretacje geometryczng i fizyczng
pochodnej;
4) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
pochodng, korzystajgc z twierdzen o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu
i funkcji ztozonej;
5) stosuje pochodng do badania monotonicznosci funkcji;
6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne z zastosowaniem pochodne;.

Warunki i sposob realizacji

Korelacja. Ze wzgledu na uzyteczno$é matematyki i jej zastosowania w szkolnym nauczaniu
fizyki, informatyki, geografii i chemii zaleca sie zrealizowad tresci nauczania okreslone
w dziatach: | pkt 9 (logarytmy) i w miare mozliwosci V pkt 14, V pkt 1 (pojecie funkcji) i V pkt
5 (funkcje liniowe) w pierwszym poétroczu klasy pierwszej, za$ tresci nauczania okreslone
w dziatach: V pkt 11 (funkcje kwadratowe) i V pkt 13 (proporcjonalnosé¢ odwrotna) nie
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pozniej niz do konca klasy pierwszej. Tresci nauczania okreslone w dziale VI pkt 2 (obliczanie
poczatkowych wyrazéw ciggéow okreslonych rekurencyjnie) mozna realizowa¢ w korelacji
z analogicznym zagadnieniem podstawy programowej z informatyki.

Oznaczenia. Uczniowie powinni uzywaé powszechnie przyjetego oznaczenia zbioréw
liczbowych, a w szczegdlnosci: dla liczb catkowitych symbolu Z, dla liczb wymiernych — Q, dla
liczb rzeczywistych —R.

Przedziaty. Uczen powinien wykorzystywa¢ przedziaty do opisu zbioru rozwigzan
nieréwnosci. Najwazniejsza w odpowiedzi jest jej poprawnos¢. Na przyktad rozwigzanie
nierownosci x? —9x+ 20 > 0 moze by¢ zapisane na kazdy z ponizszych sposobdw:

— rozwigzaniem nieréwnosci moze by¢ kazda liczba x, ktdra jest mniejsza od 4 lub wieksza od 5;
—rozwigzaniami sg wszystkie liczby x mniejsze od 4 i wszystkie liczby x wieksze od 5;

- X<4 lub x>5;

- xe(—0,4) lub xe(5,x);

- Xe(—oo,4)u(5,00).

Zastosowania logarytmdw. Przy nauczaniu logarytmoéw warto podkresli¢ ich zastosowania
w wyjasnianiu zjawisk przyrodniczych, ktdérych przebieg opisuje funkcja logarytmiczna.
Procesy takie zachodza, gdy w przedziale czasowym pewna wielko$¢ zawsze rosnie (lub
maleje) ze statg krotnoscia. Ponizsze przyktadowe zadania ilustrujg zastosowania logarytmu.
Z1. Skala Richtera stuzy do okreslenia sity trzesien ziemi. Sita ta opisana jest wzorem

A
R=log—, gdzie A oznacza amplitude trzesienia wyrazong w centymetrach,

A :104’ijest statg, nazywang amplitudg wzorcowg. 25 kwietnia 2015 r. w Nepalu

miato miejsce trzesienie ziemi o sile 7,8 w skali Richtera. Oblicz amplitude tego trzesienia
ziemi.

Z2. Chory przyjat dawke 100 mg leku. Mase tego leku pozostatg w organizmie po czasie t

okresla zalezno$¢ M (t) =a-b'. Po pieciu godzinach organizm usuwa 30% leku. Oblicz, ile

leku pozostanie w organizmie chorego po uptywie doby.

Postac kanoniczna. Przy omawianiu funkcji kwadratowej podkresla¢ nalezy znaczenie postaci
kanonicznej i wynikajacych z tej postaci wtasnosci. Warto zwrdci¢ uwage, ze wzory na
pierwiastki tréjmianu kwadratowego oraz na wspotrzedne wierzchotka paraboli sg jedynie
whnioskami z postaci kanonicznej. Wiele zagadnien zwigzanych z funkcjg kwadratowg daje sie
rozwigza¢ bezposrednio z tej postaci, bez mechanicznego stosowania wzoréw.
W szczegdlnosci postaé kanoniczna pozwala znajdowac najmniejszg lub najwiekszg wartosc
funkcji kwadratowej, a takze o$ symetrii jej wykresu.

Ztozenia funkcji i funkcje odwrotne. Definicja funkcji ztozonej pojawia sie dopiero w zakresie
rozszerzonym, ale juz w zakresie podstawowym oczekuje sie od ucznia umiejetnosci
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operowania réwnoczesnie danymi zaczerpnietymi z kilku Zzrédet. Nie wymaga to jednak
formalnego wprowadzenia operacji ztozenia czy odwracania funkcji.

Przeksztatcenia rownowazne. W trakcie rozwigzywania réwnan i nieréwnosci nalezy zwracac
uwage, ze obok metody przeksztatcen réwnowaznych mozna stosowa¢ metode
whnioskowania (metoda analizy starozytnych). Po wyznaczeniu potencjalnego zbioru
rozwigzan nastepuje sprawdzenie, ktore z wyznaczonych wartosci istotnie sg rozwigzaniami.
W wielu sytuacjach nie warto domagaé sie przeksztatcen rownowaznych, gdy metoda
whnioskowania prowadzi do szybkich rezultatdw. Ponadto uczniowie powinni wiedzie¢, ze
uprawniong metodg dowodzenia jest réwnowazne przeksztatcanie tezy.

Zastosowania algebry. Warunkiem powodzenia procesu nauczania matematyki jest sprawne
postugiwanie sie wyrazeniami algebraicznymi. Metody algebraiczne czesto dajg sie stosowad
w sytuacjach geometrycznych i na odwrét — ilustracja geometryczna pozwala lepiej
zrozumiec zagadnienia algebraiczne.

Ciggi. Zagadnienie to nalezy omawiad tak, by uczniowie zdali sobie sprawe, ze poza ciggami
arytmetycznymi i geometrycznymi istniejg tez inne. Podobnie nalezy podkredli¢, ze poza
ciggami niemalejgcymi, rosngcymi, nierosngcymi, malejgcymi i statymi istniejg tez takie,
ktére nie s3 monotoniczne. Warto zwrdci¢ uwage ucznidow, ze niektdre ciaggi opisujg
dynamike procesdw wystepujacych w przyrodzie badz spoteczenstwie. Przyktadowo podany

w dziale VI pkt 2 lit. a cigg opisuje szybkos¢ rozprzestrzeniania sie plotki (liczba @, podaje, ile

0s6b o plotce styszato). Podobny model moze byé uzyty do opisu rozprzestrzeniania sie
epidemii.

Granica ciggu. Przed sformutowaniem definicji granicy ciggu warto zadawac uczniom pytania
w rodzaju: czy istnieje taka liczba naturalna k, ze dla kazdej liczby naturalnej n wiekszej od k

5 n 1 < 2 ? Twierdzenie o trzech ciggach takze wspiera budowanie
n+

intuicji granicy ciggu. Obliczanie granic ciggdw warto poprzedzi¢ wykorzystaniem programow

o, .1
zachodzi nierownos¢ = <

komputerowych do rysowania wykreséw ciggéw. Doktadniejsze obliczenia utatwia
w odpowiednio dobranych przyktadach formutowanie hipotez na temat istnienia wartosci
granicy ciggu.

Planimetria. Rozwigzywanie klasycznych probleméw geometrycznych jest skutecznym
sposobem ksztattowania swiadomosci matematycznej. Uczniowie, ktdrzy rozwigzujg zadania
konstrukcyjne, nabywajg przez to wprawy w rozwigzywaniu zadan geometrycznych réznego
typu, na przyktad uczen z fatwoscig przyswoi wtasnosci okregdow wpisanych w trojkat czy
czworokat, jesli potrafi skonstruowac te figury. Nauczanie konstrukcji geometrycznych
mozna przeprowadza¢ w sposodb klasyczny, za pomocg linijki i cyrkla, mozna tez uzywac
specjalistycznych programéw komputerowych, takich jak np. GeoGebra.
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Dwumian Newtona. Wazne jest, zeby przy okazji nauczania wzoru na (a+b)n podkreslié

n
znaczenie wspétczynnika dwumianowego (symbolu Newtona) (k} w kombinatoryce. Warto

e (n=k+2)(n-k+1)
1-2-..-(k—-1)-k

bardziej widoczna jego interpretacja i tatwiej obliczy¢ jego wartos$¢ dla matych k.

, gdyz w tej formie jest

o .(n] n(n-1)
go rowniez zapisywac w postaci K =

Rachunek prawdopodobierstwa. Uczniowie w przysztosci beda mieli do czynienia
z zagadnieniami powigzanymi z losowoscig, ktdre wystepujg w rdéznych dziedzinach zycia
i nauki, na przyktad: przy analizie sondazy, zagadnien z zakresu ekonomii i badaniach rynkéw
finansowych lub w naukach przyrodniczych i spotecznych. Warto wspomnieé o paradoksach
rachunku prawdopodobienstwa, ktore pokazujg typowe btedy w rozumowaniu i omoéwic
niektore z nich. Warto tez przeprowadzaé z uczniami eksperymenty, np. eksperyment,
w ktérym uczniowie zapisujg dtugi cigg ortdw i reszek bez losowania, a nastepnie zapisujg
cigg ortéw i reszek powstaty w wyniku losowych rzutéw monetg. Btedne intuicje na temat
losowosci podpowiadajg zwykle, ze nie powinny pojawiac sie dtugie sekwencje ortéw (albo
reszek), podczas kiedy w rzeczywistosci takie dtugie sekwencje ortéw (lub reszek) wystepuja.
Omawianie w zakresie podstawowym wartosci oczekiwanej nie wymaga wprowadzania
pojecia zmiennej losowej. Wskazane jest raczej postugiwanie sie intuicyjnym rozumieniem
wartosci oczekiwanej zysku czy ustalanie liczby obiektéw spetniajgcych okreslone wtasnosci.
W ten sposdb uczen ma mozliwo$¢ dostrzezenia zwigzkéw prawdopodobienistwa z zyciem
codziennym, ma takze szanse ksztattowania umiejetnosci unikania zachowan ryzykownych,
np. przy decyzjach finansowych.

W  zakresie rozszerzonym wazine jest uswiadomienie uczniom, ze rachunek
prawdopodobienstwa nie ogranicza sie jedynie do schematu klasycznego i uzywanej tam
kombinatoryki. Dobrg ilustracjg sg przyktady zastosowania schematu Bernoulliego dla duzej
liczby préb.

Pochodne. Postugiwanie sie pojeciem granicy ilorazu réznicowego konieczne do zrozumienia
pojecia pochodnej wymaga duzych mozliwosci poznawczych. Dlatego tez pochodne nalezy
wprowadza¢ w pierwszej kolejnosci intuicyjnie, postugujgc sie interpretacjg fizyczna
(predkos¢ chwilowa, natezenie prgdu) oraz geometryczng (styczna, nachylenie wykresu).
Podstawowym zastosowaniem definicji pochodnej moze by¢ wyprowadzenie wzoru na
pochodng jednomianu i pochodng sumy, iloczynu i ztozenia funkcji (gdy funkcja wewnetrzna
jest réznowartosciowa). Uczniowie powinni tez poznac twierdzenie moéwigce, ze funkcja
ciagta na przedziale i rézniczkowalna wewnatrz tego przedziatu jest niemalejaca wtedy i tylko
wtedy, gdy jej pochodna jest nieujemna.

Dowody. Samodzielne przeprowadzanie dowoddéw przez ucznidow rozwija takie umiejetnosci,
jak: logiczne myslenie, precyzyjne wyrazanie mysli i zdolno$é rozwigzywania ztozonych
problemdéw. Dowodzenie pozwala doskonali¢ umiejetnosé dobierania trafnych argumentéw
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i konstruowania poprawnych rozumowan. Jedng z metod rozwijania umiejetnosci
dowodzenia jest analizowanie dowoddw poznawanych twierdzed. Mozna uczy¢ w ten
sposob, jak powinien wyglagdaé wifasciwie przeprowadzony dowdd. Umiejetnosc
formutowania poprawnych rozumowan i uzasadnien jest wazna rowniez poza matematyka.
Ponizej znajduje sie lista twierdzen, ktérych dowody powinien uczen poznad.

Twierdzenia, dowody — zakres podstawowy

Istnienie nieskoriczenie wielu liczb pierwszych.

Niewymiernos¢ liczb: </2, log, 5 itp.

Wzory na pierwiastki trojmianu kwadratowego.

Podstawowe wtasnosci poteg (o wyktadnikach catkowitych i wymiernych) i logarytmow.

A w N R

Twierdzenie o dzieleniu z resztg wielomianu przez dwumian postaci X—a wraz ze
wzorami rekurencyjnymi na wspétczynniki ilorazu i reszte (algorytm Hornera) — dowdd
mozna przeprowadzi¢ w szczegdlnym przypadku, np. dla wielomianu czwartego stopnia.
6. Wzory na n-ty wyraz i sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego

i geometrycznego.
7. Twierdzenie o katach w okregu:

1) kat wpisany jest potowa kata srodkowego opartego na tym samym tuku;

2) jezeli dwa katy s wpisane w ten sam okrag, to sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy s3

oparte na réwnych tukach.

8. Twierdzenie o odcinkach w tréjkacie prostokatnym. Jesli odcinek CD jest wysokoscia

trojkata prostokatnego ABC o kacie prostym ACB, to |AD|-|BD|=|CD2,

|AC|* =|AB|-|AD| oraz [BC|* =|AB|-BD).

9. Twierdzenie o dwusiecznej. Jesli prosta CD jest dwusieczng kata ACB w trdjkacie ABC

AD| |AC
i punkt D lezy na boku AB, to u = u .

BD| |BC]|

10. Wzér na pole tréjkata P = %absin Y-

11. Twierdzenie sinuséw.

12. Twierdzenie cosinuséw i twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.

Twierdzenia, dowody — zakres rozszerzony

n n-1 n-1
1. Dowdd kombinatoryczny tozsamosci: jesli 0<k <n, to (k]:[k 1]+( " J

2. Wz6r dwumianowy Newtona. Wzory skréoconego mnozenia na a"=+b" (przy
odpowiednich zatozeniach o n) oraz jako wniosek: dla liczb catkowitych a i b,

a-bja"-b".

3. Wozory Viete'a.
4. Wzory na sinus i cosinus sumy i roznicy katéw.
5. Twierdzenia o istnieniu niektorych punktéw szczegdlnych trojkata:
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a) symetralne bokdéw trdjkata przecinajg sie w jednym punkcie i (jako wniosek) proste
zawierajgce wysokosci trdjkata przecinajg sie w jednym punkcie,
b) Srodkowe tréjkata przecinajg sie w jednym punkcie.

6. Twierdzenie o czworokacie wpisanym w okragg. Czworokat wypukty ABCD mozna wpisac
w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy |ZBAD| + |LBCD| = |ZABC| +|ZADC| =180°.

7. Twierdzenie o czworokgcie opisanym na okregu. W czworokat wypukty mozna wpisaé
okrag wtedy i tylko wtedy, gdy |AB| +|CD| = |AD| +|BC| .

8. Twierdzenie o prostej prostopadtej do ptaszczyzny. Dane sg proste k,/ i m lezagce na
jednej ptaszczyznie. Jesli proste k i | przecinajg sie i prosta n jest do nich prostopadta, to
prosta
n jest takze prostopadta do prostej m.

9. Twierdzenie o trzech prostopadtych. Prosta k przecina ptaszczyzne P i nie jest do nigj
prostopadta. Prosta / jest rzutem prostokgtnym prostej k na ptaszczyzne P. Prosta m lezy
na ptaszczyznie P. Wowczas proste k i m sg prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy
proste /i m sg prostopadte.
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Komentarz do podstawy programowej przedmiotu matematyka

Liceum i technikum
dr hab. Maciej Borodzik, dr Michat Krych, Regina Pruszynska
Informacje o podstawie programowej matematyki do szkét ponadpodstawowych

Przy pracy nad podstawg programowg do szkét ponadpodstawowych, podobnie jak przy
tworzeniu podstawy do o$mioletniej szkoty podstawowej, za punkt wyjscia przyjeto czes¢
podstawy gimnazjum oraz podstawe liceum ogdlnoksztatcgcego obecnie obowigzujaca.
Cze$é¢ zmian, ktoére dokonano w stosunku do obecnej podstawy, ma charakter korekt
zapisdw, ktore okazaty sie byc¢ interpretowane niezgodnie z intencjami twdrcow poprzedniej
podstawy; inne powodowane sg checig zmiany filozofii nauczania danego zagadnienia.
W niniejszym komentarzu omawiamy réznice i wyjasniamy, na czym polegajg zmiany.

Cele ogolne — zmiany

W celach ogdlnych dokonano zasadniczo dwdch zmian.

1. Pierwsza — celem uproszczenia, usunieto dosé sztuczny, jak sie zdawato, podziat na
cele ogdlne dla zakresu podstawowego matematyki i cele ogdlne dla zakresu
rozszerzonego. Przyczynia sie to do zwiekszenia zwieztosci podstawy.

2. Druga — dodano punkt dotyczgcy szeroko rozumianej sprawnosci rachunkowe;j.
W podstawie sprawnos$¢ rachunkowa rozumiana jest rowniez jako umiejetnosé
operowania wyrazeniami algebraicznymi, a nie tylko jako umiejetnosé
przeprowadzania rachunkéw na liczbach.

Dodanie punktu poswieconego sprawnosci rachunkowej podkresla ciggtos¢ procesu
nauczania w zakresie operowania obiektami algebraicznymi: od dodawania liczb
naturalnych, poprzez cztery podstawowe dziatania wykonywane wpierw na liczbach
naturalnych, pdziniej catkowitych, w koncu utamkach zwyktych i dziesietnych, az po
umiejetno$¢ dodawania, odejmowania, mnozenia i — w pewnych wypadkach — dzielenia
wyrazen algebraicznych. Wpisanie w podstawe programowg sprawnosci rachunkowej
podkresla, ze jesli powyzszy proces jest naruszony w ktéryms punkcie, inaczej méwigc, jesli
uczen zatrzymat sie na ktéryms$ etapie — a praktyka szkolna pokazuje, iz dzieje sie to
stosunkowo czesto — niemozliwe jest dojscie do poziomu swobodnego operowania
wyrazeniami algebraicznymi. Ten poziom jest jednak niezbedny przy rozwigzywaniu
wiekszosci zadan poswieconych funkcjom, uktadom réwnan, problemom obliczeniowym
z geometrii i stereometrii czy rachunkowi prawdopodobieristwa.

Jednym z najwazniejszych zadan w nauczaniu matematyki w szkole ponadpodstawowe;j jest
nauczenie ucznia rozumowania matematycznego, w szczegdlnosci przeprowadzania
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dowoddéw matematycznych. Proces ten, zgodnie z podstawg programowg do o$mioletniej
szkoty podstawowe] powinien rozpoczgé sie juz w klasach VII-VIIl szkoty podstawowej,
w szkole ponadpodstawowej powinien by¢ kontynuowany. Podstawa programowa
przewiduje, ze uczen bedzie potrafit dowodzi¢ proste tozsamosci algebraiczne (punkt .2
podstawy), a takze przeprowadzaé¢ dowody geometryczne (punkt VIII.12).

Nowosci w podstawie

Jedng z nowosci w podstawie jest umieszczenie w warunkach realizacji wskazania, aby uczen
poznat dowody niektérych twierdzedn matematycznych, zwigzanych z tresciami nauczania.
Zabieg ten ma na celu uswiadomienie uczniom, co to jest dowdd oraz jaka jest rola dowodu
w matematyce. Bardzo trudno jest wyjasni¢ uczniowi, czego oczekuje sie od niego, kazgc mu
rozwigza¢ zadanie na dowodzenie, jesli wczesniej nie zobaczy on na lekcji techniki
przeprowadzania dowodu. Umieszczenie wybranych dowodéw w warunkach realizacji, a nie
w tresciach nauczania oznacza, ze znajomos$¢ tych dowoddéw stanowi uzupetnienie tresci
ksztatcenia i takie byto zatozenie twdércéw podstawy.

Tresci nauczania — zmiany

1. Liczby rzeczywiste. Pierwszg zmiang, postulowang przez wiele srodowisk, jest rezygnacja
z wprowadzania liczb niewymiernych przez rozwiniecia dziesietne i zastgpienia tego
klasyczng definicja (liczby wymierne to ilorazy liczb catkowitych). Dla ilustracji powinien
pojawi¢ sie dowdd niewymiernosci log,5 lub V2, oba dowody wymienione sa
w warunkach realizacji. Wysitek ucznia nakierowany na zrozumienie, czym rézni sie liczba
wymierna od niewymiernej, jest niewspotmiernie duzy w stosunku do rozwoju
umiejetnosci matematycznych. Odrdznianie liczby niewymiernej od wymiernej (w tym
niewymiernos¢ liczby m), byto uczone w szkotach z przyczyn historycznych, ale nie
znajduje zadnego zastosowania poza akademickg matematyky teoretyczng. Znacznie
wazniejsze jest zrozumienie dowodu niewymiernosci jakiej$ liczby od zapamietania, ze
np. 1 nie jest liczbg wymierna.

Druga zmiana w punkcie pierwszym jest nieco mniej widoczna. Autorzy podstawy
programowe] postulujg nauczanie logarytmow w nastepujgcy sposob: na poczgtku poznanie
przyktadodw zastosowan, w szczegdlnosci zjawiska, do ktérych opisu stosuje sie funkcje
logarytmiczne i wyktadnicze, a dopiero pdzniej omdwienie wtasnosci funkcji logarytmicznej.
W podstawie programowej podano kilka przyktadéw takich zastosowan. Nauczyciele
i autorzy podrecznikdéw sg zachecani do tego, aby znajdowaé wiecej przyktaddw pokazujgcych
obecnos¢ zagadnien matematycznych w zyciu. Taki sposéb nauczania uswiadamia uczniom,
ze funkcja logarytmiczna jest niezwykle wazna w opisie przyrody.

Wopisanie punktu 1.1 ,operacje na liczbach rzeczywistych” jest de facto sprawa techniczng.
Nie ma on na celu wprowadzania nowych tresci, ale ma pozwoli¢ przy rozwigzywaniu zadan
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2. Algebra. W dziatach poswieconych szeroko rozumianej algebrze (punkty II, Il i IV

na zapisy typu: ktére sg de facto sumami liczb rzeczywistych.

podstawy) w istotny sposob zwiekszono materiat do nauczania w zakresie
podstawowym. Otdz zamierzeniem twodrcodw podstawy programowej jest, aby kazdy
uczen umiat swobodnie dodawad i mnozy¢ sumy algebraiczne, co w tej chwili nie jest
spetnione. Proces uczenia jest dos¢ dtugi i czesto zmudny. Umieszczenie dzielenia
wielomianu przez dwumian i prostych wyrazen wymiernych ma na celu urozmaicenie
nauczania operowaniem wyrazeniami algebraicznymi. W zamysle twdércéw podstawy
rozpatrywane na lekcjach przyktady powinny byé proste.

Wprowadzono wiecej wzordw skréconego mnozenia na poziomie podstawowym. Czesto
zdarzato sie bowiem, ze uczen, ktéry znat bardzo dobrze wzdér na kwadrat sumy, jesli byta taka
potrzeba, wymyslat  wzér na sze$cian sumy postaci: (a+ b)® = a3+ b3lub
(a + b)® = a® + 3ab + b3. Dodanie wzoru na szeician sumy ma zapobiec tego typu
pomytkom. Wzér na a™ — b™ tak naprawde jest caty czas nauczany w szkotach, przy okazji
Wzoru na sume wyrazow szeregu geometrycznego. Wpisanie go w punkcie poswieconemu
wzorom skréconego mnozenia tworzy pofaczenie miedzy dwiema dziedzinami matematyki
i przy tej okazji zauwaza sie, ze rdine wzory sg szczegélnymi przypadkami jednego
twierdzenia. Wielu uczniow szybciej go zapamietuje i tatwiej go stosuje.

Przy wprowadzaniu réwnan dokonano préby zmiany metody nauczania, w ktérej ktadzie sie
bardzo duzy nacisk na obliczanie wyréznika (zwanego deltg) w réwnaniu kwadratowym.
Prowadzi to czesto do absurdalnych przypadkéw, gdy uczend, majgc réwnanie zapisane
w postaci x(x —4) =0, aby wyznaczy¢ pierwiastki, oblicza wyrdznik. Oznacza to
niezrozumienie tego, czym jest pierwiastek; aby temu zaradzi¢ dodano punkt III.6
w podstawie. Wedtug zapisow w podstawie uczen nie musi zna¢ wzoru na wyrdznik ani
nawet nie musi zobaczy¢ tego wzoru na lekcji: wystarczy, aby umiat rozwigzywac réwnania
kwadratowe przez dopetnianie do petnego kwadratu. Wzér na wyréznik moze by¢ wygodny
przy analizowaniu rownan kwadratowych (punkt 1lI.5R podstawy w rozszerzeniu). Dzielenie
wielomianu przez dwumian (punkt II.6 podstawy) rowniez stuzy temu, aby uczen lepiej
zrozumiat, czym jest pierwiastek wielomianu.

3. Geometria. W nauczaniu geometrii postawiono na nauczanie catosSciowe, dlatego
twierdzenia sinuséw i cosinuséw zamieszczono w tresciach nauczania w podstawie
programowe] w zakresie podstawowym, a nie tak jak byto poprzednio — w zakresie
rozszerzonym. Twierdzenie cosinusow, ktore jest uogdlnieniem twierdzenia Pitagorasa,
moze by¢ wykorzystane i rozumiane jako twierdzenie odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa. Przy rozwigzywaniu zadan typu: rozstrzygnij czy tréjkat o bokach 5, 6 i 10 jest
prostokatny, rozwartokatny czy ostrokatny (zob. punkt VII.2 podstawy), bardzo
wygodnie jest skorzysta¢ z twierdzenia cosinuséw. Przy wyznaczaniu, naprzeciwko
ktorego kata lezy najdtuiszy bok, twierdzenie sinusow okazuje sie bardzo wygodnym
narzedziem.
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Zadania konstrukcyjne zostaty opisane w tresciach nauczania jako pomoc przy nauczaniu
geometrii. Otdz cze$¢ nauczycieli bardzo unika takich zadan ze wzgledu na trudnosci
techniczne zwigzane 1z przedstawieniem rozwigzania na tablicy; inni preferujg
wykorzystywanie programow komputerowych do konstrukcji. Nie chcac narzucac
ustalonego schematu, twoércy podstawy umiescili zadania konstrukcyjne w warunkach
realizacji. Nalezy zaznaczy¢, ze punkt VIII.10 podstawy, méwigcy o tym, ze uczen
wskazuje szczegdlne punkty w tréjkacie, bedzie bardzo trudny w realizacji, jesli zadania
konstrukcyjne beda catkowicie pominiete. Zadania konstrukcyjne, ktérych jest wiele,
pozwalajg uczniom wykaza¢ sie umiejetnoscia znalezienia metody konstruowania,
a potem uzasadnienie jej poprawnosci we wszystkich konfiguracjach lub wskazania
zmian w zaleznosci od wzajemnego potozenia punktéw, prostych itd.

4. Ciggi. W dziale dotyczgcym ciggdéw (punkt VI) wprowadzono szereg zmian, ktére stawiajg
nauczanie tego zagadnienia w nieco innym Swietle. Dotychczasowa praktyka nauczania
ktadta nacisk przede wszystkim na ciggi arytmetyczne i geometryczne. W obecnej
podstawie zmieniono gtéwne zatozenia. Dwa punkty zastugujg na szczegdlng uwage. Po
pierwsze, uczen powinien umieé obliczy¢ kilka pierwszych wyrazéw ciggu zadanego
rekurencyjnie (punkt VI.2). Zagadnienie to mozna realizowaé¢ w korelacji z nauczaniem
informatyki, gdzie uzywanie rekurencji w programowaniu jest dos$¢ istotne. Dwa
przykfady ciggdw podane w podstawie programowe] nie sg przypadkowe. Pierwszy to
cigg Fibonacciego, ktéry ma wiele wtasnosci, niektdrych z nich mozna uczy¢ na lekcjach
ze zdolniejszymi uczniami. Drugi przyktad mowi o ciggu opisujacym rozprzestrzenianie sie
plotki. Podobne modele mozna rozwaza¢ przy opisie rozwoju epidemii. W tym miejscu
mamy niejako ukrytg korelacje z biologig: nauczyciel matematyki lub biologii, opierajgc
sie na wtasnosciach tego ciggu, moze poruszy¢ takie problemy jak wyszczepialnos¢
populacji. Kluczowa informacja, ktérg uczen moze wynies¢ z rozpatrywania przyktadéw
ciggdw zadanych rekurencyjnie jest to, ze niektére zjawiska fizyczne, przyrodnicze czy
spoteczne mozna opisac (w przyblizony sposdb) i badac za pomocg ciggow.

Drugi z punktéow zastugujgcych na podkreslenie to badanie monotonicznosci ciggu.
W zakresie podstawowym oczekujemy, ze uczen bedzie badat proste ciggi o wyrazie ogélnym

1 1)2 (-n)n 1 . . .
typu: a, =-, b, = (1—;) » Cn = d,=n-— 1+n—2. Mozna réwniez badac

monotoniczno$¢ ciggu zadanego rekurencyjnie, ktéry pojawia sie w sytuacjach wzietych
z zycia. Dla przykfadu, kto$ ma w banku na lokacie 10 000 PLN oprocentowane na 2% w skali
roku, a z lokaty pobiera rocznie 150 PLN: czy stan jego konta bedzie rést, czy malat?
Naturalnie, w takim zadaniu mozna pokusi¢ sie o zapisanie stanu konta za pomocg zwartego
wzoru, monotoniczno$¢ ciggu opisujgcego stan konta w kolejnych latach jest jednak o wiele
tatwiejsza do zauwazenia.

W zakresie rozszerzonym przywrdcono twierdzenie o trzech ciggach. Dzieki takiemu
sformutowaniu punktu VI.1R, typ ciggdw, ktérych granice uczen powinien umiec obliczy¢ jest
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dos¢ precyzyjnie okreslony. Ciagi o wyrach ogdinych: a, =vVn+1—+/n, b,, = % czy ¢, =

__logn

/2™ + 3™ mieszcza sie w tym typie, ale ciaggi o wyrazach ogélnych: a,, = nsin%, b, =

n
juz nie. Skala trudnosci zadan na obliczanie granic jest dos¢ duza, w szczegdlnosci dostepne

jest sporo nietypowych zadan réznicujacych ucznia zdolnego od bardzo zdolnego, ktére moga
by¢ wykorzystane przy egzaminie maturalnym.
Co wiecej, twierdzenie o trzech ciggach jest bardzo intuicyjne, jego dowdd jest prosty
i pomaga w zrozumieniu pojecia granicy ciggu.

5. Prawdopodobienstwo. Do zagadnien z rachunku prawdopodobienstwa dodano
obliczanie wartosci oczekiwanej w prostych grach (punkt XII.5). Nie nalezy tego punktu
traktowac jako zachete do wprowadzania catej teorii zmiennej losowej i wartosci
oczekiwanej, ajedynie przedstawi¢ ogdlny algorytm obliczania wartosci oczekiwanej
wygranej w grach typu ,ptace 1 PLN za rzut kostkg, jak wypadnie 6 to wygrywam 4 PLN,
jesli wypadnie co$ innego: trace zaptacone pienigdze”. Jakkolwiek takiemu podejsciu
mozna zarzucac algorytmiczno$¢ i nierozwijanie umiejetnosci matematycznych, to
intuicyjne opanowanie algorytmu jest mozliwe nawet dla stosunkowo stabych ucznidw.
Mysla przewodnig, jakg uczen powinien wyniesé z takich lekcji jest to, ze mozna obliczaé
szanse wygranej i mozna sie kierowac obliczeniami z rachunku prawdopodobienstwa
w zZyciu codziennym. Rozwigzanie nawet kilku przyktadéw zadan podobnego typu moze
czesciowo uchroni¢ uczniéw przed podejmowaniem ryzykownych dziatarn ekonomicznych
w przyszfosci.

Realizujac tresci z zakresu rozszerzonego, zwtaszcza w klasach o profilach matematyczno-
-przyrodniczych, warto wyjasni¢ uczniom, ze prawdopodobienstwo zalezy od przyjetego
modelu. Stuzy¢ temu moze paradoks Bertranda: zadanie polega na obliczeniu
prawdopodobieristwa, ze losowo wybrana cieciwa okregu o promieniu r>0 jest dtuzsza od
boku tréjkata réwnobocznego wpisanego w ten okrag, tatwo mozna uzasadni¢ trzy rézine
wyniki zalezne od przyjetego sposobu losowego wyboru cieciwy.

Na poziomie rozszerzonym powinny pojawiac sie tez zadania, w ktérych przestrzen zdarzen

elementarnych ma tak wiele elementéw, Ze do obliczenia ich liczby trzeba uzyé
10000!

5000!-5000!-210000

wielkosci (p = 0.008) i by naiwne uzycie kalkulatora nic nie dawato. Trzeba tez uswiadamia¢

kalkulatora/komputera, by zapis wyniku typu p = nic nie mowit o jego
uczniom, ze rachunek prawdopodobienstwa bywa uzywany w takich sytuacjach.
W podrecznikach powinien pojawiaé sie, oczywiscie bez dowodu, wzor Stirlinga, bo on
pozwala na szacowania wyrazen zawierajacych n! dla duzych n. Zadania, w ktérych wyniku
nie daje sie uzyskac za pomocg wypisania wszystkich zdarzen elementarnych sg konieczne dla
zrozumienia rachunku oraz przyjecia do wiadomosci tego, ze wzory kombinatoryczne sg
uzyteczne.
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Obecnos¢ w tresciach nauczania w podstawie programowej wzoru Bayesa, zwanego tez
wzorem na odwrdcenie, pozwala na rozwigzywanie zadan zwigzanych z praktycznym
stosowaniem prawdopodobienistwa. Jednak trzeba pamietac o tym, ze prawdopodobieristwo
warunkowe, cho¢ jest pozornie fatwym pojeciem, stwarza uczniom trudnosci poznawcze.

6. Statystyka. W dziale statystyka pozostawiono obliczanie odchylenia standardowego,
gtdwnie ze wzgledu na korelacje z przedmiotami eksperymentalnymi. Podobnie jak byto
do tej pory, w tresciach nauczania nie jest wyjasnione, dlaczego odchylenie standardowe
jest waine i jakie ma zastosowanie. Aby wyjasni¢ to zagadnienie, nalezatoby do
nauczania w szkotach wprowadzi¢ rozktad normalny, albo przynajmniej podaé regute
empiryczng, to znaczy, ze dla rozktadu normalnego o wartosci oczekiwanej E i odchyleniu
standardowym D, 95% wynikéw miesci sie w przedziale [E-2D,E+2D]. W klasach,
w ktérych jest to mozliwe, wprowadzenie takiej reguty jest wskazane, niemniej dodanie
tej reguty do podstawy programowej nie jest mozliwe ze wzgledu na koniecznosc
zwiekszenia liczby godzin na nauczanie matematyki.

7. Funkcje. Punkt V.3 umieszczony w dziale ,,Funkcje” jest rdwniez Scisle powigzany ze
statystyka. Zdarza sie, ze uczeh ma trudnosci z fgczeniem danych z réznych zrédet, jak
w przyktadowych zadaniach:

1. Jas szedt po gérach. Podane sg dwa wykresy. Pierwszy oznacza zaleznos¢ przebytej drogi od
czasu, drugi zaleznos¢ wysokosci od potozenia. Na jakiej wysokosci Jas byt o godzinie 14.00?

2. Dany jest wykres rozpuszczalnosci azotanu srebra w wodzie w zaleznosci od temperatury.
W jakiej temperaturze rozpuszcza sie w 100g wody doktadnie potowa tej ilosci azotanu
srebra, jaka rozpuszcza sie w temperaturze 80 stopni?

Przy blizszej analizie zadanie 1 wymaga zfozenia funkcji, zadanie 2 wymaga uzycia funkcji
odwrotnej. W zakresie podstawowym oczekujemy jednak wytgcznie intuicyjnego
postugiwania sie tymi pojeciami, jak w powyzszych dwdch zadaniach. Ten punkt powinien by¢
traktowany jako wstep do nauki o ztozeniach funkcji w zakresie rozszerzonym.

8. Optymalizacja i rachunek rdzniczkowy. W dziale poswieconym rachunkowi
rézniczkowemu (punkt XIll) zmieniono tytut na ,Optymalizacja i rachunek rézniczkowy”
oraz dodano punkt w zakresie podstawowym, modwigcy o stosowaniu funkcji
kwadratowej do optymalizacji. Punkt ten nie jest nowoscig, byt bowiem zamieszczany
w poprzednich podstawach w dziatach poswieconych funkcji kwadratowej. Przeniesienie
tego punktu, a takze wspomniana zmiana nazwy dziatu majg dwa cele (doktadniej podac
jakie, jest tylko po pierwsze). Po pierwsze, podkreslenie waznosci optymalizacji. Uczen
powinien konczy¢ szkote z przeswiadczeniem, ze wiele rzeczy w matematyce da sie
zoptymalizowaé; nawet jesli z czasem zapomni konkretnych metod, bedzie mégt do nich
wréci¢, o ile zachowa ,,optymalizacyjne” spojrzenie na matematyke.
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Wprowadzajgc pochodne, nalezy od razu wigza¢ je z fizykag (predkos¢ chwilowa,
przyspieszenie chwilowe jako granice predkosci sredniej i przyspieszenia sredniego w krétkich
okresach czasu i wspomniec, ze tak dziatajg predkosciomierze) oraz z geometrig (prowadzimy
proste przez ustalony punkt wykresu i bliskie mu punkty wykresu, a w granicy otrzymuje
styczng do wykresu). Zwigzek pochodnej ze styczng pozwala uczniowi na geometryczne
zrozumienie wzoru na wartosc¢ przyblizong funkcji.

Jednym z gtéwnych celdw wprowadzania pochodnych jest zrozumienie przez ucznidw
postepowania pozwalajagcego na stwierdzenie, gdzie funkcja rosnie, gdzie maleje
i wywnioskowania stad, w ktérych punkach przyjmuje najwiekszg lub najmniejszg wartosé.
Poniewaz w szkole w zasadzie nie ma mozliwosci omawiania twierdzenia Weierstrassa
o osigganiu kreséw przez funkcje ciggta na domknietym przedziale, wiec monotonicznos¢ jest
jedynym narzedziem pozwalajgcym uczniom na stwierdzenie, ze w jakims punkcie funkcja ma
najwiekszg lub najmniejszg wartos¢. Twierdzenie Fermata o zerowaniu sie pochodnej w tych
punktach wewnetrznych dziedziny, w ktérych funkcja przyjmuje wartos¢ ekstremalng jest
wazne, ale pozostaje kwestia wyjasnienia, w ktérych punktach krytycznych rzeczywiscie sg
przyjmowane wartosci ekstremalne funkcji. Nauczanie tego twierdzenia czesto prowadzi do
zapamietania przez uczniéw wygodnej, ale niepoprawnej reguty: ,,pochodna sie zeruje,
znaczy mamy maksimum albo minimum, zaleznie od tego, czego szukamy". Szukanie
ekstremow przez badanie monotonicznosci (znaku pochodnej) pozwala na unikniecie tego
rodzaju bteddéw.

Twierdzenie o monotonicznosci na przedziale funkcji, ktérej pochodna ma staty znak,
pozwala réwniez na dowodzenie nieréwnosci, wiec szacowanie funkcji, np. tatwo mozna

udowodni¢, ze dla x>0 zachodzi nieréwnos¢ podwéjna 1 + E - :—zxz <Vi+x<1+ E.

Twierdzenie o pochodnej funkcji potegowej (x%)' = ax®! powinno by¢ formutowane dla
dowolnego wyktadnika rzeczywistego, a dowodzone w zakresie dostepnym dla ucznia, wiec

co najwyzej dla wymiernych wyktadnikéw, w szczegdlnosci dla wyktadnika % i nie powinno sie
traktowac wzoru na pochodng pierwiastka kwadratowego jako oddzielnego twierdzenia, co
ma czesto miejsce. Warto podkresli¢, ze wspomniany wzér dziata zawsze wtedy, gdy jego

. , .. . . . ; 1
prawa strona ma sens, wiec réwniez dla niedodatnich x (dla niektérych a, np. dla a = 3 a=

1939 ) 5
,a=———aleniedlaa =—=).
1683 2

NN

Jednym z nielicznych rzeczywistych zastosowan fizycznych osiggalnych w szkole jest prawo
odbicia $wiatta od zwierciadta w ksztatcie wykresu funkcji rézniczkowalnej: kat padania
réwny jest katowi odbicia, ktére mozna wywnioskowac z zasady Fermata: swiatfo porusza sie
z punktu A do punktu B po drodze, na przebycie ktérej potrzebuje najmniej czasu, katy to
katy, jakie tworzy promien ze styczng do wykresu funkcji. Fakt ten wynika natychmiast z tego,
ze pochodna w punkcie, w ktédrym funkcja ma najmniejszg wartosc jest zerem. Mozna ten
przyktad omoéwi¢, bo uczniowie dysponowaé beda wzorem na pochodng funkcji x1/2
i wzorem na pochodng ztozenia.
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Preambuta podstawy programowej ksztatcenia ogdlnego

lll etap edukacyjny: braniowa szkota | stopnia dla uczniow bedgcych
absolwentami osmioletniej szkoly podstawowej

Celem edukacji w branzowej szkole | stopnia jest przygotowanie ucznidw do uzyskania
kwalifikacji zawodowych, a takze, jak w przypadku innych typéw szkét, do pracy i zycia
w warunkach wspédtczesnego swiata. Poza ksztatceniem zawodowym, branzowa szkota
| stopnia ma za zadanie wyposazy¢ ucznidow w odpowiedni zaséb wiedzy ogdlnej, ktéra
stanowi fundament wyksztatcenia, umozliwiajagcy zdobycie podczas dalszej nauki
zréoznicowanych kwalifikacji zawodowych oraz umozliwiajgcy kontynuacje ksztatcenia
w branzowej szkole Il stopnia w zawodzie, w ktérym wyodrebniono kwalifikacje wspdlng dla
zawodu nauczanego w branzowej szkole | stopnia, lub w liceum ogdlnoksztatcgcym dla
dorostych (poczawszy od klasy Il), a nastepnie w szkotach policealnych lub szkotach
wyzszych.

Celem ksztatcenia ogdlnego w branzowej szkole | stopnia jest:

1) traktowanie uporzgdkowanej, systematycznej wiedzy jako podstawy ksztattowania
umiejetnosci;

2) doskonalenie umiejetnosci myslowo-jezykowych, takich jak: czytanie ze zrozumieniem,
pisanie tworcze, formutowanie pytan i problemdéw, postugiwanie sie kryteriami,
uzasadnianie, wyjasnianie, klasyfikowanie, wnioskowanie, definiowanie, postugiwanie
sie przyktadami itp.;

3) rozwijanie osobistych zainteresowan ucznia;

4) zdobywanie umiejetnosci formutowania samodzielnych i przemyslanych sadéw,
uzasadniania wtasnych i cudzych sgdéw w procesie dialogu we wspdlnocie dociekajgcej;

5) taczenie zdolnosci krytycznego i logicznego myslenia z umiejetnosciami wyobrazeniowo-
-tworczymi;

6) rozwijanie wrazliwosci spotecznej, moralnej i estetycznej;

7) rozwijanie narzedzi myslowych umozliwiajgcych uczniom obcowanie z kulturg i jej
rozumienie;

8) rozwijanie u ucznidéw szacunku dla wiedzy, wyrabianie pasji poznawania $wiata
i zachecanie do praktycznego zastosowania zdobytych wiadomosci.

Do najwazniejszych umiejetnosci zdobywanych przez ucznia w trakcie ksztatcenia ogdlnego

w branzowej szkole | stopnia naleza:

1) myslenie — rozumiane jako ztozony proces umystowy polegajgcy na tworzeniu nowych
reprezentacji za pomocga transformacji dostepnych informacji, obejmujacej interakcje
wielu operacji umystowych: wnioskowanie, abstrahowanie, rozumowanie, wyobrazanie,
sgdzenie, rozwigzywanie problemoéw, twérczosé. Dzieki temu, ze uczniowie szkoty
ponadpodstawowe] uczg sie rownoczesnie roznych przedmiotéw, mozliwe jest
rozwijanie nastepujacych typéw myslenia: analitycznego, syntetycznego, logicznego,
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komputacyjnego, przyczynowo-skutkowego, kreatywnego, abstrakcyjnego; zachowanie
ciggtosci ksztatcenia ogdélnego rozwija zaréwno myslenie percepcyjne, jak i myslenie
pojeciowe. Synteza obu typdw myslenia stanowi podstawe wszechstronnego rozwoju
ucznia;

2) czytanie — umiejetnos¢ tgczgca zaréwno rozumienie senséw, jak i znaczen symbolicznych
wypowiedzi; kluczowa umiejetno$é lingwistyczna i psychologiczna prowadzaca do
rozwoju osobowego, aktywnego uczestnictwa we wspdlnocie, przekazywania
doswiadczen miedzy pokoleniami;

3) umiejetnos¢ komunikowania sie w jezyku ojczystym i w jezykach obcych zaréwno
w mowie, jak i w piSmie jako podstawowa umiejetnos¢ spoteczna, ktdrej podstawg jest
znajomos¢ norm jezykowych oraz tworzenie podstaw porozumienia sie w rézinych
sytuacjach komunikacyjnych;

4) kreatywne rozwigzywanie probleméw z rdinych dziedzin ze $wiadomym
wykorzystaniem metod i narzedzi wywodzacych sie z informatyki, w tym
programowanie;

5) umiejetnos¢ sprawnego postugiwania sie nowoczesnymi technologiami informacyjno-
-komunikacyjnymi, w tym dbato$¢ o poszanowanie praw autorskich i bezpieczne
poruszanie sie w cyberprzestrzeni;

6) umiejetnos¢ samodzielnego docierania do informacji, dokonywania ich selekcji, syntezy
oraz wartosciowania, rzetelnego korzystania ze zrédet;

7) nabywanie nawykow systematycznego uczenia sie, porzgdkowania zdobytej wiedzy i jej
pogtebiania;

8) umiejetnos¢ wspdtpracy w grupie i dziatan indywidualnych.

Jednym z najwazniejszych zadan branzowej szkoty | stopnia jest rozwijanie kompetencji
jezykowej i kompetencji komunikacyjnej stanowigcych kluczowe narzedzie poznawcze we
wszystkich dyscyplinach wiedzy. Istotne w tym zakresie jest tgczenie teorii i praktyki
jezykowej. Bogacenie stownictwa, w tym poznawanie terminologii wfasciwej dla danej
dziedziny nauki, stuzy rozwojowi intelektualnemu ucznia, a wspomaganie i dbatos¢ o ten
rozwdj nalezy do obowigzkéw kazdego nauczyciela.

Wazinym zadaniem szkoty jest przygotowanie ucznidow do zycia w spoteczenstwie
informacyjnym. Nauczyciele wszystkich przedmiotéw powinni stwarza¢ uczniom warunki do
nabywania umiejetnosci wyszukiwania, porzadkowania i wykorzystywania informacji
zréznych Zrédet oraz dokumentowania swojej pracy, z uwzglednieniem prawidtowej
kompozycji tekstu i zasad jego organizacji, z zastosowaniem technologii informacyjno-
-komunikacyjnych.

Realizacje powyzszych celéw powinna wspomagac¢ dobrze wyposazona biblioteka szkolna,
dysponujgca aktualnymi zbiorami, zaréwno w postaci ksiegozbioru, jak i w postaci zasobdéw
multimedialnych. Nauczyciele wszystkich przedmiotéw powinni odwotywac sie do zasobow
biblioteki szkolnej i wspdtpracowac z nauczycielami bibliotekarzami w celu wszechstronnego
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przygotowania uczniow do samoksztatcenia i Swiadomego wyszukiwania, selekcjonowania
i wykorzystywania informacji.

Ze wzgledu na to, ze $rodki spotecznego przekazu odgrywajg coraz wiekszg role, zaréwno
W zyciu spotecznym, jak i indywidualnym, kazdy nauczyciel powinien poswieci¢ duzo uwagi
edukacji medialnej, czyli wychowaniu uczniéw do wtasciwego odbioru i wykorzystania
medidw.

Waznym celem dziatalnosci branzowej szkoty | stopnia jest skuteczne nauczanie jezykéw
obcych. Bardzo wazne jest dostosowanie zaje¢ do poziomu przygotowania ucznia, ktére
uzyskat na wczesniejszych etapach edukacyjnych.

Waznym zadaniem szkoty jest takze edukacja zdrowotna, ktérej celem jest rozwijanie
u uczniéw postawy dbatosci o zdrowie wtasne i innych ludzi oraz umiejetnosci tworzenia
srodowiska sprzyjajgcego zdrowiu.

W procesie ksztatcenia ogdlnego szkofa ksztattuje u ucznidw postawy sprzyjajgce ich
dalszemu rozwojowi indywidualnemu i spotecznemu, takie jak: uczciwosé, wiarygodnosc,
odpowiedzialnos¢, wytrwatos¢, poczucie wtasnej wartosci, szacunek dla innych ludzi,
ciekawos¢ poznawcza, kreatywnos¢, przedsiebiorczos¢, kultura osobista, gotowosé do
uczestnictwa w kulturze, podejmowania inicjatyw oraz do pracy zespotowej. W rozwoju
spotecznym bardzo wazne jest ksztattowanie postawy obywatelskiej, postawy poszanowania
tradycji i kultury wifasnego narodu, a takze postawy poszanowania dla innych kultur
i tradycji.

Ksztatcenie i wychowanie w branzowej szkole | stopnia sprzyja rozwijaniu postaw
obywatelskich, patriotycznych i spotecznych uczniéw. Zadaniem szkoty jest wzmacnianie
poczucia tozsamosci narodowej, etnicznej i regionalnej, przywigzania do historii i tradycji
narodowych, przygotowanie i zachecanie do podejmowania dziatan na rzecz $Srodowiska
szkolnego i lokalnego, w tym do angazowania sie w wolontariat. Szkota dba o wychowanie
mtodziezy w duchu akceptacji i szacunku dla drugiego cztowieka, ksztattuje postawe
szacunku dla Srodowiska przyrodniczego, motywuje do dziatan na rzecz ochrony srodowiska
oraz rozwija zainteresowanie ekologia.

Duze znaczenie dla rozwoju mtodego cztowieka oraz jego sukceséw w dorostym zyciu ma
nabywanie kompetencji spotecznych, takich jak: komunikacja i wspdétpraca w grupie, w tym
w Srodowiskach wirtualnych, udziat w projektach zespotowych lub indywidualnych oraz
organizacja i zarzadzanie projektami.

Strategia uczenia sie przez cate zycie wymaga umiejetnosci podejmowania waznych decyzji,
poczynajgc od wyboru szkoty ponadpodstawowej, kierunku studiow Ilub konkretnej
specjalizacji zawodowej, poprzez decyzje o wyborze miejsca pracy, sposobie podnoszenia
oraz poszerzania swoich kwalifikacji, az do ewentualnych decyzji o zmianie zawodu.
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Umiejetnosci te bedg ksztattowane w branzowej szkole | stopnia.

Szkota ma stwarza¢ uczniom warunki do nabywania wiedzy i umiejetnosci potrzebnych do
rozwigzywania probleméw z wykorzystaniem metod i technik wywodzacych sie
z informatyki, w tym logicznego i algorytmicznego myslenia, programowania, postugiwania
sie aplikacjami komputerowymi, wyszukiwania i wykorzystywania informacji z rdéznych
zrodet, postugiwania sie komputerem i podstawowymi urzadzeniami cyfrowymi oraz
stosowania tych umiejetnosci na zajeciach z rdéinych przedmiotéw, m.in. do pracy nad
tekstem, wykonywania obliczen, przetwarzania informacji i jej prezentacji w rdéznych
postaciach.

Kazda sala lekcyjna powinna mie¢ dostep do internetu. Uczniowie i nauczyciele powinni mie¢
zapewniony dostep do pracowni stacjonarnej lub mobilnej oraz mozliwos¢ korzystania
z whasnego sprzetu. Wszystkie pracownie powinny by¢ wyposazone w monitor interaktywny
(z wbudowanym komputerem i oprogramowaniem) lub zestaw: komputer, projektor i tablica
interaktywna lub ekran.

Szkota ma réwniez przygotowywaé¢ uczniow do dokonywania $wiadomych
i odpowiedzialnych wyboréw w trakcie korzystania z zasobow dostepnych w internecie,
krytycznej analizy informacji, bezpiecznego poruszania sie w przestrzeni cyfrowej, w tym
nawigzywania iutrzymywania opartych na wzajemnym szacunku relacji z innymi
uzytkownikami sieci.

Szkota oraz poszczegdlni nauczyciele podejmujg dziatania majace na celu
zindywidualizowane wspomaganie rozwoju kazdego ucznia, stosownie do jego potrzeb
i mozliwosci.

Uczniom z niepetnosprawnosciami szkota zapewnia optymalne warunki pracy. Wybor form
indywidualizacji nauczania powinien wynika¢ z rozpoznania potencjatu kazdego ucznia.
Nauczyciel powinien tak dobiera¢ zadania, aby z jednej strony nie przerastaty one mozliwosci
ucznia (uniemozliwiaty osiggniecie sukcesu), a z drugiej nie powodowaty obnizenia
motywacji do radzenia sobie z wyzwaniami.

Zastosowanie metody projektu, oprécz wspierania w nabywaniu opisanych wyzej
kompetencji, pomaga réwniez rozwija¢ u uczniéw przedsiebiorczos¢ i kreatywnos$¢ oraz
umozliwia stosowanie w procesie ksztatcenia innowacyjnych rozwigzan programowych,
organizacyjnych lub metodycznych.

Opis wiadomosci i umiejetnosci zdobytych przez ucznia w branzowej szkole | stopnia jest
przedstawiany w jezyku efektéw uczenia sie, zgodnie z Polskg Rama Kwalifikacji®.

4 Ustawa z dnia 22 grudnia 2015 r. o Zintegrowanym Systemie Kwalifikacji (Dz. U. z 2017 r. poz. 986, z pdin.
zm.).
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Dziatalnos¢ edukacyjna branzowej szkoty | stopnia jest okre$lona przez:
1) szkolny zestaw programoéw nauczania;
2) program wychowawczo-profilaktyczny szkoty.

Szkolny zestaw programow nauczania oraz program wychowawczo-profilaktyczny szkoty
tworzg spdjng catos¢ i muszag uwzglednia¢ wszystkie wymagania opisane w podstawie
programowej. Ich przygotowanie i realizacja s3 zadaniem zaréwno catej szkoty, jak i kazdego
nauczyciela.

Obok zadan wychowawczych i profilaktycznych nauczyciele wykonujg réwniez dziatania
opiekuncze odpowiednio do istniejgcych potrzeb.

Dziatalnos¢ wychowawcza szkoty nalezy do podstawowych celow polityki oswiatowej
panstwa. Wychowanie mfodego pokolenia jest zadaniem rodziny i szkoty, ktéra w swojej
dziatalnosci musi uwzglednia¢ wole rodzicéw, ale takze i panstwa, do ktérego obowigzkow
nalezy stwarzanie wfasciwych warunkéw wychowania. Zadaniem szkoty jest ukierunkowanie
procesu wychowawczego na wartosci, ktdre wyznaczajg cele wychowania i kryteria jego
oceny. Wychowanie ukierunkowane na wartosci zaktada przede wszystkim podmiotowe
traktowanie ucznia, a wartosci sktaniajg cztowieka do podejmowania odpowiednich
wyboréow czy decyzji. W realizowanym procesie dydaktyczno-wychowawczym szkota
podejmuje dziatania zwigzane z miejscami waznymi dla pamieci narodowej, formami
upamietniania postaci i wydarzen z przesztosci, najwazniejszymi Swietami narodowymi
i symbolami panstwowymi.

Przedmioty nauczania z zakresu ksztatcenia ogdlnego w branzowej szkole | stopnia:
1) jezyk polski;
2) jezyk obcy nowozytny;
3) historia;
4) wiedza o spoteczenstwie;
5) podstawy przedsiebiorczosci;
6) geografia;
7) biologia;
8) chemia;
9) fizyka;
10) matematyka;
11) informatyka;
12) wychowanie fizyczne;
13) edukacja dla bezpieczenstwa;
14) wychowanie do zycia w rodzinie®;

> Sposéb nauczania przedmiotu wychowanie do zycia w rodzinie okre$lajg przepisy wydane na podstawie art. 4
u st. 3 ustawy z dnia 7 stycznia 1993 r. o planowaniu rodziny, ochronie ptodu ludzkiego i warunkach
dopuszczalnosci przerywania cigzy (Dz. U. poz. 78, z pézn. zm.).
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15) etyka;
16) jezyk mniejszoéci narodowej lub etnicznej®;
17) jezyk regionalny — jezyk kaszubski®.

Matematyka

Matematyka jest nauka, ktéra stanowi istotne wsparcie dla innych dziedzin, zwtaszcza dla
nauk przyrodniczych i informatycznych. Nauczanie matematyki w szkole opiera sie na trzech
fundamentach: nauce rozumowania matematycznego, ksztatceniu sprawnosci rachunkowej
i przekazywaniu wiedzy o wtasciwosciach obiektéw matematycznych.

Rozumowanie matematyczne to umiejetnos¢ poszukiwania rozwigzania danego zagadnienia.
Dobrze ksztatcona rozwija zdolnos¢ myslenia konstruktywnego, premiuje postepowanie
nieschematyczne i twdrcze. Ponadto rozumowanie matematyczne narzuca pewien rygor
Scistosci: dowdd matematyczny musi by¢ poprawny. Dobre opanowanie umiejetnosci
rozumowania matematycznego utatwia w zyciu codziennym odrdznianie prawdy od fatszu.

Sprawnos¢ rachunkowa jest niezwykle waznym elementem nauczania matematyki, nawet
obecnie, kiedy wiele rachunkéw wykonuje sie za pomocg sprzetu elektronicznego. Waznym
celem ¢éwiczenia sprawnosci rachunkowej jest ksztattowanie wyobrazenia o wielkosciach
liczb, a w konsekwencji doskonalenie umiejetnosci precyzyjnego szacowania wynikéw. Takie
wyobrazenie utatwia codzienne zycie, na przyktad planowanie budzetu domowego.

Wiedza o wtasciwosciach obiektéw matematycznych pozwala na swobodne operowanie nimi
i stosowanie obiektdw matematycznych do opisu badZ modelowania zjawisk
obserwowanych w rzeczywistos$ci. Wtasciwosci matematyczne modeli przektadajg sie czesto
na konkretne wtasciwosci obiektdw rzeczywistych.

6 Przedmiot jezyk mniejszosci narodowej lub etnicznej oraz przedmiot jezyk regionalny — jezyk kaszubski jest
realizowany w szkotach (oddziatach) z nauczaniem jezyka mniejszosci narodowych lub etnicznych oraz jezyka
regionalnego — jezyka kaszubskiego, zgodnie z przepisami wydanymi na podstawie art. 13 ust. 3 ustawy z dnia 7
wrzesnia 1991 r. o systemie oswiaty (Dz. U. z 2018 r. poz. 1457, z pézn. zm.).
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Podstawa programowa przedmiotu matematyka

m

etap edukacyjny: branzowa szkota | stopnia dla uczniow bedgcych

absolwentami osmioletniej szkoly podstawowej

Cele ksztatcenia — wymagania ogolne

Sprawnos$é rachunkowa.

Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora,
wykonywanie dziatan na wyrazeniach algebraicznych oraz wykorzystywanie tych
umiejetnosci przy badaniu sytuacji rzeczywistych.

. Wykorzystanie i tworzenie informacji.

1) Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie
matematycznym oraz w formie wykresoéw, diagramoéw, tabel.

2) Uzywanie jezyka matematycznego do tworzenia tekstdow matematycznych, w tym
do opisu prowadzonych rozumowan i uzasadniania wnioskéw, a takze do
przedstawiania danych.

Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

1) Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

2) Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu problemdw
praktycznych.

. Rozumowanie i argumentacja.

1) Przeprowadzanie rozumowan, podawanie  argumentéw  uzasadniajgcych
poprawnos¢ rozumowania.

2) Dostrzeganie regularnosci, podobienstw oraz analogii, formutowanie wnioskéw na
ich podstawie i uzasadnianie ich poprawnosci.

3) Dobieranie argumentéw do uzasadnienia poprawnosci rozwigzywania problemoéw,
gwarantujgcych poprawnosé rozwigzania.

4) Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan.

Tresci nauczania — wymagania szczegétowe

Liczby rzeczywiste. Uczen:

1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie) w zbiorze
liczb rzeczywistych;

2) postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza przedziaty na osi liczbowej;

3) stosuje wtasnosci pierwiastkdw dowolnego stopnia, w tym pierwiastkbw stopnia
nieparzystego z liczb ujemnych;
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4) stosuje prawa dziatan na potegach i pierwiastkach;

5) wykorzystuje wiasnosci potegowania i pierwiastkowania w sytuacjach praktycznych,
w tym do obliczania procentdéw skfadanych, zyskéw z lokat i kosztéw kredytéw.

Il.  Woyrazenia algebraiczne. Uczen:
1) stosuje wzory skréconego mnozenia na: (a+b)2, (a—b)2 , a’-b?%;

2) dodaje, odejmuje i mnozy wyrazenia algebraiczne;

3) wylacza poza nawias jednomian z sumy algebraiczne;.

lll. Réwnaniainieréwnosci. Uczen:
1) przeksztatca réwnania i nieréwnosci w sposéb réwnowazny;
2) interpretuje réwnania i nieréwnosci sprzeczne i tozsamosciowe;
3) rozwigzuje nieréwnosci liniowe z jedng niewiadomg;
4) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci kwadratowe.

IV. Ukfady réwnan. Uczen:
1) rozwigzuje uktady réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi, podaje
interpretacje geometryczng uktadéw oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych;
2) stosuje uktady rownan liniowych do rozwigzywania zadan tekstowych.

V. Funkcje. Uczen:

1) okresla funkcje jako jednoznaczne przyporzgdkowanie za pomocg opisu
stownego, tabeli, wykresu i wzoru (réwniez réinymi wzorami na rdznych
przedziatach);

2) oblicza wartos$¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

3) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedziaty, w ktorych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie
mniejsze) lub mniejsze (nie wieksze) od danej liczby, najwieksze inajmniejsze
wartosci funkcji (o ile istniejg) w danym przedziale domknietym oraz argumenty,
dla ktérych wartosci najwieksze i najmniejsze sg przez funkcje przyjmowane;

4) interpretuje wspoétczynniki wystepujgce we wzorze funkcji liniowej;

5) wyznacza wzér funkcji liniowej na podstawie informacji o jej wykresie lub o jej
wiasnosciach;

6) szkicuje wykres funkcji kwadratowej zadanej wzorem;

7) interpretuje wspotczynniki  wystepujgce  we wzorze funkcji kwadratowej
w postaci ogodlnej, kanonicznejiiloczynowej (jezeli istnieje);

8) wyznacza wzér funkcji kwadratowej na podstawie informacji o tej funkcji lub o jej
wykresie;

9) wyznacza najwiekszg i najmniejszg wartos$¢ funkcji kwadratowej w przedziale
domknietym;

10) wykorzystuje wtasnosci funkcji liniowej i kwadratowej do interpretacji zagadnien
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geometrycznych, fizycznych itp., takze osadzonych w kontekscie praktycznym;

11) postuguje sie funkcja f(X):E w tym jej wykresem, do opisu i interpretacji
X

zagadnien zwigzanych z wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi, réwniez
w zastosowaniach praktycznych;

12) na podstawie wykresu funkeji y = f (X) szkicuje wykresy funkcji: y = f (x-a),

y=1f(x)+b, y=—F(x), y=f(-x)

VI. Trygonometria.Uczen:

1)

2)

3)

4)

5)

wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 90°,
w szczegblnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°, 45°,
60°;

znajduje przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych, korzystajgc z tablic lub
kalkulatora;

znajduje za pomocy tablic lub kalkulatora przyblizong wartos¢ kata, jezeli dana
jest wartos¢ funkcji trygonometrycznej;

, . sina
korzysta ze wzordw sin? o +cos® o =1, tg ¢ =
COS o

oblicza katy trdojkata prostokatnego i diugosci jego bokdédw przy odpowiednich
danych (rozwigzuje tréjkaty prostokatne).

VII. Planimetria. Uczen:

1)

2)
3)

4)
5)
6)
7)
8)

9)

rozpoznaje tréjkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych
dtugosciach bokdéw (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa);
rozpoznaje wielokaty foremne i korzysta z ich podstawowych wtasnosci;

korzysta z wtasnosci katéw i przekatnych w prostokatach, réwnolegtobokach,
rombach i trapezach;

stosuje witasnosci kagtéw wpisanych i srodkowych;

oblicza pole wycinka kota i dtugos¢ tuku okregu;

korzysta z cech podobienstwa tréjkatow;

wykorzystuje zaleznosci miedzy obwodami oraz miedzy polami figur podobnych;
wskazuje podstawowe punkty szczegdlne w trdjkacie: srodek okregu wpisanego
w trojkat, srodek okregu opisanego na trdjkacie, ortocentrum, $rodek ciezkosci
oraz korzysta z ich wtasnosci;

stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkdéw w figurach
ptaskich oraz obliczania pél figur.

VIIl. Geometria analityczna. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich rownan,

w tym znajduje wspdlny punkt dwdch prostych, jezeli taki istnieje;

2) postuguje sie rdwnaniami prostych na ptaszczyznie w postaci kierunkowej, w tym

wyznacza rownanie prostej o zadanych wiasnosciach (takich jak na przyktad
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przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspodtczynnik kierunkowy,
rownolegtosc lub prostopadtosé do innej prostej);
3) oblicza odlegtos¢ dwdch punktow w uktadzie wspdtrzednych.

IX. Stereometria.Uczen:
1) postuguje sie pojeciem kata miedzy prostg a ptaszczyzng;
2) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupéw, ostrostupdw, walca, stozka
i kuli, réwniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

X. Kombinatoryka. Uczen:
1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych;
2) zlicza obiekty, stosujagc regulty mnozenia i dodawania (takze tgcznie) dla
dowolnej liczby czynnosci.

Xl. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Uczen:
1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym w prostych sytuacjach;
2) oblicza srednig arytmetyczng i sSrednig wazong oraz znajduje mediane i dominante;
3) stosuje skale centylowa.

Warunki i sposoéb realizacji

Oznaczenia. Uczen powinien uzywaé powszechnie przyjetego oznaczenia zbioréw
liczbowych, a w szczegdlnosci: dla liczb catkowitych symbolu Z, dla liczb wymiernych — Q,
dla liczb rzeczywistych — R.

Przedziaty. Uczen powinien wykorzystywa¢ przedziaty do opisu zbioru rozwigzan
nierownosci. Najwazniejsza w odpowiedzi jest jej poprawnos¢. Na przyktad rozwigzanie

nieréwnosci x 2 - 9 x + 20 > 0 moze by¢ zapisane na kazdy z ponizszych sposobow:

— rozwigzaniem nieréwnosci moze byé kazda liczba x, ktéra jest mniejsza od 4 lub wieksza
od5;

— rozwigzaniami sg wszystkie liczby x mniejsze od 4 i wszystkie liczby x wieksze od 5;

- x<4lubx>5;

— X€(=°°, 4)lub — x€(5, =°);

_XE(—oo’ 4)U(51 oo)

Postac kanoniczna. Przy omawianiu funkcji kwadratowej nalezy podkresla¢ znaczenie postaci
kanonicznej i wynikajgcych z tej postaci witasnosci. Wzory na pierwiastki tréjmianu
kwadratowego oraz na wspodtrzedne wierzchotka paraboli sg jedynie wnioskami z postaci
kanonicznej. Wiele zagadnien zwigzanych z funkcjg kwadratowg daje sie rozwigzac
bezposrednio z tej postaci. W szczegdlnosci postaé kanoniczna pozwala znajdowad
najmniejszg lub najwiekszg wartosé funkcji kwadratowej, a takze o$ symetrii jej wykresu.
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Planimetria. Rozwigzywanie klasycznych problemdéw geometrycznych jest skutecznym
sposobem ksztattowania sSwiadomosci matematycznej. Uczen, ktéry poznaje sposoby
konstruowania figur, nabywa przez to wprawy w rozwigzywaniu zadan geometrycznych
réznego typu. Konstrukcje mozna przeprowadza¢ w sposdb klasyczny, za pomoca linijki
i cyrkla, mozna tez uzywac specjalistycznych programoéw komputerowych takich, jak np.
GeoGebra.
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Preambuta podstawy programowej ksztatcenia ogdlnego

lll etap edukacyjny: braniowa szkota Il stopnia dla uczniow bedgcych
absolwentami osmioletniej szkoly podstawowej

Po ukonczeniu branzowej szkoty | stopnia uczert moze kontynuowaé ksztatcenie w branzowe;j
szkole Il stopnia w zawodach na poziomie technika, ktére posiadajg kwalifikacje wspdlng
z zawodem nauczanym w branzowej szkole | stopnia.

Celem edukacji w branzowej szkole Il stopnia jest przygotowanie uczniéw do uzyskania
kwalifikacji zawodowych, a takze, jak w przypadku innych typéw szkét, do pracy i zycia
w warunkach wspétczesnego Swiata. Poza ksztatceniem zawodowym branzowa szkota Il
stopnia ma za zadanie wyposazy¢ ucznidw w odpowiedni zaséb wiedzy ogdlnej, ktdra
stanowi fundament wyksztafcenia, otwierajgc proces uczenia sie przez cate zycie. Ksztafcenie
ogolne w branzowej szkole Il stopnia stanowi kontynuacje ksztatcenia ogdlnego w branzowe;j
szkole | stopnia.

Celem ksztatcenia ogdélnego w branzowej szkole Il stopnia jest:

1) traktowanie uporzadkowanej, systematycznej wiedzy jako podstawy ksztattowania
umiejetnosci;

2) doskonalenie umiejetnosci myslowo-jezykowych, takich jak: czytanie ze zrozumieniem,
pisanie tworcze, formutowanie pytan i problemdw, postugiwanie sie kryteriami,
uzasadnianie, wyjasnianie, klasyfikowanie, wnioskowanie, definiowanie, postugiwanie
sie przyktadami itp.;

3) rozwijanie osobistych zainteresowan ucznia i integrowanie wiedzy przedmiotowej
z réznych dyscyplin;

4) zdobywanie umiejetnosci formutowania samodzielnych i przemyslanych saddw,
uzasadniania wtasnych i cudzych sadéw w procesie dialogu we wspdlnocie
dociekajacej;

5) taczenie zdolnosci krytycznego i logicznego myslenia z  umiejetnosciami
wyobrazeniowo-twérczymi;

6) rozwijanie wrazliwosci spotecznej, moralnej i estetycznej;

7) rozwijanie narzedzi myslowych umozliwiajgcych uczniom obcowanie z kulturg i jej
rozumienie;

8) rozwijanie u ucznidw szacunku dla wiedzy, wyrabianie pasji poznawania Swiata
i zachecanie do praktycznego zastosowania zdobytych wiadomosci.

Do najwazniejszych umiejetnosci zdobywanych przez ucznia w trakcie ksztatcenia ogdlnego
w branzowej szkole Il stopnia naleza:

1) myslenie — rozumiane jako ztozony proces umystowy polegajgcy na tworzeniu nowych

reprezentacji za pomocg transformacji dostepnych informacji, obejmujacej interakcje
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wielu operacji umystowych: wnioskowanie, abstrahowanie, rozumowanie,
wyobrazanie, sadzenie, rozwigzywanie probleméw, tworczosé. Dzieki temu, ze
uczniowie szkoty ponadpodstawowej uczg sie réwnoczesnie roinych przedmiotéw,
mozliwe jest rozwijanie nastepujgcych typéw myslenia: analitycznego, syntetycznego,
logicznego, komputacyjnego, przyczynowo-skutkowego, kreatywnego, abstrakcyjnego;
zachowanie ciggtosci ksztatcenia ogdlnego rozwija zarédwno myslenie percepcyjne, jak
i myslenie  pojeciowe. Synteza obu typow myslenia stanowi podstawe
wszechstronnego rozwoju ucznia;

2) czytanie — umiejetnos¢ faczaca zaréwno rozumienie sensOw, jak i znaczen
symbolicznych wypowiedzi; kluczowa umiejetnosé lingwistyczna i psychologiczna
prowadzgca do rozwoju osobowego, aktywnego uczestnictwa we wspdlnocie,
przekazywania doswiadczen miedzy pokoleniami;

3) umiejetnos¢ komunikowania sie w jezyku ojczystym i w jezykach obcych, zaréwno
w mowie, jak i w pismie, jako podstawowa umiejetnos¢ spoteczna, ktdérej podstawa
jest znajomosé norm jezykowych oraz tworzenie podstaw porozumienia sie w réznych
sytuacjach komunikacyjnych;

4) kreatywne rozwigzywanie probleméw z réznych dziedzin ze $wiadomym
wykorzystaniem metod i narzedzi wywodzgcych sie z informatyki, w tym
programowanie;

5) umiejetnos¢ sprawnego postugiwania sie nowoczesnymi technologiami informacyjno-
-komunikacyjnymi, w tym dbatos¢ o poszanowanie praw autorskich i bezpieczne
poruszanie sie w cyberprzestrzeni;

6) umiejetnos¢ samodzielnego docierania do informacji, dokonywania ich selekcji, syntezy
oraz wartosciowania, rzetelnego korzystania ze zrédet;

7) nabywanie nawykow systematycznego uczenia sie, porzgdkowania zdobytej wiedzy
i jej pogtebiania;

8) umiejetnos¢ wspbtpracy w grupie i dziatan indywidualnych.

Jednym z najwazniejszych zadan branzowe] szkoty Il stopnia jest rozwijanie kompetencji
jezykowej i kompetencji komunikacyjnej, stanowigcych kluczowe narzedzie poznawcze we
wszystkich dyscyplinach wiedzy. Istotne w tym zakresie jest tgczenie teorii i praktyki
jezykowej. Bogacenie stownictwa, w tym poznawanie terminologii wtasciwej dla kazdego
z przedmiotdéw, stuzy rozwojowi intelektualnemu ucznia, a wspomaganie i dbatos$¢ o ten
rozwadj nalezy do obowigzkéw kazdego nauczyciela.

Waznym zadaniem szkoty jest przygotowanie ucznidw do Zzycia w spoteczenstwie
informacyjnym. Nauczyciele wszystkich przedmiotéw powinni stwarza¢ uczniom warunki do
nabywania umiejetnosci wyszukiwania, porzgdkowania i wykorzystywania informacji
zréznych Zrédet oraz dokumentowania swojej pracy, z uwzglednieniem prawidiowej
kompozycji tekstu i zasad jego organizacji, z zastosowaniem technologii informacyjno-
-komunikacyjnych.
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Realizacje powyzszych celéw powinna wspomagac¢ dobrze wyposazona biblioteka szkolna,
dysponujgca aktualnymi zbiorami, zaréwno w postaci ksiegozbioru, jak i w postaci zasobdéw
multimedialnych. Nauczyciele wszystkich przedmiotéw powinni odwotywac sie do zasobow
biblioteki szkolnej i wspdtpracowac z nauczycielami bibliotekarzami w celu wszechstronnego
przygotowania uczniow do samoksztatcenia i Swiadomego wyszukiwania, selekcjonowania
i wykorzystywania informacji.

Poniewaz $rodki spotecznego przekazu odgrywajg coraz wiekszg role, zardwno w zyciu
spotecznym, jak i indywidualnym, kazdy nauczyciel powinien poswieci¢ duzo uwagi edukacji
medialnej, czyli wychowaniu ucznidéw do witasciwego odbioru i wykorzystania mediéw.

Waznym celem dziatalnosci branzowej szkoty Il stopnia jest skuteczne nauczanie jezykéw
obcych. Bardzo wazne jest dostosowanie zaje¢ do poziomu przygotowania ucznia, ktore
uzyskat na wczesniejszych etapach edukacyjnych.

Waznym zadaniem szkoty jest takze edukacja zdrowotna, ktérej celem jest rozwijanie
u ucznidw postawy dbatosci o zdrowie wtasne i innych ludzi oraz umiejetnosci tworzenia
sSrodowiska sprzyjajgcego zdrowiu.

W procesie ksztatcenia ogdlnego branzowa szkota Il stopnia ksztattuje u uczniéw postawy
sprzyjajace ich dalszemu rozwojowi indywidualnemu i spotecznemu, takie jak: uczciwosé,
wiarygodnos¢, odpowiedzialnos¢, wytrwatos¢, poczucie wtasnej wartosci, szacunek dla
innych ludzi, ciekawos$¢ poznawcza, kreatywnos¢, przedsiebiorczosé¢, kultura osobista,
gotowos$¢ do uczestnictwa w kulturze, podejmowania inicjatyw oraz do pracy zespofowe;j.
W rozwoju spotecznym bardzo wazne jest ksztattowanie postawy obywatelskiej, postawy
poszanowania tradycji i kultury wtasnego narodu, a takze postawy poszanowania dla innych
kultur i tradycji.

Ksztatcenie i wychowanie w branzowej szkole Il stopnia sprzyja rozwijaniu postaw
obywatelskich, patriotycznych i spotecznych ucznidéw. Zadaniem szkoty jest wzmacnianie
poczucia tozsamosci narodowej, etnicznej i regionalnej, przywigzania do historii i tradycji
narodowych, przygotowanie i zachecanie do podejmowania dziatan na rzecz Srodowiska
szkolnego i lokalnego, w tym do angazowania sie w wolontariat. Szkota dba o wychowanie
mtodziezy w duchu akceptacji i szacunku dla drugiego cztowieka, ksztattuje postawe
szacunku dla $rodowiska przyrodniczego, motywuje do dziatan na rzecz ochrony srodowiska
oraz rozwija zainteresowanie ekologia.

Duze znaczenie dla rozwoju mtodego cztowieka oraz jego sukceséw w dorostym zyciu ma
nabywanie kompetencji spotecznych, takich jak: komunikacja i wspétpraca w grupie, w tym
w Srodowiskach wirtualnych, udziat w projektach zespotowych lub indywidualnych oraz
organizacja i zarzadzanie projektami.
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Strategia uczenia sie przez cate zycie wymaga umiejetnosci podejmowania waznych decyzji,
poczynajgc od wyboru szkoty ponadpodstawowej, kierunku studiow Ilub konkretnej
specjalizacji zawodowej, poprzez decyzje o wyborze miejsca pracy, sposobie podnoszenia
oraz poszerzania swoich kwalifikacji, az do ewentualnych decyzji o zmianie zawodu.

Szkota ma stwarza¢ uczniom warunki do nabywania wiedzy i umiejetnosci potrzebnych do
rozwigzywania probleméw z wykorzystaniem metod i technik wywodzacych sie
z informatyki, w tym logicznego i algorytmicznego myslenia, programowania, postugiwania
sie aplikacjami komputerowymi, wyszukiwania i wykorzystywania informacji z rdéznych
zrédet, postugiwania sie komputerem i podstawowymi urzgdzeniami cyfrowymi oraz
stosowania tych umiejetnosci na zajeciach z réznych przedmiotéw, m.in. do pracy nad
tekstem, wykonywania obliczen, przetwarzania informacji i jej prezentacji w roznych
postaciach.

Kazda sala lekcyjna powinna mie¢ dostep do internetu, uczniowie i nauczyciele powinni miec
zapewniony dostep do pracowni stacjonarnej lub mobilnej oraz mozliwos¢ korzystania
z wtasnego sprzetu. Wszystkie pracownie powinny by¢ wyposazone w monitor interaktywny
(z wbudowanym komputerem i oprogramowaniem) lub zestaw: komputer, projektor i tablica
interaktywna lub ekran.

Szkota ma réwniez przygotowywaé¢ uczniow do dokonywania  $wiadomych
i odpowiedzialnych wyboréw w trakcie korzystania z zasobdéw dostepnych w internecie,
krytycznej analizy informacji, bezpiecznego poruszania sie w przestrzeni cyfrowej, w tym
nawigzywania iutrzymywania opartych na wzajemnym szacunku relacji z innymi
uzytkownikami sieci.

Szkota oraz poszczegdlni nauczyciele sg obowigzani do podejmowania dziatan majacych na
celu zindywidualizowane wspomaganie rozwoju kazdego ucznia stosownie do jego potrzeb
i mozliwosci. Uczniom ze specjalnymi potrzebami edukacyjnymi nauczanie dostosowuje sie
do ich mozliwosci psychofizycznych i tempa uczenia sie.

Zastosowanie metody projektu, oprécz wspierania w nabywaniu opisanych wyzej
kompetencji, pomaga réwniez rozwija¢ u ucznidow przedsiebiorczos¢ i kreatywnos$¢ oraz
umozliwia stosowanie w procesie ksztatcenia innowacyjnych rozwigzan programowych,
organizacyjnych lub metodycznych.

Opis wiadomosci i umiejetnosci zdobytych przez ucznia w branzowej szkole Il stopnia jest
przedstawiany w jezyku efektéw uczenia sie, zgodnie z Polskg Rama Kwalifikacji’.

7 Ustawa z dnia 22 grudnia 2015 r. o Zintegrowanym Systemie Kwalifikacji (Dz. U. z 2017 r. poz. 986, z pdin.
zm.).
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Dziatalnos¢ edukacyjna branzowej szkoty Il stopnia jest okre$lona przez:
1) szkolny zestaw programdw nauczania, ktory uwzgledniajgc wymiar wychowawczy,
obejmuje catg dziatalnos¢ szkoty z punktu widzenia dydaktycznego;
2) program wychowawczo-profilaktyczny szkoty, obejmujacy wszystkie tresci i
dziatania o charakterze wychowawczym i profilaktycznym.

Szkolny zestaw programow nauczania oraz program wychowawczo-profilaktyczny szkoty
tworzg spdjng catos¢ i muszg uwzglednia¢ wszystkie wymagania opisane w podstawie
programowej. Ich przygotowanie i realizacja s3 zadaniem zaréwno catej szkoty, jak i kazdego
nauczyciela.

Przedmioty nauczania z zakresu ksztatcenia ogdlnego w branzowej szkole Il stopnia:

1) jezyk polski;

2) jezyk obcy nowozytny;

3) matematyka;

4) informatyka;

5) wiedza o spoteczenstwie;

6) wychowanie fizyczne;

7) etyka;

8) jezyk mniejszosci narodowej lub etnicznej®;

9) jezyk regionalny — jezyk kaszubski®.
Matematyka

Matematyka jest nauka, ktdra stanowi istotne wsparcie dla innych dziedzin, zwtaszcza dla
nauk przyrodniczych i informatycznych. Nauczanie matematyki w szkole opiera sie na trzech
fundamentach: nauce rozumowania matematycznego, ksztatceniu sprawnosci rachunkowej
i przekazywaniu wiedzy o wtasciwosciach obiektéw matematycznych.

Rozumowanie matematyczne to umiejetnos¢ poszukiwania rozwigzania danego zagadnienia.
Dobrze ksztatcona rozwija zdolno$¢ myslenia konstruktywnego, premiuje postepowanie
nieschematyczne i twoércze. Ponadto rozumowanie matematyczne narzuca pewien rygor
Scistosci: dowdd matematyczny musi by¢ poprawny. Dobre opanowanie umiejetnosci
rozumowania matematycznego utatwia w zyciu codziennym odréznianie prawdy od fatszu.

Sprawnos¢ rachunkowa jest niezwykle waznym elementem nauczania matematyki, nawet
obecnie, kiedy wiele rachunkéw wykonuje sie za pomoca sprzetu elektronicznego. Waznym
celem ¢éwiczenia sprawnosci rachunkowe] jest ksztattowanie wyobrazenia o wielkosciach
liczb, a w konsekwencji doskonalenie umiejetnosci precyzyjnego szacowania wynikow. Takie

8 Przedmiot jezyk mniejszoséci narodowej lub etnicznej oraz przedmiot jezyk regionalny — jezyk kaszubski jest
realizowany w szkotach (oddziatach) z nauczaniem jezyka mniejszosci narodowych lub etnicznych oraz jezyka
regionalnego — jezyka kaszubskiego, zgodnie z przepisami wydanymi na podstawie art. 13 ust. 3 ustawy z dnia 7
wrzesnia 1991 r. o systemie oswiaty (Dz. U. z 2018 r. poz. 1457, z pézn. zm.).
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wyobrazenie utatwia codzienne zycie, na przyktad planowanie budzetu domowego.

Wiedza o witasciwosciach obiektéw matematycznych pozwala na swobodne operowanie nimi
i stosowanie obiektdow matematycznych do opisu badZ modelowania zjawisk
obserwowanych w rzeczywistosci. Wtasciwosci matematyczne modeli przektadaja sie czesto
na konkretne witasciwosci obiektow rzeczywistych.
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Podstawa programowa przedmiotu matematyka

lll etap edukacyjny: branzowa szkota Il stopnia dla uczniow bedgcych
absolwentami osmioletniej szkoly podstawowej

Cele ksztatcenia — wymagania ogolne

Sprawnosé rachunkowa.

Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora,
stosowanie praw dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych
oraz  wykorzystywanie tych  umiejetnosci przy rozwigzywaniu probleméw
w kontekstach rzeczywistych i teoretycznych.

. Wykorzystanie i tworzenie informacji.

1) Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takie w formie wykresow,
diagramow, tabel.

2) Uzywanie jezyka matematycznego do tworzenia tekstdw matematycznych, w tym
do opisu prowadzonych rozumowan i uzasadniania wnioskéw, a takze do
przedstawiania danych.

Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

1) Stosowanie obiektdw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojeé
matematycznych.

2) Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu probleméw
praktycznych.

3) Tworzenie pomocniczych obiektdw matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentac;ji lub rozwigzania problemu.

4) Wskazywanie koniecznosci lub mozliwosci modyfikacji modelu matematycznego
w przypadkach wymagajacych specjalnych zastrzezen, dodatkowych zatozen,
rozwazenia szczegolnych uwarunkowan.

. Rozumowanie i argumentacja.

1) Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentéw
uzasadniajacych poprawnosé rozumowania, odréznianie dowodu od przyktadu.

2) Dostrzeganie regularnosci, podobiefstw oraz analogii, formutowanie wnioskéw na
ich podstawie i uzasadnianie ich poprawnosci.

3) Dobieranie argumentéw do uzasadnienia poprawnosci rozwigzywania probleméw,
tworzenie ciggu argumentéw gwarantujgcych poprawnosé rozwigzania i skutecznosé
w poszukiwaniu rozwigzan zagadnienia.

4) Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach
nietypowych.
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Tresci nauczania — wymagania szczegétowe

I. Liczby rzeczywiste. Uczen:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Il. Wyrazenia
1)
2)
3)

4)
5)

6)
7)

[ll. RAwnania.
1)

2)
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wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie,

potegowanie, pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb

rzeczywistych;

przeprowadza proste dowody dotyczgce podzielnosci liczb catkowitych i reszt

z dzielenia, nie trudniejsze niz:

a) dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu czterech kolejnych liczb
naturalnych,

b) dowdd witasnosci: jesli liczba przy dzieleniu przez 5 daje reszte 3, to jej
trzecia potega przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2;

stosuje zwigzek pierwiastkowania z potegowaniem oraz prawa dziatan na

potegach i pierwiastkach;

stosuje wtasnosci monotonicznosci potegowania, w szczegdlnosci wtasnosci:

jesli X<y oraz a>1,to a*<a’,zasgdy X<y ilO<a<l,to a*>a’;

stosuje interpretacje geometryczng i algebraiczng wartosci bezwzglednej,

x-2|<3, [x+3>4;

stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje sie wzorami na

rozwigzuje réwnania i nieréwnosci typu: |X+4| =5,

logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.

algebraiczne. Uczen:
stosuje wzory skréconego mnozenia: (a -+ b)3, (a—b)3, a®—-p®,a"-b";
dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jednej i wielu zmiennych;
rozktada wielomiany na czynniki metodg wyfaczania wspdlnego czynnika
przed nawias oraz metodg grupowania wyrazéw w przypadkach nie
trudniejszych niz rozktad wielomianu W (X) = 2x° ~V3X% +4x-243;
znajduje pierwiastki catkowite wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych;
dzieli wielomian jednej zmiennej W (X) przez dwumian postaci X—a ;
mnozy i dzieli wyrazenia wymierne;
dodaje i odejmuje wyrazenia wymierne w przypadkach nie trudniejszych niz:

1 1 1 1 1 Xx+1 x-1

it —_—t—

_+— .
X+1 X x x2 X' x+2 x+1

Uczen:
rozwigzuje réwnania wielomianowe, ktére dajg sie doprowadzi¢ do réwnania
kwadratowego, w szczegdlnosci rdwnania dwukwadratowe;

rozwigzuje réwnania wielomianowe postaci W(X):O dla wielomiandéw

doprowadzonych do postaci iloczynowej Ilub takich, ktére dajg sie
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doprowadzi¢ do postaci iloczynowej metoda wytagczania wspolnego czynnika
przed nawias lub metoda grupowania;

3) rozwiazuje réwnania wymierne postaci =0, gdy wielomiany V (X)

i W (x) sa zapisane w postaci iloczynowej.

IV. Uktady réwnan. Uczen:
1) stosuje uktady réwnan do rozwigzywania zadan tekstowych;
2) rozwigzuje metodg podstawiania uktady réwnan, z ktérych jedno jest liniowe,
ax+by=e {ax+by=e
lub

a drugie kwadratowe, postaci ,
y=cx"+dx+ f.

X>+y*+ox+dy=f

V. Funkcje. Uczen:
1) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji, okreslonych za pomocy tabel,
wykreséw, wzoréw itp., réwniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego
samego zrodta informacji lub kilku Zrédet jednoczesnie;

2) wykorzystuje wtasnosci funkcji liniowej, kwadratowej i funkcji f(x):E do
X

rozwigzywania zadan, réwniez w zastosowaniach praktycznych;
3) postuguje sie funkcjami wyktadniczg i logarytmiczng, w tym ich wykresami do
opisu i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami praktycznymi.

VI. Ciagi. Uczen:
1) oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogdlnym;
2) oblicza poczatkowe wyrazy ciggow okreslonych rekurencyjnie jak
w przyktadach

a, =0,001 =1

) an+l=an+£an(1—an), o) 2 f

2 a.,=4da.,+a,.

3) w prostych przypadkach bada, czy cigg jest rosnacy, czy malejacy;

4) sprawdza, czy dany ciag jest arytmetyczny, czy geometryczny;

5) stosuje wzoér na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu
arytmetycznego;

6) stosuje wzdér na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéow ciggu
geometrycznego;

7) wykorzystuje wtasnosci ciggéw, w tym arytmetycznych i geometrycznych do

rozwigzywania zadan, réwniez osadzonych w kontekscie praktycznym.
VIl. Trygonometria. Uczen:
1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katow od 0°do

180° ;
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2)

3)

4)

L sina
korzysta z wzoréw sin® o +cos’ a =1, tga = ;
CoSo

stosuje twierdzenia sinuséw i cosinuséw oraz wzér na pole trdojkata

1 .
P==-a-b-siny;
> 4

oblicza katy trojkata i dtugosci jego bokdédw przy odpowiednich danych
(rozwigzuje trojkaty).

VIIl. Planimetria. Uczen:

1)

2)

3)

4)

5)

wyznacza promienie i $rednice okregdw, dtugosci cieciw okregéw oraz
odcinkow stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;
rozpoznaje tréjkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych
dtugosciach bokéw (stosuje m.in. twierdzenie cosinuséw), stosuje
twierdzenie: w tréjkacie naprzeciw wiekszego kata wewnetrznego lezy dtuzszy
bok;

stosuje twierdzenia: Talesa, odwrotne do twierdzenia Talesa, o dwusiecznej
kata oraz o kacie miedzy styczng a cieciwg;

stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkéw
w figurach ptaskich oraz obliczania pél figur;

przeprowadza dowody geometryczne.

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Uczen:

1)

2)

3)
4)

5)

postuguje sie réwnaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci ogdlnej, w tym
wyznacza réwnanie prostej o zadanych wtasnosciach (przechodzenie przez
dwa dane punkty, znany wspodtczynnik kierunkowy, réwnolegtos¢ lub
prostopadto$¢ do innej prostej, stycznosé do okregu itp.);

postuguje sie réwnaniem okregu (x—a)z +(y—b)2 =r?;

oblicza odlegtos$¢ punktu od proste;j;

znajduje punkty wspdlne prostej i okregu oraz prostej i paraboli bedacej
wykresem funkcji kwadratowej;

wyznacza obrazy okregdéw i wielokatow w symetriach osiowych wzgledem osi

uktadu wspodtrzednych, symetrii srodkowej (o $Srodku w poczatku uktadu
wspotrzednych).

X. Stereometria. Uczen:

1)

2)
3)
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rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegolnosci
proste prostopadte nieprzecinajgce sieg;

postuguje sie pojeciem kata dwusciennego miedzy poétptaszczyznami;
rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np.
krawedziami, krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy scianami, oblicza
miary tych katow;
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4) rozpoznaje w walcach i w stozkach kat miedzy odcinkami oraz kat miedzy
odcinkami i ptaszczyznami (np. kat rozwarcia stozka, kat miedzy tworzaca
a podstawg), oblicza miary tych katow;

5) okresla, jaka figurg jest dany przekrdj prostopadtoscianu ptaszczyzng;

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupéw, ostrostupéw, walca,
stozka i kuli, rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

7) wykorzystuje zalezno$¢ miedzy objetosciami bryt podobnych.

Xl. Kombinatoryka. Uczen zlicza obiekty, stosujgc reguty mnozenia i dodawania (takze
tacznie) dla dowolnej liczby czynnosci w sytuacjach nie trudniejszych niz:
1) obliczenie, ile jest czterocyfrowych nieparzystych liczb catkowitych
dodatnich takich, ze w ich zapisie dziesiethnym wystepuje doktadnie jedna
cyfra 1i doktadnie jedna cyfra 2;
2) obliczenie, ile jest czterocyfrowych parzystych liczb catkowitych dodatnich
takich, ze w ich zapisie dziesiethym wystepuje doktadnie jedna cyfra O
i doktadnie jedna cyfra 1.

XIl. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym;

2) oblicza odchylenie standardowe zestawu danych (takze w przypadku danych
odpowiednio pogrupowanych), interpretuje ten parametr dla danych
empirycznych;

3) oblicza wartos¢ oczekiwanag, np. przy ustalaniu wysokosci wygranej w prostych
grach losowych i loteriach.

XIll. Optymalizacja. Uczen rozwigzuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach dajgcych sie
opisac¢ funkcjg kwadratowa.

Warunki i sposdéb realizacji

Zastosowania logarytmow. Przy nauczaniu logarytmow warto podkresli¢ ich zastosowanie
w wyjasnianiu zjawisk przyrodniczych, ktdérych przebieg opisuje funkcja logarytmiczna.
Procesy takie zachodza, gdy w przedziale czasowym pewna wielko$¢ zawsze rosnie (lub
maleje) ze statg krotnoscia. Ponizsze przyktadowe zadania ilustrujg zastosowania logarytmu.

Z1. Skala Richtera stuzy do okreslenia sity trzesien ziemi. Sita ta opisana jest wzorem

A
R=|ng, gdzie A oznacza amplitude trzesienia wyrazong w centymetrach,

A, =104‘ijest statg, nazywang amplituda wzorcowga. 25 kwietnia 2015 r. w Nepalu

miato miejsce trzesienie ziemi o sile 7,8 w skali Richtera. Oblicz amplitude tego trzesienia
ziemi.

Z2. Chory przyjat dawke 100 mg leku. Mase tego leku pozostatg w organizmie po czasie t
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okreéla zalezno$¢ M (t) =a-b'. Po pieciu godzinach organizm usuwa 30% leku. Oblicz, ile

leku pozostanie w organizmie chorego po uptywie doby.

Przeksztatcenia rownowazne. W trakcie rozwigzywania rownan i nieréwnosci nalezy zwracaé
uwage, ze obok metody przeksztatcen réwnowazinych mozna stosowaé metode
whnioskowania (metoda analizy starozytnych). Po wyznaczeniu potencjalnego zbioru
rozwigzan nastepuje sprawdzenie, ktore z wyznaczonych wartosci istotnie sg rozwigzaniami.
W wielu sytuacjach nie warto domagaé sie przeksztatcen rownowaznych, gdy metoda
whnioskowania prowadzi do szybkich rezultatéw. Ponadto uczniowie powinni wiedzie¢, ze
uprawniong metodg dowodzenia jest réwnowazne przeksztatcanie tezy.

Zastosowania algebry. Warunkiem powodzenia procesu nauczania matematyki jest sprawne
postugiwanie sie wyrazeniami algebraicznymi. Metody algebraiczne czesto dajg sie stosowac
w sytuacjach geometrycznych i na odwrét — ilustracja geometryczna pozwala lepiej
zrozumiec zagadnienia algebraiczne.

Ciggi. Zagadnienie to nalezy omawiac tak, by uczniowie zdali sobie sprawe, ze poza ciggami
arytmetycznymi i geometrycznymi istniejg tez inne. Podobnie nalezy podkredli¢, ze poza
ciggami niemalejgcymi, rosngcymi, nierosngcymi, malejgcymi i statymi istniejg tez takie,
ktére nie s3 monotoniczne. Warto zwrdci¢ uwage ucznidow, ze niektdre ciaggi opisujg
dynamike procesdw wystepujacych w przyrodzie badzZ spoteczenstwie. Przyktadowo podany

w dziale VI pkt 2 lit. a cigg opisuje szybko$¢ rozprzestrzeniania sie plotki (liczba @, podaje, ile

0s6b o plotce styszato). Podobny model moze by¢ uzyty do opisu rozprzestrzeniania sie
epidemii.

Rachunek prawdopodobieristwa. Uczniowie w przyszto$ci beda mieli do czynienia
z zagadnieniami powigzanymi z losowoscig, ktére wystepujg w réznych dziedzinach zycia
i nauki, np. przy analizie sondazy, zagadnien z zakresu ekonomii i badaniach rynkéw
finansowych lub w naukach przyrodniczych i spotecznych. Warto wspomnieé o paradoksach
rachunku prawdopodobienistwa, ktére pokazujg typowe btedy w rozumowaniu i omoéwié
niektére z nich. Warto tez przeprowadza¢ z uczniami eksperymenty, np. eksperyment,
w ktédrym uczniowie zapisujg dtugi cigg ortéw i reszek bez losowania, a nastepnie zapisujg
cigg ortéw i reszek powstaty w wyniku losowych rzutéw monetg. Btedne intuicje na temat
losowosci podpowiadajg zwykle, ze nie powinny pojawiac sie dtugie sekwencje ortéw (albo
reszek), podczas gdy w rzeczywistosci takie dtugie sekwencje ortéw (lub reszek) wystepuja.
Omawianie wartosci oczekiwanej nie wymaga wprowadzania pojecia zmiennej losowej.
Wskazane jest raczej postugiwanie sie intuicyjnym rozumieniem wartosci oczekiwanej zysku
czy ustalanie liczby obiektéw spetniajgcych okreslone wtasnosci. W ten sposdb uczen ma
mozliwos$¢ dostrzezenia zwigzkéw prawdopodobiedstwa z zyciem codziennym, ma takze
szanse ksztattowania umiejetnosci unikania zachowan ryzykownych, np. przy decyzjach
finansowych.
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Planimetria. Rozwigzywanie klasycznych probleméw geometrycznych jest skutecznym
sposobem ksztattowania $wiadomosci matematycznej. Uczniowie, ktérzy poznajg sposoby
konstruowania figur, nabywajg przez to wprawy w rozwigzywaniu zadan geometrycznych
réznego typu. Konstrukcje mozna przeprowadza¢ w sposéb klasyczny, za pomocq linijki
i cyrkla, mozna tez uzywac specjalistycznych programoéw komputerowych takich jak np.
GeoGebra.

Dowody. Samodzielne przeprowadzanie dowoddéw przez uczniéw rozwija takie umiejetnosci
jak: logiczne myslenie, precyzyjne wyrazanie mysli i zdolno$¢ rozwigzywania ztozonych
problemdéw. Dowodzenie pozwala doskonali¢ umiejetnos¢ dobierania trafnych argumentéw
i konstruowania poprawnych rozumowan. Jedng z metod rozwijania umiejetnosci
dowodzenia jest analizowanie dowoddw poznawanych twierdzed. Mozna uczy¢ w ten
sposéb, jak powinien wyglgda¢ wiasciwie przeprowadzony dowdd. Umiejetnosé
formutowania poprawnych rozumowan i uzasadnien jest wazna rowniez poza matematyka.
Ponizej znajduje sie lista twierdzen, ktérych dowody powinien uczen poznad.

Twierdzenia, dowody

1. Istnienie nieskonczenie wielu liczb pierwszych.

2. Niewymierno$¢ liczb: +/2, log, 5 itp.

3. Wozory na pierwiastki tréjmianu kwadratowego.

4. Podstawowe wtasnosci poteg (o wyktadnikach catkowitych i wymiernych)
i logarytmow.

5. Twierdzenie o dzieleniu z resztg wielomianu przez dwumian postaci X—a wraz ze
wzorami rekurencyjnymi na wspodtczynniki ilorazu i reszte (algorytm Hornera) —
dowdd mozina przeprowadzi¢ w szczegdlnym przypadku, np. dla wielomianu
czwartego stopnia.

6. Wzory na n-ty wyraz i sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego
i geometrycznego.

7. Twierdzenie o katach w okregu:

a) kat wpisany jest potowg kata sSrodkowego opartego na tym samym tuku;
b) jezeli dwa katy sg wpisane w ten sam okrag, to sg rowne wtedy i tylko wtedy,
gdy sg oparte na réwnych tukach.

8. Twierdzenie o odcinkach w tréjkacie prostokatnym. Jesli odcinek CD jest wysokoscig

2
’

trojkata prostokatnego ABC o kacie prostym ACB, to |AD|-|BD|=|CD

|AC[* =|AB|.|AD| oraz [BC|" =|ABJ:|BD].
9. Twierdzenie o dwusiecznej. Jesli prosta CD jest dwusieczng kata ACB w tréjkacie ABC

_ _ |AD| |AC|
i punkt D lezy na boku AB,t0 ——=1—=".
IBD| |BC|

10. Wzér na pole trojkata P = %absin Y.

11. Twierdzenie sinuséw.
12. Twierdzenie cosinuséw i twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.
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Komentarz do podstawy programowej przedmiotu matematyka

Branzowa szkota
dr hab. Maciej Borodzik, dr Michat Krych, Regina Pruszynska

Branzowa szkota | stopnia

Cze$¢ zmian, ktére dokonano wstosunku do obecnej podstawy, ma charakter korekt
zapisdw, ktore okazaty sie byc¢ interpretowane niezgodnie z intencjami twdrcow poprzedniej
podstawy; inne powodowane sg checig zmiany filozofii nauczania danego zagadnienia.
W niniejszym komentarzu omawiamy te rdznice, ktére dotyczg wymagan ogdlnych
i wymagan szczegdtowych podstawy matematyki dla branzowej szkoty | stopnia.

Cele ogélne — zmiany

W celach ogdlnych dodano punkt dotyczacy szeroko rozumianej sprawnosci rachunkowej.
W podstawie sprawnos¢ rachunkowa rozumiana jest rowniez jako umiejetnos¢ operowania
wyrazeniami algebraicznymi, a nie tylko jako umiejetnos¢ przeprowadzania rachunkéw na
liczbach.

Punkt podstawy poswiecony sprawnosci rachunkowej, jest zawarty w punkcie
»wykorzystywanie reprezentacji”. Dodanie punktu poswieconego sprawnosci rachunkowej
podkresla ciggto$¢ procesu nauczania w zakresie operowania obiektami algebraicznymi: od
dodawania liczb naturalnych, poprzez cztery podstawowe dziatania wykonywane wpierw na
liczbach naturalnych, pdzniej catkowitych, w koricu utamkach zwyktych i dziesietnych, az po
umiejetno$¢ dodawania, odejmowania, mnozenia wyrazen algebraicznych. Wpisanie
w podstawe programowg sprawnosci rachunkowej podkresla, ze jesli powyzszy proces jest
naruszony w ktéryms punkcie, inaczej mowiac, jesli uczen zatrzymat sie na ktéryms etapie —
a praktyka szkolna pokazuje, iz dzieje sie to stosunkowo czesto — niemozliwe jest dojscie do
poziomu swobodnego operowania wyrazeniami algebraicznymi. Ten poziom jest jednak
niezbedny przy rozwigzywaniu wiekszosci zadan poswieconych funkcjom, uktadom réwnan,
problemom obliczeniowym z geometrii i stereometrii czy rachunkowi prawdopodobienstwa.

Tresci nauczania — zmiany

1. Liczby rzeczywiste. Zmiang, postulowang przez wiele srodowisk, jest rezygnacja
z wprowadzania liczb niewymiernych przez rozwiniecia dziesietne i zastgpienie tego
klasyczng definicjq (liczby wymierne to ilorazy liczb catkowitych). Wysitek ucznia
nakierowany na zrozumienie, czym rézni sie liczba wymierna od niewymiernej, jest
niewspotmiernie duzy w stosunku do rozwoju umiejetnosci matematycznych.
Odrdznianie liczby niewymiernej od wymiernej (w tym niewymiernos¢ liczby m), byto
uczone w szkotach z przyczyn historycznych, ale nie znajduje zadnego zastosowania
poza akademickg matematyka teoretyczna.
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2. Algebra. Zamierzeniem twércow podstawy programowej jest, aby kazdy uczen umiat
swobodnie dodawac¢ i mnozy¢ sumy algebraiczne, co w tej chwili nie jest spetnione.
Wprowadzone wzory skréoconego mnozenia na kwadrat sumy, kwadrat rdznicy
i roznice kwadratow majg temu stuzyé. Proces uczenia jest dos¢ dtugi i czesto
zmudny. W zamysle twércow podstawy, rozpatrywane na lekcjach przyktady powinny
by¢ proste.

Przy wprowadzaniu réwnan dokonano préby zmiany, pokutujgcej w wielu szkotach,
metody nauczania, w ktérej ktadzie sie bardzo duzy nacisk na obliczanie wyrdznika
(zwanego deltg) w rownaniu kwadratowym. Prowadzi to czesto do absurdalnych
przypadkéw, gdy uczern majgc réwnanie zapisane w postaci x(x —4) = 0, aby
wyznaczyé pierwiastki oblicza wyrdznik. Wedtug zapiséw w podstawie preferuje sie
rozktad na czynniki.

Uczen nie musi zna¢ wzoru na wyrdéznik, ani nawet nie musi zobaczy¢ tego wzoru na
lekcji, wystarczy, aby umiat rozwigzywac rownania kwadratowe przez dopetnianie do
petnego kwadratu.

3. Geometria. Zadania konstrukcyjne zostaty opisane w tresciach nauczania jako pomoc
przy nauczaniu geometrii. Otéz cze$s¢ nauczycieli bardzo unika takich zadan ze
wzgledu na trudnosci techniczne zwigzane z przedstawieniem rozwigzania na tablicy;
inni preferujg wykorzystywanie programéw komputerowych do konstrukcji. Nie
chcac narzuca¢ ustalonego schematu, twércy podstawy umiescili zadania
konstrukcyjne w warunkach realizacji. Nalezy zaznaczy¢, ze punkt VII.8 podstawy
(Tresci nauczania), mdéwiacy o tym, ze uczen wskazuje szczegdlne punkty w tréjkacie,
bedzie bardzo trudny w realizacji, jesli zadania konstrukcyjne bedy catkowicie
pominiete. Zadania konstrukcyjne, ktérych jest wiele, pozwalajg uczniom wykazaé sie
umiejetnoscig znalezienia metody konstruowania, apotem uzasadnienie jej
poprawnosci we wszystkich konfiguracjach lub wskazania zmian w zaleznosci od
wzajemnego potozenia punktow, prostych itd.

4. Funkcje. Punkt V.1 umieszczony w dziale ,Funkcje” jest réwniez Scisle powigzany ze

statystyka. Zdarza sie, ze uczen ma trudnosci z tgczeniem danych z réznych zrédet, jak

w przyktadowych zadaniach:

1. Jas szedt po gérach. Podane sg dwa wykresy. Pierwszy oznacza zaleznos¢ przebytej
drogi od czasu, drugi zalezno$¢ wysokosci od potozenia. Na jakiej wysokosci Jas byt
o godzinie 14.007?

2. Dany jest wykres rozpuszczalnosci azotanu srebra w wodzie w zaleznosci od
temperatury. W jakiej temperaturze rozpuszcza sie w 100g wody doktadnie potowa
tej ilosci azotanu srebra, jaka rozpuszcza sie w temperaturze 80 stopni?
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Przy blizszej analizie zadanie pierwsze wymaga zfozenia funkcji, zadanie drugie
wymaga uzycia funkcji odwrotnej. Oczekujemy jednak wytgcznie intuicyjnego
postugiwania sie tymi pojeciami, jak w powyzszych dwéch zadaniach.

Branzowa szkota Il stopnia

Tresci nauczania podstawy programowej z matematyki majg uktad spiralny, co umozliwi
uczniom przypomnienie i rozszerzenie zagadnied omawianych na lekcjach matematyki
w branzowej szkole | stopnia.

Czes$¢ dokonanych zmian w stosunku do obecnej podstawy, ma charakter korekt zapisow,
ktére okazaty sie byc¢ interpretowane niezgodnie zintencjami twércéw poprzedniej
podstawy; inne powodowane sg checig zmiany filozofii nauczania danego zagadnienia.
W niniejszym komentarzu omawiamy te réznice i wyjasniamy na czym polegajg zmiany.

Cele ogdlne — zmiany

W celach ogdlnych dodano punkt dotyczacy szeroko rozumianej sprawnosci rachunkowej.
W podstawie sprawnos¢ rachunkowa rozumiana jest rowniez jako umiejetnos¢ operowania
wyrazeniami algebraicznymi, a nie tylko jako umiejetno$é przeprowadzania rachunkdw na
liczbach.

Dodanie punktu poswieconego sprawnosci rachunkowej podkresla ciggtos¢ procesu
nauczania w zakresie operowania obiektami algebraicznymi: od dodawania liczb
naturalnych, poprzez cztery podstawowe dziatania wykonywane wpierw na liczbach
naturalnych, pdzniej catkowitych, w koncu utamkach zwyktych idziesietnych, az po
umiejetno$¢ dodawania, odejmowania, mnozenia i — w pewnych przypadkach — dzielenia
wyrazen algebraicznych. Wpisanie w podstawe programowg sprawnosci rachunkowej
podkresla, ze jesli powyzszy proces jest naruszony w ktéryms punkcie, inaczej méwigc, jesli
uczen zatrzymat sie na ktéryms$ etapie — a praktyka szkolna pokazuje, iz dzieje sie to
stosunkowo czesto — niemozliwe jest dojscie do poziomu swobodnego operowania
wyrazeniami algebraicznymi. Ten poziom jest jednak niezbedny przy rozwigzywaniu
wiekszosci zadan poswieconych funkcjom, uktadom réwnan, problemom obliczeniowym
z geometrii i stereometrii czy rachunkowi prawdopodobieristwa.

Jednym z najwazniejszych zadann w nauczaniu matematyki w szkole ponadpodstawowej jest
nauczenie ucznia rozumowania matematycznego, w szczegdlnosci przeprowadzania
dowoddéw matematycznych. Proces ten, zgodnie z podstawg programowga do osmioletniej
szkoty podstawowej powinien rozpoczgé sie juz w klasach VII — VIII szkoty podstawowej,
w szkole ponadpodstawowej powinien by¢ kontynuowany. Podstawa programowa
przewiduje, ze uczen bedzie potrafit dowodzi¢ proste tozsamosci algebraiczne (Tresci
nauczania, punkt 1.2 podstawy), a takie przeprowadza¢ dowody geometryczne (Tresci
nauczania, punkt VIIL.5).
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Tresci nauczania — zmiany

1. Liczby rzeczywiste. Pierwszg zmiang, postulowang przez wiele Srodowisk, jest
rezygnacja z wprowadzania liczb niewymiernych przez rozwiniecia dziesietne
i zastgpienie tego klasyczng definicjg (liczby wymierne to ilorazy liczb catkowitych).
Dla ilustracji powinien pojawi¢ sie dowdd niewymiernosci log,5 lub v/2. Oba dowody
wymienione sg w warunkach realizacji. Wysitek ucznia nakierowany na zrozumienie,
czym rozni sie liczba wymierna od niewymiernej, jest niewspotmiernie duzy
w stosunku do rozwoju umiejetnosci matematycznych. Odrdznianie liczby
niewymiernej od wymiernej (w tym niewymiernos¢ liczby i), byto uczone w szkotach
z przyczyn historycznych, ale nie znajduje zadnego zastosowania poza akademicka
matematyky teoretyczng. Znacznie wazniejsze jest zrozumienie dowodu
niewymiernosci jakiej$ liczby od zapamietania, ze np. 1 nie jest liczbg wymierna.

Druga zmiana w punkcie pierwszym jest nieco mniej widoczna. Autorzy podstawy
programowej postuluja nauczanie logarytmdéw w nastepujacy sposdb: na poczatku
poznanie przyktadéw zastosowan, w szczegdlnosci zjawiska do ktérych opisu stosuje
sie funkcje logarytmiczne i wyktadnicze, a dopiero pdzniej omdwienie wtasnosci
funkcji logarytmicznej. W podstawie programowej podano kilka przyktadéw takich
zastosowan. Nauczyciele i autorzy podrecznikéw sg zachecani do tego, aby znajdowac
wiecej przyktadéw pokazujgcych obecnos¢ zagadnien matematycznych w zyciu. Taki
sposéb nauczania uswiadamia uczniom, ze funkcja logarytmiczna jest niezwykle
wazna w opisie przyrody.

Wopisanie punktu I.1 ,,dziatania na liczbach rzeczywistych” jest sprawg techniczng. Nie
ma on na celu wprowadzania nowych tresci, ale unikniecie odwotan od wyniku

3,3

egzaminu maturalnego, jesli w rozwigzaniu zadania pojawi sie wyrazenie np. NG

ktore jest de facto suma liczb rzeczywistych.

2. Algebra. Zamierzeniem twércow podstawy programowej jest, aby kazdy uczen umiat
swobodnie dodawac¢ i mnozy¢ sumy algebraiczne, co w tej chwili nie jest spetnione.
Proces uczenia jest dos¢ dtugi i czesto zmudny. Umieszczenie dzielenia wielomianu
przez dwumian i prostych wyrazein wymiernych ma na celu urozmaicenie nauczania
operowaniem wyrazeniami algebraicznymi. W zamysle twdércow podstawy,
rozpatrywane na lekcjach przyktady powinny by¢ proste.

Wprowadzono wiecej wzorédw skréconego mnozenia. Zdarzato sie bowiem, ze uczen
ktory znat bardzo dobrze wzér na kwadrat sumy, jesli byta taka potrzeba, wymyslat
wzér na szescian sumy postaci: (a + b)3 = a® + b3 lub (a + b)3 = a® + 3ab + b3.
Dodanie wzoru na szescian sumy ma zapobiec tego typu pomytkom. Wzér na a™ — b™
tak naprawde jest caty czas nauczany w szkotach, przy okazji wzoru na sume wyrazéw
szeregu geometrycznego. Wpisanie go w punkcie poswieconym wzorom skréconego
mnozenia faczy dwie dziedziny matematyki i przy tej okazji zauwaza sie, ze rdzne
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wzory sg szczegélnymi przypadkami jednego twierdzenia. Wielu ucznidw szybciej go
zapamietuje i fatwiej go stosuje.

Przy wprowadzaniu réwnan dokonano préby zmiany, pokutujgcej w wielu szkotach,
metody nauczania, w ktérej ktadzie sie bardzo duzy nacisk na obliczanie wyrdznika
(zwanego deltg) w réownaniu kwadratowym. Prowadzi to czesto do absurdalnych
przypadkow, gdy uczen majac rdwnanie zapisane w postaci x(x —4) = 0, aby
wyznaczy¢ pierwiastki oblicza wyrdznik. Oznacza to dramatyczne niezrozumienie
tego, czym jest pierwiastek. Wedtug zapiséw w podstawie uczen nie musi zna¢ wzoru
na wyrodznik, ani nawet nie musi zobaczy¢ tego wzoru na lekcji, wystarczy, aby umiat
rozwigzywaé¢ roéwnania kwadratowe przez dopetnianie do petnego kwadratu.
Dzielenie wielomianu przez dwumian (TresSci nauczania, punkt 1.5 podstawy) réwniez
stuzy temu, aby uczen lepiej zrozumiat, czym jest pierwiastek wielomianu.

3. Trygonometria i geometria. W nauczaniu geometrii postawiono na nauczanie
catosciowe, dlatego twierdzenia sinusdw i cosinuséw zamieszczono w tresciach
nauczania. Twierdzenie cosinusow, ktdre jest uogdlnieniem twierdzenia Pitagorasa,
moze by¢ wykorzystane irozumiane jako twierdzenie odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa. Przy rozwigzywaniu zadan typu: rozstrzygnij czy tréjkat o bokach 5, 6 i 10
jest prostokatny, rozwartokatny czy ostrokatny (zob. punkt VIII.2 podstawy), bardzo
wygodnie jest skorzysta¢ z twierdzenia cosinusdw. Przy wyznaczaniu, naprzeciwko
ktorego kata lezy najdiuzszy bok, twierdzenie sinuséw okazuje sie bardzo wygodnym
narzedziem.

Zadania konstrukcyjne zostaty opisane w tresciach nauczania jako pomoc przy
nauczaniu geometrii. Otz czes¢ nauczycieli bardzo unika takich zadan ze wzgledu na
trudnosci techniczne zwigzane z przedstawieniem rozwigzania na tablicy; inni
preferujg wykorzystywanie programéw komputerowych do konstrukcji. Nie chcac
narzucac¢ ustalonego schematu, twércy podstawy umiescili zadania konstrukcyjne
w warunkach realizacji.

4. Ciggi. W dziale dotyczacym ciggdw (Tresci nauczania, punkt VI) wprowadzono szereg
zmian, ktére stawiajg nauczanie tego zagadnienia w nieco inny sposéb.
Dotychczasowa praktyka nauczania kfadta nacisk przede wszystkim na ciagi
arytmetyczne i geometryczne. W obecnej podstawie zmieniono gtéwne zatozenia.
Dwa punkty zastugujg na szczegdlng uwage.

Po pierwsze, uczen powinien umie¢ obliczy¢ kilka pierwszych wyrazow ciggu
zadanego rekurencyjnie (punktVI.2). Zagadnienie to mozna realizowaé¢ w korelacji
z nauczaniem informatyki, gdzie uzywanie rekurencji w programowaniu jest dosé
istotne. Dwa przyktady ciggéw podane w podstawie programowej nie s3
przypadkowe. Pierwszy to cigg Fibonacciego, ktory ma wiele pieknych wtasnosci,
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niektérych z nich mozna uczy¢ na lekcjach ze zdolniejszymi uczniami. Drugi przyktad
mowi o ciggu opisujgcym rozprzestrzenianie sie plotki. Podobne modele mozna
rozwazac przy opisie rozwoju epidemii. W tym miejscu mamy niejako ukrytg korelacje
z biologig: nauczyciel matematyki lub biologii, opierajac sie na witasnosciach tego
ciaggu moze poruszy¢ takie problemy jak wyszczepialno$¢ populacji. Kluczowa
informacja, ktéra uczen moze wynies¢ z rozpatrywania przyktadéw ciggdéw zadanych
rekurencyjnie jest to, ze niektore zjawiska fizyczne, przyrodnicze czy spoteczne mozna
opisac¢ (w przyblizony sposéb) i bada¢ za pomocg ciggdw.

Drugi z punktéw wymagan szczegdétowych zwigzanych z ciggami, zastugujgcych na
podkreslenie, to badanie monotonicznosci ciggu. Autorzy podstawy oczekujg, ze

2
uczen bedzie badat proste ciggi o wyrazach ogdlnych typu: a, = %, b, = (1 — %) ,

Ch = %, d,=n—-1+ niz Mozna réwniez badaé¢ monotonicznos¢ ciggu zadanego
rekurencyjnie, ktéry pojawia sie w sytuacjach wzietych z zycia. Dla przyktadu, kto$ ma
w banku na lokacie 10000 PLN oprocentowane na 2% w skali roku, a z lokaty pobiera
rocznie 150 PLN: czy stan jego konta bedzie rést czy malat? Naturalnie, w takim
zadaniu mozna pokusi¢ sie o zapisanie stanu konta za pomocg zwartego wzoru,
monotoniczno$¢ ciggu opisujgcego stan konta w kolejnych latach jest jednak o wiele

tatwiejsza do zauwazenia.

Prawdopodobieristwo. Do zagadnien z rachunku prawdopodobiefdstwa dodano
obliczanie wartosci oczekiwanej w prostych grach (punkt XII.3). Nie nalezy tego
punktu traktowaé jako zachete do wprowadzania catej teorii zmiennej losowej
i wartosci oczekiwanej, ajedynie przedstawié¢ ogdlny algorytm obliczania wartosci
oczekiwanej wygranej w grach typu ,ptace 1 PLN za rzut kostka, jak wypadnie 6 to
wygrywam 4 PLN, jesli wypadnie co$ innego: trace zaptacone pienigdze”. Jakkolwiek
takiemu podejsciu mozna zarzuca¢ algorytmicznos¢ i nierozwijanie umiejetnosci
matematycznych, to intuicyjne opanowanie algorytmu jest mozliwe nawet dla
stosunkowo stabych uczniow. Myslg przewodnig, jakg uczen powinien wyniesé
z takich lekcji jest to, ze mozna oblicza¢ szanse wygranej i mozna sie kierowaé
obliczeniami z rachunku prawdopodobieistwa w zyciu codziennym. Rozwigzanie
nawet kilku przyktadéw zadan podobnego typu moze w przysztosci czesciowo
uchronié uczniéw przed podejmowaniem ryzykownych dziatarn ekonomicznych.

. Statystyka. W dziale statystyka pozostawiono obliczanie odchylenia standardowego,

gtéwnie ze wzgledu na korelacje z przedmiotami eksperymentalnymi. Podobnie jak
byto do tej pory, w tresciach nauczania nie jest wyjasnione, dlaczego odchylenie
standardowe jest wazne i jakie ma zastosowanie. Aby wyjasni¢ to zagadnienie
nalezatoby do nauczania w szkotach wprowadzi¢ rozktad normalny, albo przynajmniej
poda¢ regute empiryczng, to znaczy, ze dla rozktadu normalnego o wartosci
oczekiwanej E i odchyleniu standardowym D, 95% wynikdw miesci sie w przedziale
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[E- 2D,E+2D]. W klasach, w ktérych jest to mozliwe, wprowadzenie takiej reguty jest
wskazane, niemniej dodanie tej reguty do podstawy programowej nie jest mozliwe ze
wzgledu na koniecznos¢ zwiekszenia liczby godzin na nauczanie matematyki.

7. Funkcje. Punkt V.1 Tredci nauczania umieszczony w dziale , Funkcje” jest réwniez

Scisle powigzany ze statystyka. Zdarza sie, ze uczerh ma trudnosci z fgczeniem danych

z réznych zrédet, jak w przyktadowych zadaniach:

1. Jas szedt po gérach. Podane sg dwa wykresy. Pierwszy oznacza zaleznos¢ przebytej
drogi od czasu, drugi zalezno$¢ wysokosci od potozenia. Na jakiej wysokosci Jas byt
o godzinie 14.007?

2. Dany jest wykres rozpuszczalnosci azotanu srebra w wodzie w zaleznosci od
temperatury. W jakiej temperaturze rozpuszcza sie w 100g wody doktadnie potowa
tej ilosci azotanu srebra, jaka rozpuszcza sie w temperaturze 80 stopni?

Przy blizszej analizie zadanie pierwsze wymaga ztozenia funkcji, zadanie drugie
wymaga uzycia funkcji odwrotnej. Oczekujemy jednak wytgcznie intuicyjnego
postugiwania sie tymi pojeciami, jak w powyzszych dwéch zadaniach.

8. Optymalizacja. Dodano punkt, mdéwigcy o stosowaniu funkcji kwadratowej do
optymalizacji. Punkt ten nie jest nowoscig, byt bowiem zamieszczany w poprzednich
podstawach w dziatach poswieconych funkcji kwadratowej. Przeniesienie tego
punktu, a takze wspomniana zmiana nazwy dziatu ma na celu podkreslenie waznosci
optymalizacji. Uczen powinien koniczy¢ szkote z przeswiadczeniem, ze wiele rzeczy
w matematyce da sie zoptymalizowa¢; nawet jesli z czasem zapomni konkretnych
metod, bedzie mdgt do nich wrdci¢, o ile zachowa , optymalizacyjne” spojrzenie na
matematyke.

Nowosci w podstawie

Nowoscia w podstawie jest umieszczenie w warunkach realizacji wskazania, aby uczen
poznat dowody niektérych twierdzen matematycznych, zwigzanych z tresciami nauczania.
Zabieg ten ma na celu uswiadomienie uczniom, co to jest dowdd oraz jaka jest rola dowodu
w matematyce. Bardzo trudno jest wyjasnié uczniowi, czego oczekuje sie od niego, polecajgc
mu rozwigza¢ zadanie na dowodzenie, jesli wczesniej nie zobaczy on na lekcji techniki
przeprowadzania dowodu.
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