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KORNYEZETFUGGO NYELVEK

Definicio
Egy G = (N, T, P, S) grammatikat hossz-nemcsokkentonek
mondunk, ha minden szabalyanak alakjara az alabbiak
valamelyike teljesul
> S — g, de ha van ilyen szabaly, akkor mas szabaly nem
tartalmazhatja jobboldalan S-et.
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KORNYEZETFUGGO NYELVEK

Definicio

Egy G = (N, T, P, S) grammatikat hossz-nemcsokkentonek
mondunk, ha minden szabalyanak alakjara az alabbiak
valamelyike teljesul

> S — g, de ha van ilyen szabaly, akkor mas szabaly nem
tartalmazhatja jobboldalan S-et.

» u— v,aholu,ve(TUN)T és|ul <|v|
A kdrnyezetfliggé grammatikak nyilvan hossz-nemcsékkentéek.

Tétel
Minden hossz-nemcsdkkentd grammatika kérnyezetfliggd nyelvet
general.

Bizonyitas: (vazlat) Minden hossz-nemcsbdkkentd
G = (N, T, P, S) grammatikahoz megadhaté egy vele ekvivalens
G = (N, T, P, S) kérnyezetfliggd grammatika.



HossznemcsoOkkento grammatika

1. lépés: Alterminalisok bevezetése
A szokasos moédon feltehet6, terminalisok csak
A — a (A € N, a € T) alaku szabalyok jobboldalan fordulnak el6.



HossznemcsoOkkento grammatika

1. lépés: Alterminalisok bevezetése

A szokasos modon feltehetd, termindlisok csak

A — a (A € N, a € T) alaku szabalyok jobboldalan fordulnak el6.
2. lépés: Kornyezetfliggo szabalyokkal valé helyettesités
Legyen XiXo - Xp = Y1 Y2 - Yy (M > n)egy
hossznemcsokketd szabdly. Ezt az alabbi csupa 1-es tipusl
szabdlyokkal szimulalhatjuk:

XiXa+ o Xnp = Z1 Xz Xa,
ZiXo - Xn > Z£12X3 -+ X,

Z1Zo--Zn4Xn = Z1Z2 - ZnYng1 - Ym (N < m),
212> ZnYni1-Ym— Yio .. . ZpYniq - Y,

Yi o Yn1ZnYnit1 - Ym = Y1Yo o Y,

ahol Zy, 25, . . ., Z, Uj nemterminalisok.



HossznemcsoOkkento grammatika

Meggondolhaté, hogy a Zi, ..., Z, (] volta miatt a szabalyokat
csak ebben a sorrendben lehet és kell végrehajtani, ezért az U
grammatika is ugyanazt a nyelvet generdlja. Csinaljuk meg ezt a
szabalytranszformaciot az 6sszes "rossz" szabalyra. Az igy kapott
G’ grammatika mar 1-es tipust és L(G)-t generdlja.



HossznemcsoOkkento grammatika

Meggondolhaté, hogy a Zi, ..., Z, (] volta miatt a szabalyokat
csak ebben a sorrendben lehet és kell végrehajtani, ezért az Uj
grammatika is ugyanazt a nyelvet generdlja. Csinaljuk meg ezt a
szabalytranszformaciot az 6sszes "rossz" szabalyra. Az igy kapott
G’ grammatika mar 1-es tipust és L(G)-t generdlja.

Példa: Tekintsiik az ABC — DEFGH szabalyt.
Ez a kovetkezd kornyezetfliggd szabalyokkal helyettesithetd:

ABC — XBC

XBC — XYC

XYC — XYZGH

XYZGH — DYZGH

DYZGH — DEZGH
DEZGH — DEFGH

(X, Y, Z 0j nemterminalisok)
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Kévetkezmény
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Bizonyitas: (vazlat) L, € L4, ugyanis minden 2-es tipusu
grammatikdhoz van vele ekvivalens Chomsky normalformaju
grammatika. A Chomsky normalformaju grammatikak azonban
kornyezetfliggbek.
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Nem kornyezetfiiggetlen kérnyezetfliggo nyelv

Kévetkezmény
Lo c L

Bizonyitas: (vazlat) L, € L4, ugyanis minden 2-es tipusu
grammatikdhoz van vele ekvivalens Chomsky normalformaju
grammatika. A Chomsky normalformaju grammatikak azonban
kornyezetfliggbek.

Lattuk, hogy L = {@"b"c"|n > 1} ¢ L, (Bar-Hillel lemmaval).

Az aldbbi hossz-nemcsokkentd G = ({S, B}, {a, b, c}, P, S)
grammatika viszont L-et generalja, ahol

P ={S — abc,S — aSBc,cB — Bc,bB — bb}

Valdban, S =* a"'abc(Bc)" ! =* a"bB"'c" =* a"b"c".
Masrészt teljes indukcidval belathatd, hogy minden w
mondatformaban |w|; = |wlp + |w|g = |w|; és b, B, ¢ nem allhat a

el6tt. (jw|; a w szoban eléforduld t betllk szama.) Mivel minden B
b mellé kell keriljon ezért a generdlt szavak L-beliek.



HossznemcsoOkkento grammatika kornyezetfiiggové
alakitasa

Példa: G = ({S,B},{a,b,c},P,S)

P ={S — abc,S — aSBc,cB — Bc,bB — bb}

Egy a G-vel ekvivalens 1-es tipusu grammatika szabalyai:

S —» DEF EB — Z3B

S —» DSBF ZgB — 2324

ZiB - Z4F 23724 — EZ4

Z1B — 2122 EZ4 — EB

Z1Z> — BZ> D— a

BZ, — BF E—-b
7=

(Z4, 2o, Z3, Z4 Uj nemterminalisok)

Megjegyzés: A fenti narancssarga szabalyok £8B — EE-t
szimulaljak, azonban ez a szabdly eleve kdrnyezetfliggd, igy
val6jaban ez a 4 szabaly helyettesithetd az EB — EE szaballyal.



Kuroda normalforma

Definicio

Egy G = (N, T, P, S) grammatikat Kuroda normalformajunak
mondunk, ha minden szabalyanak alakjara az alabbiak
valamelyike teljesul

> S — g, de ha van ilyen szabaly, akkor mas szabaly nem
tartalmazhatja jobboldalan S-et.

» A—>a,aholAe N, aeT,
» A — BC,ahol A,B,C € N,
» AB — AC, ahol A,B,C € N,
» BA — CA,ahol A,B,C € N.
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Egy G = (N, T, P, S) grammatikat Kuroda normalformajunak
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Kuroda normalforma

Definicio

Egy G = (N, T, P, S) grammatikat Kuroda normalformajunak
mondunk, ha minden szabalyanak alakjara az alabbiak
valamelyike teljesul

> S — g, de ha van ilyen szabaly, akkor mas szabaly nem
tartalmazhatja jobboldalan S-et.

» A—>a,aholAe N, aeT,
» A — BC,ahol A,B,C € N,
» AB — AC, ahol A,B,C € N,
» BA — CA,ahol A,B,C € N.

A Kuroda normalformaju grammatikak nyilvan kérnyezetfiiggéek.

Tétel
Minden koérnyezetfliggé grammatika G grammatikdhoz van vele
ekvivalens Kuroda normalformaju G’ grammatika.



Kuroda normalforma
Bizonyitas: (vazlat)
1. Iépés: Alterminalisok bevezetése

A szokasos modon feltehetd, terminalisok csak
A — a (A € N,a e T) alaku szabalyok jobboldalan fordulnak el6.
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Kuroda normalforma
Bizonyitas: (vazlat)
1. Iépés: Alterminalisok bevezetése

A szokasos modon feltehetd, terminalisok csak
A — a (A € N,a e T) alaku szabalyok jobboldalan fordulnak el6.

2. lépés: Kornyezetfoggetlen szabalyok hosszredukcioja
Szintén a Chomsky normalforméanal latott modon.
3. lépés: Kornyezetfiiggd lancmentesités
Az A-bdl lancszabalyokkal elérhetd nemterminalisok
H(A) = {B € N|A =* B} halmazanak meghatarozasa a Chomsky
normalformanal latott médon. A szabalyrendszer médositasa:
P ={A---Ay, > w|wgNAIABy---B, > weP:

B; H(A,) (V1 <i< n)}
4. lépés: Kornyezetfliggd szabalyok hosszredukcidja
Az Xi--- Xm — Y7 - Yy alakd szabalyok szimulacidja, ahol
n>m>2.



Kuroda normalforma

Ha n = m = 2, akkor a kdvetkez6 Iépésre ugorhatunk.



Kuroda normalforma

Ha n = m = 2, akkor a kdvetkezd Iépésre ugorhatunk. Kiilénben a

szabaly szimulaciéja a Z;, 2o, ..., Z,—2 Uj nemterminalisok
bevezetésével:
X1Xo = Y144,

Z1 X3 — Yoo,

Zm-3Xm-1 = Ym-2Zm-2,
Tovabba ha n = m, akkor
Zn-2Xm = Ym-1Ym,



Kuroda normalforma

Ha n = m = 2, akkor a kdvetkezd Iépésre ugorhatunk. Kiilénben a

szabaly szimulaciéja a Z;, 2o, ..., Z,—2 Uj nemterminalisok
bevezetésével:
X1Xo = Y144,

Z1 X3 — Yoo,

Zm-3Xm-1 = Ym-2Zm-2,
Tovabba ha n = m, akkor
Zmn—oXm = Ym-1Ym,
egyébként (n > m) esetén:

Zm—2Xm = Ym-1Zm-1,
Zm-1 = YmZm,

Zn-3 — Yn2Zo2,
Zno— Yn1Yn.



Kuroda normalforma
5. lépés: Az AB — CD, A # C, B # D szabalyok eliminacidja



Kuroda normalforma
5. lépés: Az AB — CD, A # C, B # D szabalyok eliminacidja

Végul a nem Kuroda-normalformaju szabalyok sémaja ekkor

AB — CD (A, B, C, D € N). Atalakitasukhoz szabalyonként egyedi
W (j nemterminalisokat vezetlink be és a fenti szabalyt az alabbi
szabdlyokkal szimulaljuk:

AB — AW,
AW — CW,
CW — CD.

A kapott G’ grammatika ekvivalens G-vel. Ugyanis az atalakitott
grammatikdban ezen 3 szabaly barmelyikének alkalmazasa
implikalja a méasik 2 alkalmazasat ebben a sorrendben.
Meggondolhat6, hogy az AB — AW szabdlyalkalmazés
hatratolhaté kézvetlenll az AW — CW szabalyalkalmazas elé,
mig a CW — CD szabalyalkalmazas elérehozhat6 kdzvetlenil az
AW — CW szabalyalkalmazas utanra.



Kuroda normalforma — példa

Példa:

S —» C|AABC
A - ABC|a
B—-b

C —> B|bA
ABC — ABaC
1-2. |épés utan:
S— C|AD
A — AF|a
B—-b
C—->B|YA
ABC — ABXC
D — AE

E - BC

F - BC

X —a

Y —>b



Kuroda normalforma — példa

3. lépés: H(S) = {S, C, B}, H(C) = {C, B}, minden mas Z
nemterminalisra H(Z) = {Z}.
S—>AD|YA|b

A = AF|a

B—-b

C— YA|b

ABC — ABXC

ACC — ABXC

ASC — ABXC

ABS — ABXC

ACS — ABXC

ASS — ABXC

D — AE

E —» BC

F — BC

X —>a

Y —>b



4. lépés:

S—>AD|YA|b

A — AF|a
B—b
C—- YA|b
AB — AZ,
AC — AZ;
AS — AZs
AB — AZ;
AC — AZy
AS — AZy4
D — AE
E — BC
F— BC
X — a
Y—-b

Z1C — 822
Z3C — Bz,
ZsC i BZG
Z;S — BZg
ZgS = BZ10

Zi1S — BZyo

Kuroda normalforma — példa

22 — XC
Z4 - XC
ZG — XC
Zg - XC
Z10 — XC

Z12 — XC



Kuroda normalforma —

5. lepés:
S—>AD|YA|b

A — AF|a

B—-b

C—-YAlb

AB—)AZ1 Z1C—>Z1W1
AC—>A23 Z3C—>23W2
AS—)AZs Z5C—>25W3
AB - AZ; Z7S — Z; W,y
AC—>AZg ZgS—>ZgW5

AS — AZyy Z11S — Z11Ws

D — AE
E — BC
F— BC
X — a
Y—-b

példa

Z1 W1 — BW1
Z3Wo — BWs,
Z5W3 il BW3
Z; Wy — BW,y
ZgW1 - BW5

BWy - BZ, Z, —» XC
BW2 i BZ4 Z4 — XC
BW; — BZy Zs — XC
BW4 - BZg Zg — XC
BW5 il BZ10

Z11 W6 — BW6 BW6 — BZ12

Z10 — XC
Z12 — XC



A kornyezetfliggo nyelvek széproblémaja

Allitas: Eldonthetd, egy G = (N, T, P, S) hossz-nemcsokkentd
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A kornyezetfliggo nyelvek széproblémaja
Allitas: Elddnthetd, egy G = (N, T, P, S) hossz-nemcsokkent
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n=|ul>1eseténlegyenr =" [TUN|. Ekkorra TUN
halmaz legfeljebb n hosszl, nemires szavainak szama.

Mivel G hossz-nemcsokkentd, ezért u levezetései nem
tartalmaznak n-nél hosszabb mondatformat,igy u minden r-nél
hosszabb levezetése tartalmaz ismétlddd mondatformat.
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Ebbdl kovetkezben ha S =7, u, akkor u-nak létezik legfeljebb r
hosszU levezetése is, hiszen egy levezetésben az ismétlédd
mondatformak kdzotti levezetést kihagyva ugyanannak a szénak
egy révidebb levezetését kapjuk.



A kornyezetfliggo nyelvek széproblémaja
Allitas: Elddnthetd, egy G = (N, T, P, S) hossz-nemcsokkent
grammatika és u € T* sz esetén u ¢ L(G).
Bizonyitas: Ha u = ¢, akkorue L(G) & S - e € P.

n=|ul>1eseténlegyenr =" [TUN|. Ekkorra TUN
halmaz legfeljebb n hosszl, nemires szavainak szama.

Mivel G hossz-nemcsokkentd, ezért u levezetései nem
tartalmaznak n-nél hosszabb mondatformat,igy u minden r-nél
hosszabb levezetése tartalmaz ismétlddd mondatformat.

Ebbdl kovetkezben ha S =7, u, akkor u-nak létezik legfeljebb r
hosszU levezetése is, hiszen egy levezetésben az ismétlédd
mondatformak kdzotti levezetést kihagyva ugyanannak a szénak
egy révidebb levezetését kapjuk.

Tehat u € L(G), akkor és csak akkor, ha G legfeljebb r hosszu
levezetéssel generalhatd. Utdbbiak viszont algoritmikusan
eldallithatok.



Egy O-tipusu normalforma

Tétel

Barmely G = (N, T, P, S) 0-tipusu grammatikahoz van vele
ekvivalens G’ grammatika, ahol G’ minden szabalyanak alakjara
az alébbiak valamelyike teljesul

> S — g, de ha van ilyen szabaly, akkor mas szabaly nem
tartalmazhatja jobboldalan S-et.

» A—> a,aholAe N,aeT,
» A — B,ahol A,B € N,

» A — BC,ahol A,B,C € N,
> AB — B, ahol A,B € N,

» AB — AC, ahol A,B,C € N,
> BA — CA,ahol A,B,C € N.



Egy O-tipusu normalforma

Tétel

Barmely G = (N, T, P, S) 0-tipusu grammatikahoz van vele
ekvivalens G’ grammatika, ahol G’ minden szabalyanak alakjara
az alébbiak valamelyike teljesul

> S — g, de ha van ilyen szabaly, akkor mas szabaly nem
tartalmazhatja jobboldalan S-et.

» A—> a,aholAe N,aeT,
» A — B,ahol A,B € N,

» A — BC,ahol A,B,C € N,
> AB — B, ahol A,B € N,

» AB — AC, ahol A,B,C € N,
> BA — CA,ahol A,B,C € N.

Megjegyzés: a 0-tipusi e-mentesitést lattuk a zartsagi tétel
bizonyitasaban.



Egy O-tipusu normalforma
Bizonyitas: (vazlat)
Legyen G = (N, T, P, S) egy tetszdleges 0-tipusl grammatika.
Ekvivalens atalakitasokkal a fenti alakra hozzuk.
1. Iépés: 0. tipusu s-mentesités

» Minden u — ¢ alaku szabalyt, ahol ue (NU T)™,
helyettesitsiik az uX — X és Xu — X alaku szabalyokkal
minden egyes X € (NU T)-re.

> A kapott G’ grammatikara L(G’) = L(G) \ {&}. Ha e ¢ L(G),
akkor G’ ekvivalens G-vel. Ha ¢ € L(G), akkor adjuk hozza
G’-h6z az S’ — S| & szabalyokat, ahol S’ Uj nemterminalis.
Ez esetben S’ legyen az Uj kezdészimbdlum.

2. Iépés: Alterminalisok bevezetése
A szokasos modon.

3. lépés: Hossznemcsodkkentd szabalyok hosszredukcidja
A Kuroda NF-nal latott médon.



Egy O-tipusu normalforma

4. lépés: Hosszcsokkento szabalyok hosszredukcidja
Legyen Xi --- Xm — Yi--- Y, egy hosszcsokkentd szabaly

(Xi, Yj € N), azaz m > n > 1. Ezt a szabalyt helyettesithetjlik az
alabbi szabalyhalmazzal, ahol Uy,... Up és Zp11,...Z5 Uj, @
szabalyhoz bevezetett nemterminalisok:

Xm_1 Xm = ZmUm, ZmUm - Um:
Xm-2Um = Zn-1Umn-1, Zn-1Un-1 = Umn-1,
XnUny2 = Znr1Ungq, Zni1Uny1 — UnYa,

Xn-1Un = Un-1Yn-1

Xi1Us — Ui Yq
U1Y1 — Y1.

5. lépés: Az AB — CD, A # C,B # D szabalyok eliminacidja
A Kuroda NF-ndl latott médon.



Egy O-tipusu normalforma

Példa:

S — AB|CAB

AB — ¢

BAb — bA

A — al|SS

1. [épés:

S’ > Sle

S — AB|BAB

SAB - S ABS — S
AAB — A ABA — A
BAB — B ABB — B
aAB — a ABa — a
bAB — b ABb — b
BAb — bA

A — a|SS



Egy O-tipusu normalforma

2-3. lépés:
S’ — S|e
S —» AB|BC
SAB - S
AAB — A
BAB — B
XAB — X
YAB - Y
BAY — YA
A — a|SS
C - AB
X —> a
Y—->b

ABS —» S
ABA — A
ABB — B
ABX — X
ABY - Y



Egy O-tipusu normalforma
4. |épés:
S > S|e
S - AB|BC
AB — Z3U3 23U3 el U3 SU3 — ZQU2 Z2U2 e U1S U1S — S
ABS — S-t hasonléan...

ABb — Y-t hasonléan...

AY — ZzgUsz ZzzUzz — UspA BUsp — Uz Y Us1Y - Y
A — al|SS

C - AB

X —>a

Y —>b



Egy O-tipusu normalforma
5. lépés:
S — Sle
S — AB|BC
AB — AW1 AW1 — Z3W1 Z3W1 — Z3U3
23U3 — U3
SU3 — SW2 SW2 = ZZW2 Z2W2 - 22U2

Us1Y - Y
A — al|SS
C - AB
X —>a
Y—-b
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terminald) algoritmust azonban készithetlnk.

Legyen G = (N, T, P, S) O-tipust grammatika és u € T*.
Készithetiink egy végtelen grafot, melynek cstcsai (N U T)*
elemeivel cimkézettek és x € (N U T)*-bol akkor és csak akkor van
iranyitott él y € (N U T)*-ba, ha x =g y. A graf minden cslcsa
véges kifoku, hiszen P véges és egy szabalyt legfeljebb annyi
kezdbpozicidban alkalmazhatunk, amennyi a sz6 hossza.



O-tipusu nyelvek algoritmikus problémai

Kevés pozitiv eredmény mondhaté 0-tipusu nyelvek algoritmikus
kérdései kapcsan.

Bizonyitas nélkil megemlitjuk, hogy a 0-tipust grammatikak
széproblémaja algoritmikusan elddnthetetlen.

Egy parcialisan eldéntd (helyes valaszt add, azonban nem mindig
terminald) algoritmust azonban készithetlnk.

Legyen G = (N, T, P, S) O-tipust grammatika és u € T*.
Készithetiink egy végtelen grafot, melynek cstcsai (N U T)*
elemeivel cimkézettek és x € (N U T)*-bol akkor és csak akkor van
iranyitott él y € (N U T)*-ba, ha x =g y. A graf minden cslcsa
véges kifoku, hiszen P véges és egy szabalyt legfeljebb annyi
kezddpozicidban alkalmazhatunk, amennyi a szé hossza.

Tehat u € L(G) akkor és csak akkor, ha ebben a grafban egy S-bdl
inditott szélességi bejaras megtaldlja u-t. (Ha u ¢ L(G), akkor
tipikusan nem terminal az algoritmus.)



Tovabbi érdekesebb normalformak

Tétel

Barmely G = (N, T, P, S) 3-tipusi grammatikédhoz van vele
ekvivalens G’ grammatika, ahol G’ minden szabalyanak alakjara
az alébbiak valamelyike teljesul

> S — g, de ha van ilyen szabaly, akkor mas szabaly nem
tartalmazhatja jobboldalan S-et.

» A—> a,aholAe N,aeT,
» A— aB,aholA,BeN,acT,

Bizonyitas: Tudjuk, hogy van G-vel ekvivalens

G” =(N”,T,P”,S"”) 3-as normalformaju grammatika. Minden

A — aB,B — ¢ € P” esetén adjuk hozza az A — a szabalyt a
szabalyrendszerhez és hagyjuk el az e-szabalyokat. Tovabba ha
volt S” — & € P” szabaly, akkor legyen Sy az Uj kezdészimbolum
és adjuk hozza a szabdlyrendszerhez az Sy — S’ | ¢ szabalyokat.



Tovabbi érdekesebb normalformak

Definicié

Egy G = (N, T, P, S) kdrnyezetfliggetlen grammatikat Greibach
normalformajunak mondunk, ha minden szabalya A — aa alakd,
aholAeN,aeTésacN.



Tovabbi érdekesebb normalformak

Definicio

Egy G = (N, T, P, S) kdrnyezetfliggetlen grammatikat Greibach
normalformajunak mondunk, ha minden szabalya A — aa alakd,
aholAeN,aecTésacN".

Tétel

Minden e-mentes G koérnyezetfliggetlen grammatikahoz
megkonstrualhaté vele ekvivalens Greibach normalformaju G’
kérnyezetfiggetlen grammatika.

(Nem bizonyitjuk.)



Tovabbi érdekesebb normalformak

Tétel

Barmely G = (N, T, P, S) 0-tipusi grammatikédhoz van vele
ekvivalens G’ grammatika, ahol G’ minden szabalyanak alakjara
az alébbiak valamelyike teljesul

» A — g ahol A eN,

» A—>a,aholAeN,aeT,

» A — BC,ahol A,B,C € N,

» AB — CD, ahol A,B,C,D € N.

(Nem bizonyitjuk.)
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