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fakkal is leirhatjuk.
Definicio
G = (N, T, P, S) kérnyezetfliggetlen grammatika feletti levezetési
fanak nevezlink egy fat, ha teljestiinek a kdvetkezok:

> A levezetési fa gyokerének cimkéje S.

> Minden tovabbi csucs cimkéje N U T U {g} valamely eleme.

> Ha egy csucs cimkéje X és gyerekeinek cimkeéi balrol jobbra
olvasva rendre Xi,...,Xm, m> 1, akkor X — Xj--- X, € P.

> Minden levél cimkéje a T U {&} halmaz valamely eleme, az
g-nal cimkézett cslicsoknak nincs testvére.

A levezetési fa levelei cimkéinek sorozata balrdl jobbra olvasva a
levezetési fa hatara.
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tudunk rendelni egy levezetési fat.

A levezetési fa nem minden esetben adja meg a levezetés soran
alkalmazott szabalyok sorrendjét.

Két levezetés lényegében azonos, ha csak a szabalyok
alkalmazasanak sorrendjében kilénbdzik, azaz, ugyanahhoz a
levezetési fahoz tartozik.
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A baloldali levezetés soran minden levezetési Iépésben arra a
nemterminalisra kell szabalyt alkalmazni, amely a levezetési
lépéshez tartoz6 mondatforméban balrél a legelsd.

igy minden levezetési fahoz tartozik egy egyértelmii baloldali
levezetés.

Egy G grammatika egyértelmii, ha minden L(G)-beli szénak
egyetlen baloldali levezetése van.

Mas széval, ha minden u € L(G)-nek egyetlen levezetési faja van.
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L(G) olyan paratlan hosszu szavakbdl all, melynek paratlan
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S = SbS = ¢bS = ¢cbSaS = cbcaS = cbcac és
S = SbS = SbSaS = SbcaS = cbcaS = cbcac

ugyanannak a szénak 2 levezetése, de ugyanaz a levezetési fa
tartozik hozzajuk, igy a két levezetés Iényegében azonos. Az elsd
levezetés az ezen fahoz tartozé baloldali levezetés.
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Tekintstik most ezt a levezetési fat:

S = SaS = SbSaS = cbSaS = cbcaS = cbcac

ennek a szénak egy harmadik levezetése. Ehhez mar mas
levezetési fa tartozik (a hatar mindkét esetben cbcac). Ez a
levezetés ebben a faban szintén baloldali levezetés.

A G grammatika nem egyértelm{, mert nem minden szénak van
egyetlen baloldali leveztése.
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Nagy Bar-Hillel lemma
Bizonyitas:
Legyen L kérnyezetfliggetlen nyelv, amelyeta G = (N, T, P, S)
Chomsky-normalformaji grammatika general.
Tegytk fel, hogy G nemterminalisainak szama n és legyen
p = 2", valamint legyen g = 2".
Mivel a G Chomsky normélformaju, ezért a levezetési fa binaris fa.
Minden &g utolso lépése egy ,A — a” (a € T, A € N) tipusu atiras.

Nevezzik redukalt levezetésnek az ezen szabdlyokat a végén
mar nem alkalmazé levezetéseket, igy egy redukalt levezetési fat
kapunk, amelyik szintén binaris.
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Ha a levezetési faban a leghosszabb Ut hossza k, akkor ez a
redukalt levezetési faban k — 1 hosszusagnak felel meg. Tehat a
redukalt levezetési fa leveleinek szama legfeljebb 21, és ez a
becslés az eredeti levezetési fara is igaz.

Tehat minden || > p szé minden levezetési fajaban a leghosszabb
Ut hossza nagyobb, mint n. Ez az n-nél hosszabb Ut legalabb n + 2
csucsot tartalmaz, a megfeleld redukalt levezetés legalabb

n+ 1-et.

A skatulya-elv szerint igy lennie kell olyan nemterminalisnak,
amely ezen az uton legalabb kétszer eléfordul. Ha tébb ilyen van,
akkor valasszuk az uton alulrél az elsé ismétlédd part. Legyen ez
a nemterminalis A.
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u X w y z

Ekkor léteznek u, x, w, y,z € T* amelyekre S =" uAz, A =" xAy,
A =% w, tovabba xy # &, mivel G &- és lancszabaly mentes.

Ekkor az elsd levezetést 1-szer, a masodikat i-szer (i > 0), a
harmadikat Gjra egyszer alkalmazva S =* ux'wy'z adédik.
(i = 1-re B-t kapjuk meg.)
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A leghosszabb Gtnak az A utolsoé elbtti eléfordulasa gyokerl t
részfaba eso része nyilvan t;-ben is leghosszabb Ut.

Tovabba a levezetés ezen az Uton A-n kivil minden mas
nemterminalist legfeljebb egyszer tartalmazhat, mivel A alulrél az
els6 ismétlddd nemterminalis.

igy a leghosszabb (it t;-be es6 része legfeliebb n+ 1 élt, a redukalt
része legfeljebb n élt tartalmaz.

Tehat t; redukalt részében minden Ut legfeljebb n hosszu igy t
redukalt hatara legfeljebb 2" hosszu. Mivel ezutan mar csak

A — a alaku szabalyokat alkalmazunk, ez a teljes t; hatarara is
igaz, tehat az |xwy| < q feltétel is teljesdil.

Megjegyzés: p és q értéke csak a nyelvtdl fligg, magatol a
pumpalt sz6t6l nem.
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1. Példa: L = {@"b"c"|n e N} ¢ L5, azaz |létezik nem
kérnyezetfliggetlen nyelv.

Megoldas: Legyenek p, g a Nagy Bar-Hillel lemma szerint |étezd
megfeleld konstansok. Legyen tovabba w = akbkck, valamely
k > max{p, gq}-ra. Ekkor nyilvan w € L és |w| > p.

Tekintslk w-nek egy olyan w = uxvyz felbontasat, melyre
u,x,v,y,zela,b,c}, |xvy| <q,|xy| > 0.

Tekintsiik most az uvz = ux®vy®z sz6t. Mivel xy hossza legalabb 1
és az {a, b, c}-bdl a k nagysagara vonatkozo6 feltétel miatt legalabb
egy betlit nem tartalmaz, igy uvz, amely valamelyik bet(ibdl
pontosan k darabot, egy masikbdl pedig kevesebb, mint k-t
tartalmaz nem lehet L-nek eleme.

Tehat a nyelv nem teljesiti a Nagy Bar-Hillel lemma feltételeit,
vagyis L nem kdrnyezetfliggetlen.
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Megoldas: Indirekt, tegylk fel, hogy L € L». Ekkor a Nagy
Bar-Hillel lemma szerint I1éteznek a nyelvfiggd p és g konstansok.
Legyen M = max{p, q}. Tekintsilk az u = aM" szét.

Mivel |ul > M > p, ezért a Nagy Bar-Hillel lemma szerint l1étezik az
u-nak u = xyzvw felbontasa, ahol K := |yv| > 0, |[yzv| < g < M.
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2. Példa: L = {a™ |ne N} ¢ Lo

Megoldas: Indirekt, tegylk fel, hogy L € L». Ekkor a Nagy
Bar-Hillel lemma szerint I1éteznek a nyelvfiggd p és g konstansok.
Legyen M = max{p, q}. Tekintsilk az u = aM" szét.

Mivel |ul > M > p, ezért a Nagy Bar-Hillel lemma szerint l1étezik az
u-nak u = xyzvw felbontasa, ahol K := |yv| > 0, |[yzv| < g < M.

xy'zviw = a¥*+(=DK (j e N). A kitevék egy K differenciaja
szamtani sorozatot alkotnak. Mivel egy nem nulla differenciaju
szamtani sorozatban biztosan van nem négyzetszam (az egymast
kdvetd négyzetszamok tavolsaga végtelenhez tartva nd), ezért a
Nagy Bar-Hillel lemma allitasa L-re nem teljesl, tehat L ¢ L.
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Koévetkezmény £> nem zart a metszetre, komplementerre,
kllénbségre, szimmetrikus differenciara.

Bizonyitas:
{a"b"c"|n € N} = {a¥b"c" | k,n e N} n {a"b"cX |k, n € N}.

El6bb lattuk, hogy a baloldali nyelv nem £L»-beli, a jobboldali kettd
azonban kénnyen lathatéan Lo-beli. (Pl. S — aS|A, A — bAc|e)

Tegytik fel, hogy £» zart a komplementerre. A De
Morgan-azonossag alapjan L1 N Ly = L1 U L,. Mivel L, az uniéra
zart, ezért a komplementerre val6 zartsagbol kdvetkezne a
metszetre valé zartsaga, amirdl az imént kimutattuk, hogy nem
teljesal.

Ha kilénbségre, illetve szimmetrikus differenciara zart lenne, akkor
tetszbéleges L mellett tartalmazna T* \ L-et, illetve T*A L-et (ahol T
L &bécéje), de ezek mindegyike L, igy zart lenne a
komplementerre is.
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Két kérnyezetfiiggetlen nyelv metszete nem feltétlen
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Val6jaban A” nem lesz mas, mint a két gép direkt szorzata:
Q" :={[q.d]lgeQ A qd €Q}). q":= [q,ql

(z,[r,r']) :€6”(z,][9.9'],a) & (Z’r)€d(z,q,a) A6(q',a)=T".
(g,reQ,q,reQ,zeZ,z eZ,acT)

(z,[r,r']) :€6”(z,[q,.9),e) < (Z’r)€d(z,q,.6) AT =q
(.reQ,q,r'eQ',ze Z,z € Z¥%)

F”:={[g.9']lge F A @ € F'}.

A’ tehat ugy miikédik, mint A, csak kdzben az input minden
betlijének feldolgozasara l1ép az A’ géppel is. F”” definicidja szerint
A" azon L-beli szavakat fogadja el, amelyekre A’ is F’-beli
allapotba jut.



Algoritmikus eldonthetetlen problémak

A 2-es tipusu grammatikék esetében vannak algoritmikusan
eldénthetetlen problémak, azaz olyan elddntési (,igen”/,nem”
kimenetll) problémak, amelyekre nem létezik olyan mindig
terminal6 algoritmus, amelyik éppen a probléma ,igen”-példanyaira
ad igen valaszt.
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Output: L(Gy) é L(Go)
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G =(N,T,P,S) 2-es tipusu grammatika
(e S

: G 2-es tipusu grammatika
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Algoritmikusan eldéntheto problémak
Széprobléma:
Input: G=(N, T, P,S) 2-es tipust grammatika; u € T*.
Output: u ¢ L(G).

Az el6z6 elbadason lattuk, hogy a széprobléma a CYK
algoritmussal hatékonyan (polinomialis miveletigénnyel)
eldénthetd.
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