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KORNYEZETFUGGETLEN GRAMMATIKAK

Mostantél kérnyezetfliggetlen grammatikakat fogunk tekinteni.

Emlékeztetdil egy G = (N, T, P, S) koérnyezetfliggetlen
grammatika szabdlyai A — u alaktak, ahol A € N,u € (T U N)*.



Aktiv és elérheto nemterminalisok

Definicié

A kornyezetfliggetlen grammatika egy nemterminalisat inaktivnak
vagy nem aktivnak nevezzik, ha nem vezethetd le belble
terminalis sz6; egyébként aktivnak mondjuk.
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Aktiv és elérheto nemterminalisok

Definicio

A kornyezetfliggetlen grammatika egy nemterminalisat inaktivnak
vagy nem aktivnak nevezzik, ha nem vezethetd le belble
terminalis sz6; egyébként aktivnak mondjuk.

Definicio

A kérnyezetfliggetlen grammatika egy nemterminalisat nem
elérhetonek nevezziik, ha nem fordul el6 egyetlen olyan
mondatformaban sem, amely a kezdészimboélumbdl levezethetd;
egyébként elérhetéonek mondjuk.

Definicio
Egy koérnyezetfliggetlen grammatika redukalt, ha minden
nemterminalisa aktiv és elérheto.
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Aktiv nemterminalisok meghatarozasa
Legyen G = (N, T, P, S) egy a kérnyezetfliggetlen grammatika

A ={X|X—>ueP,ueT},

Api = AUXIX>weP,we(TUA)Y, i=1,2,...

Nyilvan A1 C Ao C--- C N.

Ebbdl kdvetkezik, hogy k € N, amelyre Ax = Ak1. Ekkor V¢ > k
esetén Ay = Ax.

A = Ax.

Tétel

A fenti modon el6allitott A halmaz éppen a G grammatika aktiv
nemterminalisainak halmaza.
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Aktiv nemterminalisok meghatarozasa
Bizonyitas: Legyen X € A, ekkor X € Ak.
Allitas: Minden 0 < i < k esetén létezik w € (T U Ac_;)*, melyre
X =5 w. (A = 0).
i-re vonatkozé teljes indukcioéval bizonyitjuk.
i = 0-ra nyilvanvalo, hiszen X =* X és X € Ax € (T U Ak_o)".

Ha pedig X =7 w,w € (T U Ac_;)*, akkor A,_; definicidja szerint w
minden nemterminalisabél egy Iépésben levezethetd egy

(T U Ax_(i4-1))"-beli 26, azaz létezik w € (T U Ax_(j11))", melyre
X=5w.

i = k-ra alkalmazva az allitast adédik, hogy A minden
nemterminalisa aktiv.
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Legyen most X G egy aktiv nemterminalisa. Ekkor Iétezik G-beli
X=W, = Wp 1= = w = wlevezetés (n > 1), ahol w € T*.

Allitas: w; € (AU T)* (1 <i<n).
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Tegyik fel, hogy i-re igaz az allitas. A wi.1 = w; levezetési
lépésben atirt nemterminalis w; € (A; U T)* egy részszavara irodik
at, igy ez arészszé is (A; U T)*-beli, vagyis az atirt nemterminalis
Ait1-beli és igy w1 € (A1 U T)".

Tehat, X = w, € (Ap U T)*, ésigy X € A, C A.

Tehat minden aktiv nemterminalis A-beli. Ezzel a tételt belattuk.



Elérheto nemterminalisok meghatarozasa
Legyen G = (N, T, P, S) egy a kdrnyezetfliggetlen grammatika



Elérheto nemterminalisok meghatarozasa
Legyen G = (N, T, P, S) egy a kdrnyezetfliggetlen grammatika



Elérheto nemterminalisok meghatarozasa
Legyen G = (N, T, P, S) egy a kdrnyezetfliggetlen grammatika

R :=RU{YeN|X>uYweP,XeR,uwe(NUT)",

i=1,2,...



Elérheto nemterminalisok meghatarozasa
Legyen G = (N, T, P, S) egy a kdrnyezetfliggetlen grammatika

R :=RU{YeN|X>uYweP,XeR,uwe(NUT)",

i=1,2,...

Nyilvan R4 C Ro € --- C N.



Elérheto nemterminalisok meghatarozasa
Legyen G = (N, T, P, S) egy a kdrnyezetfliggetlen grammatika

Rit1 := R,'U{YEN|X—>UYWEP,XGR,',U,WE(NU T)*},
i=1,2,...
Nyilvan R4 C Ro € --- C N.

Ebbdl kdvetkezik, hogy Jk € N, amelyre Rx = Rk.1. Ekkor V¢ > k
esetén R, = Rx.



Elérheto nemterminalisok meghatarozasa
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Rit1 := R,'U{YEN|X—>UYWEP,XGR,',U,WE(NU T)*},
i=1,2,...
Nyilvan R4 C Ro € --- C N.

Ebbdl kdvetkezik, hogy Jk € N, amelyre Rx = Rk.1. Ekkor V¢ > k
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Elérheto nemterminalisok meghatarozasa
Legyen G = (N, T, P, S) egy a kérnyezetfliggetlen grammatika

Ry :={S},

Rit1 := R,'U{YEN|X—>UYWEP,XGR,',U,WE(NU T)*},
i=1,2,...
Nyilvan R4 C Ro € --- C N.

Ebbdl kdvetkezik, hogy Jk € N, amelyre Rx = Rk.1. Ekkor V¢ > k
esetén R, = Rx.

R := Ry.

Tetel

A fenti modon eldéallitott R halmaz éppen a G grammatika elérhetd
nemterminalisainak halmaza.
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Elérheto nemterminalisok meghatarozasa

Bizonyitas: i-re vonatkozé teljes indukciéval kdnnyen lathato,
hogy az Rj-beli nemterminalisok elérhetbek.

i = 1-re nyilvanvalé.

TegyUk fel, hogy i-re igaz, és legyen Y € R 1.

Ekkor létezik X € R;, u,w e (NU T)*, hogy p = X —» uYw € P. Az
indukcids feltevés szerint létezik v4, vo € (NU T)*, melyre

S =* viXvo. Ekkor p alkalmazasaval: S =* vi Xvo = viuYwvo,
tehat Y elérhetd.
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Masrészt legyen S = wy = --- = w, = uZw egy levezetés
(n>1),ahol wj,u,we (NUT)*(1<i<n)ésZeN.

i-re vonatkozo teljes indukciéval lathat6, hogy w; nemterminalisai
Ri-beliek.

i = 1-re nyilvanvalé.

TegyUk fel, hogy i-re igaz és Y w;,1-beli nemterminalis. Ha Y
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Elérheto nemterminalisok meghatarozasa

Masrészt legyen S = wy = --- = w, = uZw egy levezetés
(n>1),ahol wj,u,we (NUT)*(1<i<n)ésZeN.

i-re vonatkozo teljes indukciéval lathat6, hogy w; nemterminalisai
Ri-beliek.

i = 1-re nyilvanvalé.

TegyUk fel, hogy i-re igaz és Y w;,1-beli nemterminalis. Ha Y
wi-ben is eléfordul, akkor az indukcios feltevés miatt Y € R; € Rj. 1.
Ha Y nem fordul elé w;-ben, akkor a w; = w; 1 levezetés soran
egy X — uYw e P szabaly kertlt alkalmazasra, ahol

u,w e (NU T)*. Az indukcios feltevés miatt X € R; és igy Y € Rii1.

Tehat Z € R, C R, ezzel a tételt belattuk.
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Tétel

Minden kérnyezetfuggetlen G grammatikdhoz meg tudunk
konstrualni egy vele ekvivalens redukalt G’ kérnyezetfliggetlen
grammatikat.

Bizonyitas: Hagyjuk el a G grammatika inaktiv nemterminalisait
és az ket tartalmazo valamennyi szabalyt (G”'), majd hagyjuk el
az igy kapott grammatika nem elérheté nemtermindlisait és az
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G’ nyilvan ekvivalens az eredetivel és minden nemterminalisa
elérhetd. Legyen X G’ egy tetszdleges nemtermindlisa. G”-ben X
aktiv volt, azaz levezethetd volt beldle G”-ben termindlis szé. Mivel
X elérhetd G’-ben ezért ezen levezetésben eléforduld
nemterminalisok elérhetéek G’-ben, igy X G’-ben is aktiv.



Redukalt grammatika

Tétel

Minden kérnyezetfuggetlen G grammatikdhoz meg tudunk
konstrualni egy vele ekvivalens redukalt G’ kérnyezetfliggetlen
grammatikat.

Bizonyitas: Hagyjuk el a G grammatika inaktiv nemterminalisait
és az ket tartalmazo valamennyi szabalyt (G”'), majd hagyjuk el
az igy kapott grammatika nem elérheté nemtermindlisait és az
ezeket tartalmazé szabdlyokat (G').

G’ nyilvan ekvivalens az eredetivel és minden nemterminalisa
elérhetd. Legyen X G’ egy tetszdleges nemtermindlisa. G”-ben X
aktiv volt, azaz levezethetd volt beldle G”-ben termindlis szé. Mivel
X elérhetd G’-ben ezért ezen levezetésben eléforduld
nemterminalisok elérhetéek G’-ben, igy X G’-ben is aktiv.

Tehat G’ G-vel ekvivalens redukalt grammatika.



Redukalt grammatika

Mivel minden 3-as tipusu grammatika egyben 2-es tipusu is és a
fenti bizonyitasokban a szabalyok kézil csak elhagytunk néhanyat
azonnal adédik a kévetkezd:



Redukalt grammatika

Mivel minden 3-as tipusu grammatika egyben 2-es tipusu is és a
fenti bizonyitasokban a szabalyok kdzll csak elhagytunk néhanyat
azonnal adédik a kdvetkez6:

Kévetkezmény

Minden regularis G grammatikahoz meg tudunk konstrualni egy
vele ekvivalens redukalt G’ regularis grammatikat.



Redukalt grammatika

Példa

S — A|bBD
A — AB|A

B — ¢|al|SS
C —> AS|a

D — BB



Redukalt grammatika

Példa

S — A|bBD
A — AB|A

B — ¢|al|SS
C —> AS|a

D — BB

Aktivak: A = {B,C},A, ={B,C,D},As = A, =(B,C,D, S}, az
A-t tartalmazé szabalyok elhagyhatok.



Redukalt grammatika

Példa

S — A|bBD
A — AB|A

B — ¢|al|SS
C —> AS|a

D — BB

Aktivak: A = {B,C},A, ={B,C,D},As = A, =(B,C,D, S}, az
A-t tartalmazé szabalyok elhagyhatok.

S — bBD

B — ¢|a|SS

C—a

D — BB



Redukalt grammatika

Példa

S — A|bBD

A - AB|A

B — ¢|al|SS

C —> AS|a

D — BB

Aktivak: A = {B,C},A, ={B,C,D},As = A, =(B,C,D, S}, az
A-t tartalmazé szabalyok elhagyhatok.
S — bBD

B — ¢|a|SS

C—a

D — BB

Elérheték: Ry = {S}, Ro = Rs = {S, B, D}, C elhagyhatd.



Redukalt grammatika

Példa

S — A|bBD
A — AB|A

B — ¢|al|SS
C —> AS|a

D — BB

Aktivak: A = {B,C},A, ={B,C,D},As = A, =(B,C,D, S}, az
A-t tartalmazé szabalyok elhagyhatok.

S — bBD

B — ¢|a|SS

C—a

D — BB

Elérhetdk: Ry = {S}, R = R3 = {S, B, D}, C elhagyhat6.

S — bBD

B — ¢|a|SS
D — BB



Redukalt grammatika

Példa

S — A|bBD
A — AB|A

B — ¢|al|SS
C —> AS|a

D — BB

Aktivak: A = {B,C},A, ={B,C,D},As = A, =(B,C,D, S}, az
A-t tartalmazé szabalyok elhagyhatok.

S — bBD

B — ¢|a|SS

C—a

D — BB

Elérhetdk: Ry = {S}, R = R3 = {S, B, D}, C elhagyhat6.

S — bBD

B —¢lalSS

D — BB Az eredmény az eredetivel ekvivalens és redukalt.



Chomsky normalforma

Definicié
Egy G = (N, T, P, S) grammatika Chomsky normalformaju, ha
minden P-beli szabaly alakja a kbvetkezdk valamelyike:



Chomsky normalforma

Definicié
Egy G = (N, T, P, S) grammatika Chomsky normalformaju, ha
minden P-beli szabaly alakja a kbvetkezdk valamelyike:

> So e



Chomsky normalforma

Definicio
Egy G = (N, T, P, S) grammatika Chomsky normalformaju, ha
minden P-beli szabaly alakja a kdvetkezdk valamelyike:

> S—o e

» A— BC,A,B,C e N;tovabbd B,C # S,haS — g€ P.



Chomsky normalforma

Definicié
Egy G = (N, T, P, S) grammatika Chomsky normalformaju, ha
minden P-beli szabaly alakja a kbvetkezdk valamelyike:

» S—oe¢

» A— BC,A,B,C e N;tovabba B,C +# S,ha S —» g€ P.

» A—-a, AeN,aeT.



Chomsky normalforma

Definicio
Egy G = (N, T, P, S) grammatika Chomsky normalformaju, ha
minden P-beli szabaly alakja a kdvetkezdk valamelyike:

> S—o e

» A— BC,A,B,C e N;tovabbd B,C # S,haS — g€ P.

» A—-a, AeN,aeT.

Tétel

Minden G kdrnyezetfliggetlen grammatikahoz létezik vele
ekvivalens Chomsky normalformaju grammatika.



Chomsky normalforma

Definicié
Egy G = (N, T, P, S) grammatika Chomsky normalformaju, ha
minden P-beli szabaly alakja a kdvetkezdk valamelyike:

» S—oe¢

» A— BC,A,B,C e N;tovabba B,C +# S,ha S —» g€ P.

» A—-a, AeN,aeT.

Tétel

Minden G kdrnyezetfliggetlen grammatikahoz létezik vele
ekvivalens Chomsky normalformaju grammatika.

Bizonyitas: Tobb lépésben atalakitjuk G-t a megfelel6 alakra
Ugyelve arra, hogy az egyes atalakitasi [épések utan kapott
grammatika G-vel ekvivalens legyen.



Chomsky normalforma
1. 1épés Uj kezddszimbolum bevezetése

Vezessiink be egy Uj Sy kezddszimbdlumot és adjuk hozza az
Sp — S szabalyt P-hez. A generalt nyelv nyilvan nem valtozik, de
a kezdbészimbolum mar nem fordul elé szabaly jobboldalan.



Chomsky normalforma
1. 1épés Uj kezddszimbolum bevezetése

Vezessiink be egy Uj Sy kezddszimbdlumot és adjuk hozza az
Sp — S szabalyt P-hez. A generalt nyelv nyilvan nem valtozik, de
a kezdbészimbolum mar nem fordul elé szabaly jobboldalan.

Kivétel: Amennyiben S nem fordul el szabaly jobboldalan, ez a
Iépés kihagyhato.



Chomsky normalforma
1. 1épés Uj kezddszimbolum bevezetése

Vezessiink be egy Uj Sy kezddszimbdlumot és adjuk hozza az
Sp — S szabalyt P-hez. A generalt nyelv nyilvan nem valtozik, de
a kezdbészimbolum mar nem fordul elé szabaly jobboldalan.

Kivétel: Amennyiben S nem fordul el szabaly jobboldalan, ez a
Iépés kihagyhato.

Megjegyzés: A bizonyitas tovabbi része feltételezi, hogy S-sel van
jelélve a kezd6szimbdlum, ez a nemterminalisok atnevezésével
biztosithato.



Chomsky normalforma
2. lépés Alterminalisok bevezetése

Minden a € T termindlisra végezziik el a kdvetkezbt. Legyen a
egy Uj nemterminalis szimbdlum és helyettesitsiik minden P-beli
szabaly jobboldalan a eléfordulasait 4 -val. Adjuk hozza ezen kivl
P-hez a a — a Uj szabalyt.



Chomsky normalforma
2. lépés Alterminalisok bevezetése

Minden a € T termindlisra végezziik el a kdvetkezbt. Legyen a
egy Uj nemterminalis szimbdlum és helyettesitsiik minden P-beli
szabaly jobboldalan a eléfordulasait 4 -val. Adjuk hozza ezen kivl
P-hez a a — a Uj szabalyt.

Az igy kapott grammatika az eredetivel ekvialens (ezt mar
korabban meggondoltuk, a zartsagi tétel bizonyitasanal).



Chomsky normalforma
2. lépés Alterminalisok bevezetése

Minden a € T termindlisra végezziik el a kdvetkezbt. Legyen a
egy Uj nemterminalis szimbdlum és helyettesitsiik minden P-beli
szabaly jobboldalan a eléfordulasait 4 -val. Adjuk hozza ezen kivl
P-hez a a — a Uj szabalyt.

Az igy kapott grammatika az eredetivel ekvialens (ezt mar
korabban meggondoltuk, a zartsagi tétel bizonyitasanal).

Kivétel: Amennyiben A — a € P, akkor a-nak ezt az el6éfordulasat
nem szikséges atirni, hiszen ez a szabaly mar kelld alaku.



Chomsky normalforma
3. lépés Hosszredukcio
Ekkor minden X — Y;Ys--- Yk, k > 3 alaku szabalyt
helyettesitink egy
{X e Y1Z1,Z1 i Yng, 000 ,Zk_2 el Yk_1 Yk}

szabalyhalmazzal, ahol Zy, ..., Zk_2 Uj, a szabalyhoz bevezetett
nemterminalisok.



Chomsky normalforma
3. lépés Hosszredukcio
Ekkor minden X — Y;Ys--- Yk, k > 3 alaku szabalyt
helyettesitink egy
{X e Y1Z1,Z1 i Yng, 000 ,Zk_2 el Yk_1 Yk}

szabalyhalmazzal, ahol Zy, ..., Zk_2 Uj, a szabalyhoz bevezetett
nemterminalisok.

Nyilvan minden X — Y;Yas--- Y szabalyalkalmazas
helyettesithetd a fenti szabalyokkal.



Chomsky normalforma
3. lépés Hosszredukcio

Ekkor minden X — Y;Ys--- Yk, k > 3 alaku szabalyt
helyettesitink egy

(X = Y1Z4,Z1 = Yolo, ..., Zk—2 = Yr-1Yk}

szabalyhalmazzal, ahol Zy, ..., Zk_2 Uj, a szabalyhoz bevezetett
nemterminalisok.

Nyilvan minden X — Y;Yas--- Y szabalyalkalmazas
helyettesithetd a fenti szabalyokkal. Masrészt minden, valamelyik
Z;-t tartalmazé levezetés az atalakitott grammatikaban 2y, ..., Zk_o
sorrendben minden Z;-t tartalmaz, és meggondolhaté, hogy
amennyiben a Z;-t behoz6 1épést nem kdzvetlendl kdveti a Z;-t
atir6 1épés, akkor ez a Z-t atird 1épés a levezetésben
elérehozhat6. Tehat feltehetd, hogy a Zi-k a fenti sorrendben,
kdzvetlenlil egymast kovetd 1épésekben alakulnak at, vagyis

X — Y1Ya--- Yy alkalmazasat szimulaljak.



Chomsky normalforma
4. lépés s-mentesités
Definidljuk az U; € N halmazokat a kévetkezdképpen:

U ={X|X > eeP},



Chomsky normalforma
4. lépés s-mentesités
Definidljuk az U; € N halmazokat a kévetkezdképpen:

U ={X|X > eeP},

U,'+1 Z:U,'U{X|X—>U€PéSU€U;k}. i>1



Chomsky normalforma
4. lépés s-mentesités
Definidljuk az U; € N halmazokat a kévetkezdképpen:

U ={X|X > eeP},
Uit1 ::U,'U{X|X—>u€PéSU€U;k}. i>1

Nyilvanvalé, hogy az U; sorozat, i = 1,2, ... a tartalmazéasra nézve
hierarchiat alkot és van olyan k index, hogy Ux = U1 és igy
Uy = Uk minden ¢ > k-ra.
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4. lépés s-mentesités
Definidljuk az U; € N halmazokat a kévetkezdképpen:

U ={X|X > eeP},
Uit1 ::U,'U{X|X—>u€PéSU€U;k}. i>1

Nyilvanvalé, hogy az U; sorozat, i = 1,2, ... a tartalmazéasra nézve
hierarchiat alkot és van olyan k index, hogy Ux = U1 és igy
Uy = Uk minden ¢ > k-ra.

U = Uk.



Chomsky normalforma
4. lépés s-mentesités
Definidljuk az U; € N halmazokat a kévetkezdképpen:

U ={X|X > eeP},
Uit1 ::U,'U{X|X—>u€PéSU€U;k}. i>1

Nyilvanvalé, hogy az U; sorozat, i = 1,2, ... a tartalmazéasra nézve
hierarchiat alkot és van olyan k index, hogy Ux = U1 és igy
Uy = Uk minden ¢ > k-ra.

U = Uk.
Ekkor az aktiv nemtermindlisok halmazanak algoritmikus

eldallitasanal latotthoz hasonlé gondolatmenettel meggondolhatd,
hogy X =, & akkor és csak akkor, ha X € U.



Chomsky normalforma
4. lépés s-mentesités
Definidljuk az U; € N halmazokat a kévetkezdképpen:

U ={X|X > eeP},
Uit1 ::U,'U{X|X—>u€PéSU€U;k}. i>1

Nyilvanvalé, hogy az U; sorozat, i = 1,2, ... a tartalmazéasra nézve
hierarchiat alkot és van olyan k index, hogy Ux = U1 és igy
Uy = Uk minden ¢ > k-ra.

U = Uk.
Ekkor az aktiv nemtermindlisok halmazanak algoritmikus

eldallitasanal latotthoz hasonlé gondolatmenettel meggondolhatd,
hogy X =, & akkor és csak akkor, ha X € U.

Ebbdl rogton kovetkezik, hogy € € L(G) akkor és csak akkor, ha
SeU.



Chomsky normalforma

Hagyjuk el P-bdl az 6sszes X — ¢ alaku Un. e-szabalyt és adjuk
hozza a kovetkezoket



Chomsky normalforma
Hagyjuk el P-bdl az 6sszes X — ¢ alaku Un. e-szabalyt és adjuk
hozza a kovetkezoket

» A->BCeP,B,CelUeseténazA - BésA—-C
szabalyokat



Chomsky normalforma
Hagyjuk el P-bdl az 6sszes X — ¢ alaku Un. e-szabalyt és adjuk
hozza a kovetkezoket

» A->BCeP,B,CelUeseténazA - BésA—-C
szabalyokat

» A—>BCeP,BeU,C ¢ Uesetén az A — C szabalyt



Chomsky normalforma
Hagyjuk el P-bdl az 6sszes X — ¢ alaku Un. e-szabalyt és adjuk
hozza a kovetkezoket

» A->BCeP,B,CelUeseténazA - BésA—-C
szabalyokat

» A—>BCeP,BeU,C ¢ Uesetén az A — C szabalyt
» A—>BCeP,B¢U,Ce Ueseténaz A — B szabalyt



Chomsky normalforma

Hagyjuk el P-bdl az 6sszes X — ¢ alaku Un. e-szabalyt és adjuk
hozza a kovetkezoket

» A->BCeP,B,CeUeseténazA - BésA - C

szabalyokat

» A—>BCeP,BeU,C ¢ Uesetén az A — C szabalyt

» A—>BCeP,B¢U,Ce Ueseténaz A — B szabalyt
Legyen G’ az igy kapott grammatika. Ekkor L(G1) € L(G) \ {&},
hiszen minden 0 szabaly alkalmazasa megfelel egy régi szabaly
alkalmazasanak amelyet egy B =, € vagy C =, ¢ levezetés
alkalmazasaval kombinalunk.



Chomsky normalforma

Hagyjuk el P-bdl az 6sszes X — ¢ alaku Un. e-szabalyt és adjuk
hozza a kovetkezoket
» A->BCeP,B,CeUeseténazA - BésA - C
szabalyokat

» A—>BCeP,BeU,C ¢ Uesetén az A — C szabalyt

» A—>BCeP,B¢U,Ce Ueseténaz A — B szabalyt
Legyen G’ az igy kapott grammatika. Ekkor L(G1) € L(G) \ {&},
hiszen minden 0 szabaly alkalmazasa megfelel egy régi szabaly

alkalmazasanak amelyet egy B =, € vagy C =, ¢ levezetés
alkalmazasaval kombinalunk.

Masrészt L(G) \ {e} € L(G1). Ugyanis, ha S =7, u és u # &, akkor
S =y, u, hiszen az X — & tipusu szabalyok alkalmazasa
elkerllhetd egy megfeleld Uj szabaly alkalmazasaval.



Chomsky normalforma

Hagyjuk el P-bdl az 6sszes X — ¢ alaku Un. e-szabalyt és adjuk
hozza a kovetkezoket

» A->BCeP,B,CeUeseténazA - BésA - C

szabalyokat

» A—>BCeP,BeU,C ¢ Uesetén az A — C szabalyt

» A—>BCeP,B¢U,Ce Ueseténaz A — B szabalyt
Legyen G’ az igy kapott grammatika. Ekkor L(G1) € L(G) \ {&},
hiszen minden 0 szabaly alkalmazasa megfelel egy régi szabaly
alkalmazasanak amelyet egy B =, € vagy C =, ¢ levezetés
alkalmazasaval kombinalunk.

Masrészt L(G) \ {e} € L(G1). Ugyanis, ha S =7, u és u # &, akkor
S =y, u, hiszen az X — & tipusu szabalyok alkalmazasa
elkerllhetd egy megfeleld Uj szabaly alkalmazasaval.

Tehat S ¢ U esetén Gy ekvivalens G-vel, S € U esetén adjuk
hozza a grammatika szabalyaihoz az S — ¢ szabalyt.



Chomsky normalforma

5. lépés Lancmentesités



Chomsky normalforma
5. lépés Lancmentesités

Mar csak az X — Y alaku (X, Y € N), G.n. lancszabalyokat kell
eliminélni. Jeldlje Py a P-beli lancszabalyok halmazat.
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5. lépés Lancmentesités

Mar csak az X — Y alaku (X, Y € N), G.n. lancszabalyokat kell
eliminélni. Jeldlje Py a P-beli lancszabalyok halmazat.

Minden A € N esetén legyen H(A) := {B € N|A =* B}.
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Mar csak az X — Y alaku (X, Y € N), G.n. lancszabalyokat kell
eliminélni. Jeldlje Py a P-beli lancszabalyok halmazat.

Minden A € N esetén legyen H(A) := {B € N|A =* B}.

A G-vel ekvivalens, lancmentes G’ grammatika szabalyai:



Chomsky normalforma
5. lépés Lancmentesités

Mar csak az X — Y alaku (X, Y € N), G.n. lancszabalyokat kell
eliminélni. Jeldlje Py a P-beli lancszabalyok halmazat.

Minden A € N esetén legyen H(A) := {B € N|A =* B}.
A G-vel ekvivalens, lancmentes G’ grammatika szabalyai:

P’ :={A > w|3B € H(A), amelyre B > w € P} \ Py.



Chomsky normalforma
5. lépés Lancmentesités

Mar csak az X — Y alaku (X, Y € N), G.n. lancszabalyokat kell
eliminélni. Jeldlje Py a P-beli lancszabalyok halmazat.

Minden A € N esetén legyen H(A) := {B € N|A =* B}.
A G-vel ekvivalens, lancmentes G’ grammatika szabalyai:
P’ :={A - w|3dB € H(A), amelyre B —» w € P} \ Py.

L(G’) € L(G), hiszen egy A — w Uj szabaly alkalmazasa megfelel
az A =" B lancszabalyok és a B — w eredeti szabaly
alkalmazésanak (B € H(A)).



Chomsky normalforma
5. lépés Lancmentesités

Mar csak az X — Y alaku (X, Y € N), G.n. lancszabalyokat kell
eliminélni. Jeldlje Py a P-beli lancszabalyok halmazat.

Minden A € N esetén legyen H(A) := {B € N|A =* B}.
A G-vel ekvivalens, lancmentes G’ grammatika szabalyai:
P’ :={A - w|3dB € H(A), amelyre B —» w € P} \ Py.

L(G’) € L(G), hiszen egy A — w Uj szabaly alkalmazasa megfelel
az A =" B lancszabalyok és a B — w eredeti szabaly
alkalmazésanak (B € H(A)).

Masrészt L(G) € L(G’), hiszen az 0j szabalyokkal a
lancszabalyok alkalmazéasa elkeriilhetd.



Chomsky normalforma

H(A) algoritmikus el6allitasahoz definidljuk rekurzivan a H;(A)
(i = 0) halmazokat az alabbiak szerint:



Chomsky normalforma

H(A) algoritmikus el6allitasahoz definidljuk rekurzivan a H;(A)
(i = 0) halmazokat az alabbiak szerint:

Ho(A) := {A}



Chomsky normalforma

H(A) algoritmikus el6allitasahoz definidljuk rekurzivan a H;(A)
(i = 0) halmazokat az alabbiak szerint:

Ho(A) := (A}
Hii1(A) == Hi(A) U {B e N|3C € H,(A) amelyre C — B € P}.



Chomsky normalforma

H(A) algoritmikus el6allitasahoz definidljuk rekurzivan a H;(A)
(i = 0) halmazokat az alabbiak szerint:

Ho(A) := (A}
Hi+1(A) := Hi(A) U{B € N|3C € H;(A) amelyre C — B € P}.
Ho(A) C H, (A) C.-.-C HK(A) - cN



Chomsky normalforma

H(A) algoritmikus el6allitasahoz definidljuk rekurzivan a H;(A)
(i = 0) halmazokat az alabbiak szerint:

Ho(A) := {A}

Hiv1(A) == Hi(A) U{B € N|3C € Hi(A) amelyre C — B € P}.
Ho(A) € Hy(A) € --- S Hk(A) S --- C N

k :=minf0 <i<n-1[Hi(A) = Hit1(A)}.



Chomsky normalforma

H(A) algoritmikus el6allitasahoz definidljuk rekurzivan a H;(A)
(i = 0) halmazokat az alabbiak szerint:

Ho(A) := {A}

Hiv1(A) == Hi(A) U{B € N|3C € Hi(A) amelyre C — B € P}.
Ho(A) € Hy(A) € --- S Hk(A) S --- C N

k :=minf0 <i<n-1[Hi(A) = Hit1(A)}.

H(A) := Hk(A).



Chomsky normalforma

H(A) algoritmikus el6allitasahoz definidljuk rekurzivan a H;(A)
(i = 0) halmazokat az alabbiak szerint:

Ho(A) := {A}

Hiv1(A) == Hi(A) U{B € N|3C € Hi(A) amelyre C — B € P}.
Ho(A) € Hy(A) € --- S Hk(A) S --- C N

k :=minf0 <i<n-1[Hi(A) = Hit1(A)}.

H(A) := Hk(A).

Ekkor az elérheté nemterminalisok halmazanak algoritmikus
eldallitasanal latotthoz hasonlé gondolatmenettel meggondolhatd,
hogy Hk(A) valéban az A-bél lancszabalyokkal elérhetd
nemterminalisok halmaza.



Chomsky normalforma — példa

Példa: Hozzuk az alabbi grammatikat Chomsky normalformara! (a
nagybetlik a nemterminalisok, S a kezd6szimélum)



Chomsky normalforma — példa

Példa: Hozzuk az alabbi grammatikat Chomsky normalformara! (a
nagybetlik a nemtermindlisok, S a kezdészimélum)

S — AB

A — aAa|C

B — bBb|C
C —> Cabc|b|e



Chomsky normalforma — példa
Példa: Hozzuk az alabbi grammatikat Chomsky normalformara! (a
nagybetlik a nemtermindlisok, S a kezdészimélum)

S — AB

A — aAa|C

B — bBb|C
C —> Cabc|b|e

Megoldas:

1. 1épés: Nincs S a jobboldalon, maradhat S a kezddszimbélum.



Chomsky normalforma — példa

Példa: Hozzuk az alabbi grammatikat Chomsky normalformara! (a
nagybetlik a nemtermindlisok, S a kezdészimélum)

S — AB

A — aAa|C

B — bBb|C

C —> Cabc|b|e

Megoldas:

1. 1épés: Nincs S a jobboldalon, maradhat S a kezddszimbélum.
2. 1épés (Alterminalisok bevezetése):
S - AB

A - DAD|C

B —» EBE|C

C - CDEF|b|e

D— a

E—>b
F—c



Chomsky normalforma — példa

3. |épés (Hosszredukcio):

S —> AB

A - DAD|C

B —» EBE|C

C —» CDEF|b|e
D— a

E—b

F—-c



Chomsky normalforma — példa

3. |épés (Hosszredukcio):

S —> AB

A - DAD|C

B —» EBE|C

C —» CDEF|b|e —
D— a

E—b

F—-c

S — AB
A - Dzy|C
B— EZ|C
C - CZl|ble
D— a
E—-b
F—-c¢
Z1—>AD
Zz—)BE
Z3—>DZ4
Z4—>EF



Chomsky normalforma — példa
4. Iépeés (e-mentesités):
Uo ={C}, Uy ={C,A,B},U, = U3 = {S,A,B,C} = U.
S — AB
A - DZ;|C
B— EZ|C
C—CZlble
D—a
E—-b
F—c
Z1 = AD
Zg — BE
Zg - DZ4
Z4 — EF



Chomsky normalforma — példa
4. |épés (e-mentesités):
Uo=1{C} Ui ={C,A,B}LU. = Us ={S,A,B,C} = U.

S — AB S —>AB|A|B|e
A = DZ,|C A = DZ|C
B— EZ|C B— EZ|C
C—>CZ|ble C > CZ|b|Z;
D — a D — a

E—b — E—b

F-oc F—-c

Zy —» AD Zi - AD|D

Z> — BE Z> —» BE|E
Z3—>DZ4 Z3—>DZ4

Zy — EF Zy — EF



Chomsky normalforma — példa

5. lépés (Lancmentesités):
Ho(S) = (S}, H1(S) = (S, A, B}, Ho(S) = {S,A, B, C}, Hs(S) =
{S,A,B,C,Zs} = H(S)

Hasonléan H(A) = {A, C,Zs},H(B) = {B, C, Z3}, H(C) = {C, Z3} ,
H(Zy) ={D, Z1}, H(Z2) = {E, Z»}, a tobbi csak 6nmagat
tartalmazza.

S > AB|A|B]|e

A — DZ,|C

B— EZ|C

C > CZ|b|Z;

D — a

E—>b

F—-c

Zy — AD|D

Z3 — DZ4

Zs — EF



Chomsky normalforma — példa

5. lépés (Lancmentesités):
Ho(S) = (S}, Hi(S) = {S, A, B}, Hao(S) = {S, A, B, C}, H3(S) =
{S,A,B,C,Zs} = H(S)

Hasonléan H(A) = {A, C, Z3}, H(B) = {B, C, Z3}, H(C) = {C, Z5} ,
H(Z1) = {D, Z1}, H(Z2) = (E, Zo}, a tobbi csak Gnmagét
tartalmazza.

S AB|A|B|s S — AB|DZ|CZ;|b|DZ4|EZs | &
A - Dzi|C A — DZy|CZ;|b|DZy
B—-EZ|C B —» EZ,|CZ;|b|DZ4

D— a D— a

E—b = E—b

F->c F—-c

Zy - AD|D Zi —» AD|a

Zo — BE|E Z» — BE|b

Z3—>DZ4 Zs—>DZ4

Zs — EF Zs — EF



Chomsky normalforma — az algoritmus hatékonysaga

Legyen G = (N, T, P, S) egy kérnyezetfliggetlen grammatika. Ha
p:X— Yy---Yn € P, akkor legyen |p| := m+ 1, a p szabaly bal-
és jobboldalanak 6sszhossza. Jeldlie |G| := Y peplpla G
grammatika méretét.
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Legyen G = (N, T, P, S) egy kérnyezetfliggetlen grammatika. Ha
p:X— Yy---Yn € P, akkor legyen |p| := m+ 1, a p szabaly bal-
és jobboldalanak 6sszhossza. Jeldlie |G| := Y peplpla G
grammatika méretét.

A Chomsky normalformara hozas hatékonysaga:

A fenti algoritmus nagysagrendileg |G|? 1épésben el6allit egy
nagysagrendileg legfeljebb |G|? méretii G-vel ekvivalens Chomsky
normalformaju grammatikat.

Megjegyzés: A méretndvekedés a lancmentesités kivételével
linearis.
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A kornyezetfuiggetlen grammatikak szoproblémaja
Allitas: Legyen G = (T, N, P, S) kdrnyezetfiiggetlen grammatika
?
és egy u € T* egy sz6. Eldonthetd, hogy u € L(G).

Bizonyitas: Az el6z6 algoritmus alapjan algoritmikusan
eldallithaté egy G-vel ekvivalens Chomsky normalformaju
grammatika. Legyen n = |ul.

n=0eseténuel(G) & S—>eceP.

Teljes indukciéval kdnnyen lathatd, hogy n > 1 esetén u levezetése
n—1 darab ,A — BC” tipusu és n darab ,A — a” tipusu szabaly
alkalmazasabdl all. Mivel adott grammatika és n esetén véges sok
ilyen levezetés van ezek megvizsgalasa utan el tudjuk dénteni,

hogy u ¢ L(G).
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A kornyezetfiiggetlen grammatikak széproblémaja

Az el6z6 algoritmus alapjan csak exponencialis felsé becslést
adhatunk a széprobléma eldéntésének hatékonysagara.

u levezetéseinek keresését azonban hatékonyabban is
megszervezhetjik egy ,bottom-up” Un. ,dinamikus programozas”
segitségével, az igy kapott algoritmus mar polinomialis (azaz
hatékony) lesz.

John Cocke, Daniel Younger és Tadao Kasami algoritmusa (CYK
algoritmus) egy Chomsky normalformaban adott grammatika
esetében |G| - n® nagysagrendii Iépésben elddnti a sz6problémat.

Tetszbleges kérnyezetfliggetlen grammatika esetén tehat a
Chomsky normalformara hozassal kombindlva a CYK algoritmus
hatékonysagara |GJ? - n® nagysagrenddi felsé becslés adhato.
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Output: u ¢ L(G)
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CYK algoritmus 2-es tipusu széproblémara

Cocke-Younger-Kasami (CYK) algoritmus

Input: Egy kérnyezetfliggetlen G = (T, N, P, S) grammatika
Chomsky-normalformaban adva és egy u € T* sz6.

Output: u ¢ L(G)

Legyenu=t;...t,, tie T,n> 1. Legyen A; a P; € P szabaly bal-,
Bi pedig a jobboldala. (1 <i<|P|, Aie N,B; € TUN?)

A CYK algoritmus rekurziven definial H;j, 1 < i < j < n halmazokat
(j—i) szerint névekvd sorrendben.

Hiji = {Aj|8; = ti}
1 ,
Hij == {Ax Bk € hU.Hi,hHh-H,j} (i<J)
=i

uel(G) & Se€Hi,.
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Az algoritmus helyességéhez elég belatni, hogy minden
1<i<j<neseténH;; ={X¢ N|X:>"‘G i ).

Ezt (j — i)-re vonatkozo teljes indukciéval bizonyitjuk.
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vezetheto le.

TegyUk fel, hogy az éllitds igaz minden olyan 1 < k < ¢ < n-re,
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ésZ =" thyy--t. Mivelh—i<j—iésj—(h+1)<j—iezértaz
indukcios feltevés szerint Y € Hp, Z € Hpyqj €sigy X € Hjj.
Forditva, ha X € H;; (j > i), akkor van olyan i < h < j és

Y eHipnZeHyj, melyre X - YZeP,azaz Y =" t;---th és
Z=>"thyq- . Ekkor X = YZ =" ti-- - thZ =" 1 - 1.



CYK algoritmus
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Példa: AG =({S,A,B,C,U,V,W,X,Y,Z},{a,b,c},P,S)
Chomsky normalformaju grammatika esetén CYK algoritmussal
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Példa: AG =({S,A,B,C,U,V,W,X,Y,Z},{a,b,c},P,S)
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Példa: AG =({S,A,B,C,U,V,W,X,Y,Z},{a,b,c},P,S)
Chomsky normalformaju grammatika esetén CYK algoritmussal
doéntstik el, hogy az aabbcc szét generélja-e G, ahol P:

S — AB|BC
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U—- XX
W — YY|XS
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Z—b
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Hi1  Hop o+ Hpp
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Példa: AG =({S,A,B,C,U,V,W,X,Y,Z},{a,b,c},P,S)
Chomsky normalformaju grammatika esetén CYK algoritmussal
doéntstik el, hogy az aabbcc szét generélja-e G, ahol P:

S - AB|BC

A — XA|a

X — a

C—-YC|c

Y—>c

B - UV|VW|XS

U—- XX

W — YY| XS
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S - AB|BC

A — XA|a

X —>a
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Y —>c
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U—- XX

W — YY| XS
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S - AB|BC
A—>XA |a

X —>a
C—-YC|c

Y —>¢c

B — UV|VW|XS
U— XX

W — YY| XS
V> 2727

Z—b

{A. X} {AX} {Z} {Z} {v.c} {v.C}

a a b b c c

{A, XHA, X} = {AA, AX, XA, XX}
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S - AB|BC

A — XAla

X —>a
C—-YC|c

Y >c

B - UV|VW|XS
U—- XX

W — YY| XS
V - ZZ
Z—b
{A, U}

v
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{C, W}

{y.C}

{y.C}
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a

b b
{A,Ul{Z} = {AZ, UZ}
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S - AB|BC

A — XAla

X —>a
C—-YC|c

Y >c

B —- UV| VW | XS
U—- XX

W — YY| XS
V> 27

Z-b o o B o

{A. U} ) Vi
(A, X} {AX} {Z} {Z}

a a b b
{ZH} =1} {VH{C, W} = {VC, VW}
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S - AB |BC

A — XAla

X —>a
C—-YC|c

Y ->c

B —» UV|VW|XS

U— XX (B) () (B)
W — YY | XS

V- 2z {} ) ) -

Z—b
wu B om0 ew
AX) AX) 2 & e [IGe)

a a b b @ G

{ AB.XB ) - 0 {)
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S - AB | BC
A XAla

X —> a
C—-YC|c
Y —>¢c
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a a b b
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S — AB|BC
A - XA|a
X—a
C—-YC|c {S,B,W)}
Y—>c
B — UV|VW|XS {S} {S}
U— XX
W = YY|XS {B} {} {B}
V—zz 0 0 0 0
Z—b
{A, U} {} {Vi {} {C, W}

(A, X} {AX} {Z} {Z} {y,c} {v,C}

a a b b @ c
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S — AB|BC
A - XA|a
X—a
C—-YC|c {S,B,W)}
Y—>c
B — UV|VW|XS {S} {S}
U— XX
W = YY|XS {B} {} {B}
V—zz 0 0 0 0
Z—b
{A, U} {} {Vi {} {C, W}

(A, X} {AX} {Z} {Z} {y,c} {v,C}

a a b b @ c

Mivel S € Hy g, ezért aabbcc € L(G).
Visszafejthetd példaul a kdvetkezd levezetés:
S = AB = XAB = XAVW = XAZZW = XAZZYY =* aabbcc.
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