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Linearis nyelvi egyenletrendszerek megoldasa
(Emlékeztett:)

Arden tétele

Adottak az R és Q regularis kifejezések. Az X =Q- X+ R
egyenletnek X-re vonatkoz6 megoldasa X = Q* - R. Amennyiben
e ¢ Q, akkor az egyenletnek ez az egyetlen megoldasa.
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(Emlékeztett:)

Arden tétele

Adottak az R és Q regularis kifejezések. Az X =Q- X+ R
egyenletnek X-re vonatkoz6 megoldasa X = Q* - R. Amennyiben
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Arden tételét altalanosabb alakban is kimondhatjuk (a bizonyitas
ugyanaz):

Arden tétele

Legyenek az Ly és L, nyelvek adottak. Az X = L1 X U L,
egyenletnek X-re vonatkozé megoldasa X = LiL,. Amennyiben
¢ ¢ Ly, akkor az egyenletnek ez az egyetlen megoldasa.



Linearis nyelvi egyenletrendszerek megoldasa
(Emlékeztett:)

Arden tétele

Adottak az R és Q regularis kifejezések. Az X =Q- X+ R
egyenletnek X-re vonatkoz6 megoldasa X = Q* - R. Amennyiben
e ¢ Q, akkor az egyenletnek ez az egyetlen megoldasa.

Arden tételét altalanosabb alakban is kimondhatjuk (a bizonyitas
ugyanaz):

Arden tétele

Legyenek az Ly és L, nyelvek adottak. Az X = L1 X U L,
egyenletnek X-re vonatkozé megoldasa X = LiL,. Amennyiben
¢ ¢ Ly, akkor az egyenletnek ez az egyetlen megoldasa.

A zartsagi tétel miatt ha Ly és Ly Lj-beli, akkor X is.



Linearis nyelvi egyenletrendszerek megoldasa

Tétel
Legyen x = Mx U v nyelvi egyenletrendszer, ahol az
Lyv - Lip L
M=| : . | nyelvmétrix ésav = l : ‘ nyelvvektor
Lm T Lnn Ln
Xi
adottak ésazx =| : [ismeretlen nyelvekbdl &ll6 vektort
Xn

keressuk.



Linearis nyelvi egyenletrendszerek megoldasa

Tétel
Legyen x = Mx U v nyelvi egyenletrendszer, ahol az
Lyv - Lip L
M=| : .. . [nyelvmatrixésav = l : ‘ nyelvvektor
Lpi -++ Lnn
Xi
adottak ésazx =| : [ismeretlen nyelvekbdl &ll6 vektort
Xn

keressik. Ha £ = U U {Lix} U U L} c Li(i€{0,1,2,3}) és
j=1 k=1

e¢Llx(1<j<n1<k<n), akkor az egyenletrendszernek
egyértelmien létezik L;-beli megoldasa, melynek elemei £
elemeibdl regularis miveletekkel megkaphatok.



Linearis nyelvi egyenletrendszerek megoldasa

Tétel
Legyen x = Mx U v nyelvi egyenletrendszer, ahol az
Lyv - Lip L
M=| : .. . [nyelvmatrixésav = l : ‘ nyelvvektor
Lpi -++ Lnn
Xi
adottak ésazx =| : [ismeretlen nyelvekbdl &ll6 vektort
Xn

keressik. Ha £ = U U {Lix} U U L} c Li(i€{0,1,2,3}) és
j=1 k=1

e¢Llx(1<j<n1<k<n), akkor az egyenletrendszernek
egyértelmien létezik L;-beli megoldasa, melynek elemei £
elemeibdl regularis miveletekkel megkaphatok.

Megjegyzés: A j. egyenlet tehat Xj = L]‘1 XiU---U Lann U Lj.



Linearis nyelvi egyenletrendszerek megoldasa
Bizonyitasvazlat:

Gauss eliminaciéval redukaljuk az egyenletek és az ismeretlenek
szamat:
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szamat:

Az utolsé egyenlet: Xp = LpnXn U URZY Lok Xic U L.



Linearis nyelvi egyenletrendszerek megoldasa
Bizonyitasvazlat:
Gauss eliminaciéval redukaljuk az egyenletek és az ismeretlenek
szamat:
Az utolsé egyenlet: Xp = LpnXn U URZY Lok Xic U L.

Arden tétele alapjan az utolsé egyenletbdl
Xn = Lin(UpZ! Lok Xk U L), amib8l az x’ = M'x” U v’ nyelvi
Xi
egyenletrendszer adédik az x = : ismeretlenekre, ahol
Xn—1



Linearis nyelvi egyenletrendszerek megoldasa
Bizonyitasvazlat:
Gauss eliminaciéval redukaljuk az egyenletek és az ismeretlenek
szamat:
Az utolsé egyenlet: Xp = LpnXn U URZY Lok Xic U L.
Arden tétele alapjan az utolsé egyenletbdl
M = L;;,,,(U;(’j1 Lok Xk U Lp), amibdl az x’ = M’x’ U v’/ nyelvi
Xi
egyenletrendszer adédik az x = : ismeretlenekre, ahol

Xn—1

7’
L]
nyelvmatrix és v/ = : ,

L(,n—1)1 o L(/n—1)(n—1) Lo

L Lo
M/: . :



Linearis nyelvi egyenletrendszerek megoldasa
Bizonyitasvazlat:
Gauss eliminaciéval redukaljuk az egyenletek és az ismeretlenek
szamat:
Az utolsé egyenlet: Xp = LpnXn U URZY Lok Xic U L.

Arden tétele alapjan az utolsé egyenletbdl
Xn = Li(URZY Lok Xk U L), amib8l az X’ = M’x” U v’ nyelvi

Xi
egyenletrendszer adédikaz x =| : |ismeretlenekre, ahol
Xn—1
Liv - L1,(n—1) &4
M= : : nyelvmatrix ésv/ = | 1 |,
LY soo [LY L’

(n—1)1 (n-1)(n-1) n-1

tovabba Lj,k = ij U I—jnL;;nLnk és Lj/ = l_j U Ljnl—;;nl—n-



Linearis nyelvi egyenletrendszerek megoldasa
Eggyel kevesebb egyenlet, eggyel kevesebb ismeretlen. Lathato,
hogy € ¢ L].’k tovabba Ll.;( € L; a zartsagi tétel miatt.

Végul egyetlen, egyismeretlenes linearis nyelvi egyenletiink
marad, amit Arden tétele alapjan megoldhatunk. A tdbbi ismeretlen
értéke visszahelyettesitéssel adadik.

Az egyértelmliséget nem bizonyitjuk, hasonléan lathatd, mint
Arden tételének bizonyitasaban.



Linearis nyelvi egyenletrendszerek megoldasa

Példa:
X = a*bX + b*aY + ba

Oldjuk meg az Y — b*aX + a*bY -+ ab

egyenletrendszert!
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Példa:
X =a'bX + b*aY + ba

|
Y — b*aX + a*bY + ab egyenletrendszert!

Oldjuk meg az

Megoldas:
Az els6 egyenletbdl kifejezziik X-et Arden tétele alapjan:



Linearis nyelvi egyenletrendszerek megoldasa

Példa:
X =a'bX + b*aY + ba

|
Y — b*aX + a*bY + ab egyenletrendszert!

Oldjuk meg az
Megoldas:
Az els6 egyenletbdl kifejezziik X-et Arden tétele alapjan:
X = (a*b)*(ba + b*ayY).



Linearis nyelvi egyenletrendszerek megoldasa
Példa:

X =a'bX + b*aY + ba

|
Y — b*aX + a*bY + ab egyenletrendszert!

Oldjuk meg az
Megoldas:
Az els6 egyenletbdl kifejezziik X-et Arden tétele alapjan:
X = (a*b)*(ba + b*ayY).

Y = b*a(a*b)*(ba + b*aY) + a*bY + ab



Linearis nyelvi egyenletrendszerek megoldasa

Példa:
X =a'bX + b*aY + ba

S e

egyenletrendszert!

Megoldas:

Az els6 egyenletbdl kifejezziik X-et Arden tétele alapjan:
X = (a*b)*(ba + b*ayY).

Y = b*a(a*b)*(ba + b*aY) + a*bY + ab

Y = (b*a(a*b)*b*a + a*b)Y + (b*a(a*b)*ba + ab),



Linearis nyelvi egyenletrendszerek megoldasa

Példa:
X =a'bX + b*aY + ba

S e

egyenletrendszert!

Megoldas:

Az els6 egyenletbdl kifejezziik X-et Arden tétele alapjan:

X = (a*b)*(ba + b*ayY).

Y = b*a(a*b)*(ba + b*aY) + a*bY + ab

Y = (b*a(a*b)*b*a+ a*b)Y + (b*a(a*b)*ba + ab), amibdl
Y = (b*a(a*b)*b*a + a*b)*(b*a(a*b)*ba + ab).



Linearis nyelvi egyenletrendszerek megoldasa

Példa:
X =a'bX + b*aY + ba

S e

egyenletrendszert!

Megoldas:

Az els6 egyenletbdl kifejezziik X-et Arden tétele alapjan:

X = (a*b)*(ba + b*ayY).

Y = b*a(a*b)*(ba + b*aY) + a*bY + ab

Y = (b*a(a*b)*b*a+ a*b)Y + (b*a(a*b)*ba + ab), amibdl

Y = (b*a(a*b)*b*a + a*b)*(b*a(a*b)*ba + ab).

Hasonléan: X = (b*a(a*b)*b*a + a*b)*(b*a(a*b)*ab + ba).



Linearis nyelvi egyenletrendszerek megoldasa

Példa:
X =a'bX + b*aY + ba

S e

egyenletrendszert!

Megoldas:

Az els6 egyenletbdl kifejezziik X-et Arden tétele alapjan:

X = (a*b)*(ba + b*ayY).

Y = b*a(a*b)*(ba + b*aY) + a*bY + ab

Y = (b*a(a*b)*b*a+ a*b)Y + (b*a(a*b)*ba + ab), amibdl

Y = (b*a(a*b)*b*a + a*b)*(b*a(a*b)*ba + ab).

Hasonléan: X = (b*a(a*b)*b*a + a*b)*(b*a(a*b)*ab + ba).
A megoldas egyértelm(.



Automata adott allapotra vonatkozé maradéknyelve

(Emlékeztett:)

Egy A =(Q, T,¥6, qo, F) véges determinisztikus automata egy
g € Q allapotara vonatkozé maradéknyelve alatt az
L(A,q) :={v e T*|6(q,v) € F} nyelvet értettiik.
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Az L(A, q) tehat azokat a v szavakat tartalmazza, amelyek
hatasara az automata g-bél végallapotba kerdl.



Automata adott allapotra vonatkozé maradéknyelve

(Emlékeztett:)

Egy A =(Q, T,¥6, qo, F) véges determinisztikus automata egy
g € Q allapotara vonatkozé maradéknyelve alatt az
L(A,q) :={v e T*|6(q,v) € F} nyelvet értettiik.

Az L(A, q) tehat azokat a v szavakat tartalmazza, amelyek
hatasara az automata g-bél végallapotba kerdl.

Tehat L(A,qo) =L(A)ésecL(A,q) < qgeF.



Automata adott allapotra vonatkozé maradéknyelve
(Emlékeztet6:)

Egy A =(Q, T,¥6, qo, F) véges determinisztikus automata egy
g € Q allapotara vonatkozé maradéknyelve alatt az
L(A,q) :={v e T*|6(q,v) € F} nyelvet értettiik.

Az L(A, q) tehat azokat a v szavakat tartalmazza, amelyek
hatasara az automata g-bél végallapotba kerdl.

Tehat L(A,qo) =L(A)ésecL(A,q) < qgeF.

Vegylk tovabba észre, hogy fennallnak a kévetkezd nyelvi
egyenletek:



Automata adott allapotra vonatkozé maradéknyelve
(Emlékeztet6:)

Egy A =(Q, T,¥6, qo, F) véges determinisztikus automata egy
g € Q allapotara vonatkozé maradéknyelve alatt az
L(A,q) :={v e T*|6(q,v) € F} nyelvet értettiik.

Az L(A, q) tehat azokat a v szavakat tartalmazza, amelyek
hatasara az automata g-bél végallapotba kerdl.
Tehat L(A,qo) =L(A)ésecL(A,q) < qgeF.

Vegylk tovabba észre, hogy fennallnak a kévetkezd nyelvi
egyenletek:

L(A,q) = > tL(A,6(q.1)) +

{@ haq¢ F
teT

e hageF



Automata adott allapotra vonatkozé maradéknyelve
(Emlékeztet6:)

Egy A =(Q, T,¥6, qo, F) véges determinisztikus automata egy
g € Q allapotara vonatkozé maradéknyelve alatt az
L(A,q) :={v e T*|6(q,v) € F} nyelvet értettiik.

Az L(A, q) tehat azokat a v szavakat tartalmazza, amelyek
hatasara az automata g-bél végallapotba kerdl.
Tehat L(A,qo) =L(A)ésecL(A,q) < qgeF.

Vegylk tovabba észre, hogy fennallnak a kévetkezd nyelvi
egyenletek:

L(A,q) = > tL(A,6(q.1)) +

{@ haq¢ F
teT

e hageF

Megoldjuk L(A) = L(A, go)-ra. A megoldas egyértelmi az el6z6
tétel szerint, de azért is, mert L(A, q) egyértelmd.



VDA-hoz regularis kifejezés

Példa:

—q | q1 |92 | Q3
G| 94 | 92 | Q4
G2 |Jo | 94| Qs
<03 Q4|Q3 | Q4
Q4 | Q4 | Q4 | Qa




VDA-hoz regularis kifejezés

Példa:

— Qo
a1
gz

Q3
Q4

ai

Q2

q3

Qa4

(oF

Q4

Qo

Q4

q3

Q4

as

Qs

Qs

Q4

Q4

Megoldas: Az egyenletrendszer:

X :=L(A,q),
Z:=L(A q),

Y :=L(A q),
V= L(A, gs),



VDA-hoz regularis kifejezés

Példa:

— Qo
a1
gz

Q3
Q4

ai

Q2

q3

Qa4

(oF

Q4

Qo

Q4

q3

Q4

as

Qs

Qs

Q4

Q4

Megoldas: Az egyenletrendszer:

X:=L(A,q), Y:=L(Aaq),
Z:=L(Aq), V:i=L(A g),

Eszrevétel: L(A,qs4) =0



VDA-hoz regularis kifejezés

Példa:

— Qo
a1
gz

Q3
Q4

ai

Q2

q3

Qa4

(oF

Q4

Qo

Q4

q3

Megoldas: Az egyenletrendszer:

X = L(A,qO), Y o= L(A,Ch),
Z—L(A,g), V==L(A q),
Eszrevétel: L(A,qs) =0

Q4

(oK}

Qs

Qs

Q4

Q4

X =aY-+bZ-+cV
Y =bZ
Z=aX-+cV

V=>bV-+e X =7




VDA-hoz regularis kifejezés

Példa:

— Qo

ai

Q2

q3

ai

Qa4

(oF

Q4

g2

Qo

Q4

q3

Megoldas: Az egyenletrendszer:

X = L(A,qO), Y o= L(A,Ch),
Z—L(A,g), V==L(A q),
Eszrevétel: L(A,qs) =0

<~ Q3

Q4

(oK}

Qs

Qs

Qs

Q4

Q4

X =aY-+bZ-+cV
Y =bZ
Z=aX-+cV

V=>bV-+e X =7




VDA-hoz regularis kifejezés

Példa:

— Qo

ai

Q2

q3

ai

Qa4

gz

Q4

g2

Qo

Q4

q3

<~ Q3

Q4

(oK}

Qs

Qs

Qs

Q4

Q4

V =b",

Z = aX + ¢cb*,

Megoldas: Az egyenletrendszer:

X :=L(A,q), Y =L(A,q1),
Z—L(A,g), V==L(A q),
Eszrevétel: L(A,qs) =0

X=aY¥Y+bZ+cV

Y =bZ

Z=aX+cV

V=bV+e X =7

Y = b(aX + cb*),



VDA-hoz regularis kifejezés

Megoldas: Az egyenletrendszer:

Példa: X :=L(A,q), Y = L(A, q1),
a b ¢ Z=L(Aq), V:i=L(Aaq),
—q |GG |G Eszrevétel: L(A,qs) =0
Q1 [ 94| Q2| Qa4
G2 | Qo | 94| Qs X =aY+bZ+cV
Q3| g4 Q3| Q4 Y = bZ
Q4 | Q4 | Q4 | Qa Z=aX+cV
V=>bV+e X =?

V=>b", Z=aX+cb*, Y =b(aX+cb"),
X = ab(aX + cb*) + b(aX + cb*) + cb*,



VDA-hoz regularis kifejezés

Megoldas: Az egyenletrendszer:

Példa: X :=L(A,q), Y = L(A, q1),
a b ¢ Z=L(Aq), V:i=L(Aaq),
—q |GG |G Eszrevétel: L(A,qs) =0
Q1 [ 94| Q2| Qa4
G2 | Qo | 94| Qs X =aY+bZ+cV
Q3| g4 Q3| Q4 Y = bZ
Q4 | Q4 | Q4 | Qa Z=aX+cV
V=>bV+e X =?

V=>b* Z=aX+cb*, Y =b(aX+ cb*),
X = ab(aX + cb*) + b(aX + cb*) + cb*,
X = (aba + ba)X + (abc + bc + ¢)b*,



VDA-hoz regularis kifejezés

Megoldas: Az egyenletrendszer:

Példa: X :=L(A,q), Y = L(A, q1),
a b ¢ Z=L(Aq), V:i=L(Aaq),
—q |GG |G Eszrevétel: L(A,qs) =0
Q1 [ 94| Q2| Qa4
G2 | Qo | 94| Qs X =aY+bZ+cV
Q3| g4 Q3| Q4 Y = bZ
Q4 | Q4 | Q4 | Qa Z=aX+cV
V=>bV+e X =?

V=>b", Z=aX+cb*, Y =b(aX+cb"),
X = ab(aX + cb*) + b(aX + cb*) + cb*,

X = (aba + ba)X + (abc + bc + ¢)b*,

X = (aba + ba)*(abc + bc + c)b*.



Altalanositott automata

Legyen R(T) a T feletti regularis kifejezések halmaza.



Altalanositott automata

Legyen R(T) a T feletti regularis kifejezések halmaza.

Definicio

Az altalanositott automata deficidja megegyezik a véges
nemdeteminisztikus automata definiciéjaval azzal a kivétellel, hogy
6 atmenetfiggvényére 6 : Q x R(T) — P(Q) teljesll.



Altalanositott automata

Legyen R(T) a T feletti regularis kifejezések halmaza.
Definicié
Az altalanositott automata deficidja megegyezik a véges

nemdeteminisztikus automata definiciéjaval azzal a kivétellel, hogy
6 atmenetfiggvényére 6 : Q x R(T) — P(Q) teljesll.

Atmenetdiagramos abrazolasaban az a kiilénbség, hogy az
éleinek cimkeéi betlk helyett altalanosabban, T feletti regularis
kifejezések lehetnek.



Altalanositott automata altal felismert nyelv

Definicio

Legyen A =(Q, T, 6, Qu, F) egy altalanositott automata és
legyenek u, v € QT* konfiguraciok. Az A automata az u szét egy
Iépésben (kbzvetlenil) a v széra redukalja (jelélés: u =, v), ha
vanolyanq,p€ Q, z,w e T*, R € R(T), hogy p € 6(q, R),

ze L(R), u= gzw és v = pw teljesll.



Altalanositott automata altal felismert nyelv

Definicio

Legyen A =(Q, T, 6, Qu, F) egy altalanositott automata és
legyenek u, v € QT* konfiguraciok. Az A automata az u szét egy
Iépésben (kbzvetlenil) a v széra redukalja (jelélés: u =, v), ha
vanolyanq,p€ Q, z,w e T*, R € R(T), hogy p € 6(q, R),

ze L(R), u= gzw és v = pw teljesll.

A tdbblépéses redukcio és a felismert nyelv fogalma nem valtozik.



Altalanositott automata altal felismert nyelv

Definicio

Legyen A =(Q, T, 6, Qu, F) egy altalanositott automata és
legyenek u, v € QT* konfiguraciok. Az A automata az u szét egy
Iépésben (kbzvetlenil) a v széra redukalja (jelélés: u =, v), ha
vanolyanq,p€ Q, z,w e T*, R € R(T), hogy p € 6(q, R),

ze L(R), u= gzw és v = pw teljesll.

A tdbblépéses redukcio és a felismert nyelv fogalma nem valtozik.

u = v, hau=vvagy valamely k > 1-re léteznek wy, ..., wk
konfiguraciok melyekre wi_1 =, w; (1 <i< k), wo = ués wx = v.



Altalanositott automata altal felismert nyelv

Definicio

Legyen A =(Q, T, 6, Qu, F) egy altalanositott automata és
legyenek u, v € QT* konfiguraciok. Az A automata az u szét egy
Iépésben (kbzvetlenil) a v széra redukalja (jelélés: u =, v), ha
vanolyanq,p€ Q, z,w e T*, R € R(T), hogy p € 6(q, R),

ze L(R), u= gzw és v = pw teljesll.

A tdbblépéses redukcio és a felismert nyelv fogalma nem valtozik.

u = v, hau=vvagy valamely k > 1-re léteznek wy, ..., wk
konfiguraciok melyekre wi_1 =, w; (1 <i< k), wo = ués wx = v.

L(A) = {ue T*|qou =7 p valamely go € Qo-ra és p € F-re}



Altalanositott automata

Eszrevétel: Az A = (Q, T, 5, Qo, F) altalanositott automata
elfogadjaazue T*sz6t© dAneN, uy,...,u, € T,

Ri,...Rh e R(T),qo€ Qo és G1,...,qn € Q, melyre u = uy -+ - Up,
tovabba minden 1 < i < n esetén u; € L(R;), gi € 6(qi-1, Ri) és

gn € F.



Altalanositott automata

Eszrevétel: Az A = (Q, T, 5, Qo, F) altalanositott automata
elfogadjaazue T*sz6t© dAneN, uy,...,u, € T,

Ri,...Rh e R(T),qo€ Qo és G1,...,qn € Q, melyre u = uy -+ - Up,
tovabba minden 1 < i < n esetén u; € L(R;), gi € 6(qi-1, Ri) és

gn € F.

Eszrevétel: Atmenetdiagramos reprezentacié esetén A akkor és
csak akkor fogadja el az u € T* szét, ha létezik iranyitott séta
qo-bodl valamely F-beli allapotba gy, hogy ha a séta mentén az
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elfogadjaaz ue T*szét© Ane N, uq,...,up € T*,

Ri,...Rh e R(T),qo€ Qo és G1,...,qn € Q, melyre u = uy -+ - Up,
tovabba minden 1 < i < n esetén u; € L(R;), gi € 6(qi-1, Ri) és

gn € F.

Eszrevétel: Atmenetdiagramos reprezentacié esetén A akkor és
csak akkor fogadja el az u € T* szét, ha létezik iranyitott séta
qo-bodl valamely F-beli allapotba gy, hogy ha a séta mentén az
élek cimkéje az élek sorrendjében rendre Ry, ..., R,, akkor

ue L(R1 RQ 000 Rn).

Definicio
Az e-atmenetes, véges nemdeterminisztikus automata (€VNDA)
olyan altalanositott automata, ahol minden atmenet T U {&}-beli.

Tehét atmenetfliggvénye az input betlinkénti feldolgozasa mellett
allapotvaltasokat engedélyezhet (s-atmenetek).
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Példaul a 3. esetben meggondolhatd, hogy barmelyik Uj él
hasznalata implikalja a (g1, qq) egyszeres, valamely k € N-re a
(qgj» qqj) €l k-szoros és (quj, =) él egyszeres hasznalatat ebben a
sorrendben, ami megfelel egy eredeti R* cimkéjl (g1, g2)
élhasznélatnak.
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allapotbol e-atmenetekkel eljuthatunk.
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L(A”) € L(A), hiszen egy r € 6(q, t) 0j szabaly alkalmazésa
megfelel a g =, q' e-szabélyok és az r € §(q’, t) eredeti szabaly
alkalmazésanak (q’ € H(q)).

Az (] szabalyokkal azon e-szabalyok alkalmazasa elkeriilhetd,
amelyek utan alkalmazunk még valamilyen t € T-re szabalyt.

Azonban el6fordulhat, hogy e-szabalyok alkalmazasa utan mar
semmilyen t € T-re nem alkalmazunk szabalyt A-ban. Az elfogad6
allapotok "visszahuzasaval" az e-atmeneteken azonban ekkor is
elkeriilhetd az s-szabalyok hasznalata. igy L(A) € L(A").
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3. Iépés: VNDA-hoz VDA

{gs}
{06, Qo
{gs, g7}

{gs}

{}
{g7, G10}
{95, s}

{10}

{gs}

c
{%, Qo) | {g5,q7} {gs}
{06, G0} | {05,q7) {gs}
{} {97, G10} | {95, qs}
{} {} {gs}
{} {} {}
{} {97, q10} | {95, Qs
{} {g10} | {95, 08}
{} {G10} {95}
{} {q10} {95}
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Minden L € L3 nyelvhez van olyan n € N konstans, hogy minden
w € L sz6 esetén ha tekintjlink egy tetszdleges olyan w = uw’v
felbontasat, ahol [w’| > n, akkor van w’-nek olyan y részszava
(w' = xyz), hogy 0 < |y| < n, és minden i > 0 esetén uxy'zv € L.
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Kis Bar-Hillel lemma

Minden L € L3 nyelvhez van olyan n € N konstans, hogy minden
w € L sz6 esetén ha tekintjlink egy tetszdleges olyan w = uw’v
felbontasat, ahol [w’| > n, akkor van w’-nek olyan y részszava
(w' = xyz), hogy 0 < |y| < n, és minden i > 0 esetén uxy'zv € L.

Kevésbé formalisan: L minden szavanak elég hosszu
részszavaban létezik elég révid, nemires, beiteralhatd részszava.

Bizonyitas:

Mivel L € L3, ezért létezik A = (Q, T, 6, qo, F) véges,
determinisztikus automata, amelyre L(A) = L teljesil. Legyen
n=1Q|.

Tekintslink egy w € L sz6t és egy olyan w = uw’v felbontasat,
ahol |w'| > n. Legyen w =ty ---tp,ahol ;e T (1 <i<m)és
m > n.
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A skatulyaelv alapjan biztosan Iéteznek k, j szamok, melyekre
0<j<k<nésr=rg,ugyanisn=|Q|<m+1.

Legyen x =ty ---tj, ¥y = tiyq---tk, Z = txqq - - - tm. Vil&gos, hogy
Jj, k valasztasa miatt 0 < |y| < n.

Azt kell csak belatni, hogy minden i > 0 esetén uxy'zv € L.
Minden i > 0 esetén ry’ =% 1.

Valoban, i = 0-ra r; =, r;, i = 1-re rjy = rk = rj, innen i-re
A i i i A i i1 %
vonatkozo teljes indukcioval riy' =, ry™" = 1.

Tehat minden i > O0-ra

QoUxy'zv =3 riy'zv =% rizv = rczv =% p, tehat uxy'zv € L.
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Kis Bar-Hillel lemma

Példa: Legyen L = {u € {a,b}* |u= u""} az {a, b} feletti
palindromak nyelve.

Tegyiik fel, hogy L € £3. Legyen w = a"ba", ahol n a Kis
Bar-Hillel lemma konstansa. Ekkor nyilvan w palindréma, azaz
wel.lLegyenu=¢,w =a",v=>ba".

Mivel [w’| > n, ezért a Kis Bar-Hillel Lemma szerint van w’-nek
olyan w’ = xyz felbontasa, amelyre 0 < |y| < n és tObbek kéz6tt a
0-adik iterdlt, azaz uxy®zv = uxzv € L.

De ez nem lehetséges, hiszen a felételekbdl kdvetkezden y = a*

valamely 0 < k < n-re, és igy uxzv = a"Xba", ami k > 0 esetén
¢ L (nem palindréma).

Ellentmondasra jutottunk, tehat a palindromak fenti L nyelve nem
regularis.



