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Adott L nyelv p € T*-ra széra vonatkoz6 maradéknyelve L,
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L, tehat azokat a v szavakat tartalmazza, amelyekkel v-t jobbrol
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Tulajdonsagai:

> (Lp)g = Lpg,

> L. =1L,

> cel, &< pel.
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Ez pedig kdnnyen igazolhato, hiszen
ue L(AMN) — 6(Lpu)eF & Ly=L,eF < uel.
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Legyen L € L3. Tudjuk, hogy létezik olyan A = (Q, T, 8, Qo, F)
véges, determinisztikus automata, amely az L nyelvet fogadja el,
azaz L = L(A).

Ekkor biztos, hogy [{L(A, q)}qeal < |Q| < co, mert A véges
allapotszamu.

Vegylk tetszéleges u € T*-ra az L, maradéknyelvet. Ekkor
Ly = (L(A.qo0))u = L(A,6(qo, u)).
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{LU}UET* c {L(A7 q)}qeo >

amivel a tételt belattuk.
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Tehat ez a végtelen sok maradéknyelv paronként killénb6zd, igy
L ¢ Ls.
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Tehat AN az L nyelv minimalis automatéja.
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Cél: Adott automatédhoz minél kevesebb allapotu, vele ekvivalens,
azaz az eredeti automata altal felismert nyelvet elfogadé automatat
megadni. Két |épésben fogjuk ezt elérni:

1) Osszefiiggové alakitas:

Nyilvan atmeneteikkel egyutt elhagyhatdk azok az allapotok,
melyekbe nem tud eljutni az automata. Az atmenetdiagramon ez
annak felel meg, hogy nincs a kezddallapotbdl iranyitott Ut a
csucsba.

2) Ekvivalens allapotok 6sszevonasa:

Ha két allapotbdl pontosan ugyanazon szavak hatasara kertl az
automata végallapotba, akkor az elfogadas szempontjabdl
mindegy, hogy a miikddés soran a két allapotba kezil melyikbe
kerllt az automata. Ezek az allapotok nyilvan 6sszevonhatok.
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gJoXx =" q redukcid, ahol x € T*.
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Hit1 = Hiu{r|é(g.a) =r,qe H,ac T}, i=1,2,...

Mivel Hy € Hy C --- C Hx € Q ezért létezik olyan k > 0, amelyre
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Emlékeztetdul:
Definicio
Legyen A =(Q, T, 6, qo, F) véges determinisztikus automata. A q

allapotot a kezdéallapotbdl elérhetonek mondijuk, ha létezik
gJoXx =" q redukcid, ahol x € T*.
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Hx = Hk41. Ekkor minden ¢ > k-ra H; = Kk.



Osszefiiggové alakitas (emlékeztetd)
Emlékeztetdul:
Definicio
Legyen A =(Q, T, 6, qo, F) véges determinisztikus automata. A q

allapotot a kezdéallapotbdl elérhetonek mondijuk, ha létezik
gJoXx =" q redukcid, ahol x € T*.

Az A =(Q,T,6,qo, F) véges determinisztikus automatat
Osszefliggonek mondjuk, ha minden allapota elérheté a
kezddallapotbol.

Definialjuk a H halmazt a kdvetkezdképpen. Legyen
Ho = {qo},
Hit1 = Hiu{r|é(g.a) =r,qe H,ac T}, i=1,2,...

Mivel Hy € Hy C --- C Hx € Q ezért létezik olyan k > 0, amelyre
Hk = Hk41. Ekkor minden ¢ > k-ra H; = K. Legyen H := Hk.



Osszefiiggové alakitas (emlékeztetd)
Emlékeztetdul:
Definicio
Legyen A =(Q, T, 6, qo, F) véges determinisztikus automata. A q

allapotot a kezdéallapotbdl elérhetonek mondijuk, ha létezik
gJoXx =" q redukcid, ahol x € T*.

Az A =(Q,T,6,qo, F) véges determinisztikus automatat
Osszefliggonek mondjuk, ha minden allapota elérheté a
kezddallapotbol.

Definialjuk a H halmazt a kdvetkezdképpen. Legyen

Ho = {qo},

Hit1 = Hiu{r|é(g.a) =r,qe H,ac T}, i=1,2,...

Mivel Hy € Hy C --- C Hx € Q ezért létezik olyan k > 0, amelyre
Hk = Hk41. Ekkor minden ¢ > k-ra H; = K. Legyen H := Hk.
Kdnnyen lathaté, hogy H azoknak az allapotoknak a halmaza,
amelyek a kezddallapotbdl elérhetdk.
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A (Q\ H)-beli allapotok elhagyasaval kapott
A’ = (H, T, d|n, qo, F N H) determinisztikus véges automata
Osszefliggd és A-val ekvivalens.
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Qs | G5 | Q2
<05 | Qa | Q2




Osszefiiggové alakitas (emlékeztetd)

A (Q\ H)-beli allapotok elhagyasaval kapott
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A’ = (H, T, d|n, qo, F N H) determinisztikus véges automata
Osszefliggd és A-val ekvivalens.

Példa:

— Qo
01
—Q
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a b

Q2 | Qa
g3 | Qo
Qo | 92
g1 | Q2
s | Q2
qs | Q2

Ho = {qo}
Hi = {qo. g2, g4}
Ho = {Qo0,Q2,q4,q5} =

Hs; = H
a b
—q | Q2| Q4
<Qq2 | Qo | Q2
Qs | Q5 | Q2
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Redukalt automata

Definicio

Legyenek q,q" € Q allapotok. g-t és g’-t nevezziik
megkiilonbéztethetetlennek, ha L(A,q) = L(A,q).
Jeldlése: g ~ q'.
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Eszrevétel:

» ~ ekvivalenciarelaci6



Redukalt automata

Definicio

Legyenek g, q’ € Q allapotok. g-t és g’-t nevezzik
megkiilonbéztethetetlennek, ha L(A,q) = L(A,q).
Jeldlése: g ~ q'.

Eszrevétel:

> ~ ekvivalenciarelacio

» ha g~ g, akkor minden t € T-re §(q,t) ~ 6(q’, t) teljesul.
(erre a tulajdonsagra ugy hivatkozunk majd, hogy ~ un.
jobb-kongruencia relacio)
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Redukalt automata

Definicio

Legyenek g, q’ € Q allapotok. g-t és g’-t nevezzik
megkildnboztethetetlennek, ha L(A,q) = L(A,q').
Jeldlése: g ~ q'.

Eszrevétel:

> ~ ekvivalenciarelacio

» ha g~ g, akkor minden t € T-re §(q,t) ~ 6(q’, t) teljesul.
(erre a tulajdonsagra ugy hivatkozunk majd, hogy ~ un.
jobb-kongruencia relacio)

Definicio
Egy véges determinisztikus automata redukalt, ha nincsenek
megkulénbéztethetetlen allapotai.



A faktorautomata

Definicio

Legyen ~az A =(Q, T, 4, qo, F) automata
megkulonboztethetetlenségi relaciéja. Definialjuk A

A/~=/Q', T, qp F') faktorautomatajat a kovezkezokeppen.
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A faktorautomata

Definicio

Legyen ~az A =(Q, T, 4, qo, F) automata
megkulonboztethetetlenségi relaciéja. Definialjuk A

A/~=/Q', T, qp F') faktorautomatajat a kovezkezokeppen.

> Legyen Q' a Q ~ szerinti ekvivalenciaosztalyai.

> Hate T ésreq aq € Q ekvivalenciaosztaly egy
tetszbleges reprezentansa, akkor ¢’(q’, t) legyen (r, t)
ekvivalenciaosztalya.

> q, legyen qo ekvivalenciaosztalya.
> F"={q € Q| g valamely r € Q reprezentansara r € F}.

> ¢’ definici6jaban mindegy melyik reprezentanst valasztjuk,
hiszen ~ jobb-kongrencia relacio.

> Ha egy ekvivalenciaosztély valamelyik reprezentansa F-beli,
akkor minden reprezentansa F-beli (e-ra se lehet 6ket
megkulénbdztetni).
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> 9(qo) = q;-
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Definicié

Legyenek A =(Q, T,6,q0,F)és A’ =(Q', T, ¢, q(’), F’)y véges
determinisztikus automatak. A két automata izomorf, ha van olyan
¢ : Q — Q' bijekcio, melyre

> ¢(q) = gp-
> ¢(F) = qLEJF{sD(CI)} =F.

> Yge Q,te T esetén ¢(d(qg,t)) = & (¢(q), t).

Tétel
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A faktorautomata

Definicié

Legyenek A =(Q, T,6,q0,F)és A’ =(Q', T, ¢, q(’), F’)y véges
determinisztikus automatak. A két automata izomorf, ha van olyan
¢ : Q — Q' bijekcio, melyre

> ¢(q) = gp-
> o(F) = qLEJF{(,o(q)} = 7.

> Yge Q,te T esetén ¢(d(qg,t)) = & (¢(q), t).

Tétel
Az A automata A/~ faktorautomatajaja

1. ekvivalens A-val,
2. redukalt, tovabba

3. izomorfia erejéig az egyetlen 6sszefiiggd, redukalt A-val
ekvivalens automata.
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legyenu=vt(ve T teT).
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igy valaszthatjuk 6(q, v)-t ¢’(q’, v) reprezentansanak.
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Legyen g € Q tetszbleges és g’ € Q a g ~ szerinti
ekvivalenciaosztalya. Ekkor L(A,q) = L(A/~,q).

Bizonyitas: Legyen u € T* tetszdleges. El6sz6r vegylk észre,
hogy ¢’(q’, u) éppen (g, u) ekvivalenciaosztalya.

Ez |ul-ra vonatkoz teljes indukcioval bizonyithaté. Valéban, |ul = 0
esetén nyilvanvalé. Ha minden |ul-ndl révidebb széra tudjuk, akkor
legyen u = vt (v € T*,t € T). Ekkor 6’(q’, vt) = &’(6'(q’, v), ). v-re
teljestl az indukcios feltétel, tehat 6’(q’, v) éppen 6(q, v) osztalya,
igy valaszthatjuk (g, v)-t 8'(q’, v) reprezentansanak. igy

¢'(6(q', v). 1) éppen 6(5(q, v), t) = 6(q, vt) = 6(q, u)
ekvivalenciaosztalya.
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hogy ¢’(q’, u) éppen (g, u) ekvivalenciaosztalya.

Ez |ul-ra vonatkoz teljes indukcioval bizonyithaté. Valéban, |ul = 0
esetén nyilvanvalé. Ha minden |ul-ndl révidebb széra tudjuk, akkor
legyen u = vt (v € T*,t € T). Ekkor 6’(q’, vt) = &’(6'(q’, v), ). v-re
teljestl az indukcios feltétel, tehat 6’(q’, v) éppen 6(q, v) osztalya,
igy valaszthatjuk (g, v)-t 8'(q’, v) reprezentansanak. igy

¢'(6(q', v). 1) éppen 6(5(q, v), t) = 6(q, vt) = 6(q, u)
ekvivalenciaosztalya.

Ekkor viszont

uel(A,g)ed(qu)eFed(q.ueF uecl(A/~Jq).
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L(A/~,q)=L(A/~T1).
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A faktorautomata
1. Azonnal adodik a Lemmabdl qp-ra alkalmazva.

2. Legyenek g’,r’ € Q' tetszbleges A/~-ben
megkulénbdztethetetlen ekvivalenciaosztalyok, azaz q' ~ r’. Ekkor
L(A/~,q") = L(A/~,r"). Alemma miatt tetszbleges q € q’,r € r’
reprezentansokra L(A,q) = L(A,r),azazq ~ r. Tehatq’ =r,
azaz a faktorautomata redukalt.

3. Kovetkezik az alabbi, altalanosabb lemmabdl:

Lemma

Legyenek A =(Q, T,6,q0,F) eés A’ =(Q’, T,¢',q;, F')
Osszefliggd, redukalt és egymassal ekvivalens véges
determinisztikus automatak. Ekkor A és A’ izomorfak.

Az izomorfizmus:
¢(6(qo, u)) == ¢'(qp, U)

minden u € T*-ra. Mivel az automatak 6sszefliggdek, ezért
Dom(¢) = Q és Ran(y) = Q.
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Legyenek u, v € T* tetszbleges szavak.

redukaltsag

6(q0,U) = 6(q0’v) — L(A’6(q0’u)) = L(A,(S(qO,V))



A faktorautomata

Legyenek u, v € T* tetszbleges szavak.

redukaltsag

6(q0’ U) = 6(q0’ V) — L(A’é(qo’ U)) = L(A’é(qo’ V)) =
L(A.qo)u = L(A, qo)v



A faktorautomata

Legyenek u, v € T* tetsz6leges szavak.
redukaltsag
6(qo,u) = 6(qo.v) &  L(A.,d(qo.u)) = L(A,5(qu. V) =

ekvivalencia

L(A,q)u=L(A,q)y = L(Aq))u=L(A.q)v
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ekvivalencia

L(A,q)u=L(A.q)y <= LA q)u=L(A,q)v =
L(A".6'(ghe ) = L(A".5(G). V)
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redukaltsagabdl kdvetkezik. Az utolsé <=-ra hasonléan.
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Legyenek u, v € T* tetsz6leges szavak.
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ekvivalencia , ,
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L(A".8'(qp.u)) = L(A".8'(q5.v)) &= '(qp.u) = &' (g5, v)-

Az els6 & (=) iranya nyilvan teljesil, mig a (<) irany A
redukaltsagabdl kdvetkezik. Az utolsé <=-ra hasonléan.

Tehat ¢ joI defnialt és bijektiv.
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> o(F)= U {e(6(qo.u))} = U {¢'(qq.u)} =F
uel (A) uel (A”")



A faktorautomata

Legyenek u, v € T* tetsz6leges szavak.

redukaltsag

6(q0’ U) = 5((]0, V) — L(A’6(q0’ U)) = L(A’é(qo’ V)) —
ekvivalencia , ,
L(A,q)u=L(A.q)y <= LA q)u=L(A,q)v =

) sy R redukaltsag L, L,
L(A ,5(q0,u)) = L(A ’6(q(yv)) — 5(‘70’“) :6(q0, V)'
Az els6 & (=) iranya nyilvan teljesil, mig a (<) irany A
redukaltsagabdl kdvetkezik. Az utolsé <=-ra hasonléan.

Tehat ¢ joI defnialt és bijektiv.

> #(q0) = ¢(6(qo, €)) = &'(qg, €) =

> o(F)= U {e(6(qo.u))} = U {¢'(qq.u)} =F
uel (A) uel (A”")

> tetszbleges 6(qo, u) € Q allapot és t € T esetén
¢(6(5(qo. u). 1)) = ¢(6(qo. ut)) = &’(qp, ut), és
&' (¢(6(qo. u)). t) = 6(¢"(qq. u). 1) = &’(qp. ut),
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6(q0’ U) = 5((]0, V) — L(A’6(q0’ U)) = L(A’é(qo’ V)) —
ekvivalencia , ,
L(A,q)u=L(A.q)y <= LA q)u=L(A,q)v =

) sy R redukaltsag L, L,
L(A ,5(q0,u)) = L(A ’6(q(yv)) — 5(‘70’“) :6(q0, V)'
Az els6 & (=) iranya nyilvan teljesil, mig a (<) irany A
redukaltsagabdl kdvetkezik. Az utolsé <=-ra hasonléan.

Tehat ¢ joI defnialt és bijektiv.

> #(q0) = ¢(6(qo, €)) = &'(qg, €) =

> o(F)= U {e(6(qo.u))} = U {¢'(qq.u)} =F
uel (A) uel (A”")

> tetszbleges 6(qo, u) € Q allapot és t € T esetén
¢(6(5(qo. u). 1)) = ¢(6(qo. ut)) = &’(qp, ut), és
&' (¢(6(qo. u)). t) = 6(¢"(qq. u). 1) = &’(qp. ut),



A faktorautomata

Legyenek u, v € T* tetsz6leges szavak.

redukaltsag

6(q0’ U) = 5((]0, V) — L(A’6(q0’ U)) = L(A’é(qo’ V)) —
ekvivalencia , ,
L(A,q)u=L(A.q)y <= LA q)u=L(A,q)v =

redukaltsag

L(A".8'(qp.u)) = L(A".8'(q5.v)) &= '(qp.u) = &' (g5, v)-
Az els6 & (=) iranya nyilvan teljesil, mig a (<) irany A
redukaltsagabdl kdvetkezik. Az utolsé <=-ra hasonléan.

Tehat ¢ joI defnialt és bijektiv.

> #(q0) = ¢(6(qo, €)) = &'(qg, €) =

> o(F)= U {e(6(qo.u))} = U {¢'(qq.u)} =F
uel (A) uel (A”")

> tetszbleges 6(qo, u) € Q allapot és t € T esetén
¢(6(6(qo u), 1)) = ¢(5(qo, ut)) = &'(qp, ut), és
& (¢(5(qo, u)), 1) = &'(8' (g, u), ) = &' (. ut),
azaz ¢ valdban izomorfizmus, a lemmat és igy a tételt belattuk.
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g és @’ megkullénbdztethetetlensége azt jelenti, hogy:

g~q < L(A,q)=L(A,qd)
— YueT": (6(q, uyeF & 6(q,u) e F).



Allapotok ekvivalenciajanak algoritmikus eldéntése

Jelolés: TS .= {w eT*

wl < i}
g és @’ megkullénbdztethetetlensége azt jelenti, hogy:
g~q = L(A,q)=L(A.q) =
— YueT": (6(q, uyeF & 6(q,u) e F).
Definicio
Azt mondjuk, hogy g € Q i-megkiilonbdztethetetlen (i > 0)
q € Q-t6l (jeldlés: g ~ ¢'), ha

Vue T<': (8(q.u) € F & o(q.u)€F).



Allapotok ekvivalenciajanak algoritmikus eldéntése

A 0> C X x Xrelacié a o1 € X x X relacié finomitasa (jel6lés:
01 < 02), haminden x, y € X esetén xo2y = xo1Yy.
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Allapotok ekvivalenciajanak algoritmikus eldéntése

A 0> C X x Xrelacié a o1 € X x X relacié finomitasa (jel6lés:
01 < 02), haminden x, y € X esetén xpoy = Xo01y.

4 tulajdonséagai:

» L ekvivalenciarelacio,
> ng’,ha(qu@q’eF),
> minden q,q’ € Q-ra
g™ q o gl A(vieT 6(at) 2 o(d.1)),

0 _1_2
P A<~ <A< <y,
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A 0> C X x Xrelacié a o1 € X x X relacié finomitasa (jel6lés:
01 < 02), haminden x, y € X esetén xpoy = Xo01y.

4 tulajdonséagai:

» L ekvivalenciarelacio,
> ng’,ha(qu@q’eF),
> minden q,q’ € Q-ra
qt'q o qlqa(teT:5(g.1)o(q, 1),
Ol 2
> g~q © Viz0:qlq.
L egy ponton tul tehat nem finomodhat tovabb.

o = min{i| £ ="¢").



Allapotok ekvivalenciajanak algoritmikus eldéntése

A 0> C X x Xrelacié a o1 € X x X relacié finomitasa (jel6lés:
01 < 02), haminden x, y € X esetén xpoy = Xo01y.

4 tulajdonséagai:

» L ekvivalenciarelacio,
> ng’,ha(qu@q’eF),
> minden q,q’ € Q-ra
qt'q o qlqa(teT:5(g.1)o(q, 1),
Ol 2
> g~q © Viz0:qlq.
L egy ponton tul tehat nem finomodhat tovabb.

ip:=min{i| +="t"}. Ekkorip<|Q|-1,6és~=2.



Allapotok ekvivalenciajanak algoritmikus eldéntése
Példa: Redukaljuk a kévetkezd automatat!
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Allapotok ekvivalenciajanak algoritmikus eldéntése

0

1

© {1,2,3,6,7,8,9} , {4,5) £ °
1 [{1,2,3,6,7,8,9] 4.5}
2 [{1,23,6,7,8.9) 4.5}
3 [{1,2,3,6,7,8,9) 4.5}
6 [{1,2,3,6,7,8,9) | (1,236,789
a b 7 [{1.2,3,6,7,8,9) | {1,2.3,6,7,8,9}
{45) [ (1236789 | 8|{1,236789 | {12367389)
{45) | {1236789 | 9 4.5} {1,2,3,6,7,8,9)

0 {1,2,3}, {4,5}, {6,7,8}, {9}




Allapotok ekvivalenciajanak algoritmikus eldéntése

2. (1,2,3,6,7,8,9), {4,5) : g
1 [{1,2,3,6,7,89] {45}
2 [{1,2,3,6,7,89) 4,5}
3 [{1,2,3,6,7,8,9} {4,5)
6 [{1,2,3,6,7,8,9} | {1,2.36,7,89)
a b 7 (11,236,789} | {1,2.3,67,89)
4 [{45] [ (1,236,789 | 8 [{1,236789) | {1.236789)
5 {45} | {1,23,6789) | 9 4.,5] {1,2,3,6,7,8,9}

L. (1,2,3), {4,5), {6,7.8}, {9}

a b a b
a b 1]{1,2,3} | {45} | 6| {6,7,8} | {6,7,8}
4 | {45} | {6,7,8} | 2| {1,2,3} | {4,5} {6,7,8} | {6,7,8}
5|1{4,5} |{6,78} | 3| {123} | {455} | 8 {9} {6,7,8}

~

2 {1.2,3}, {4.5}. {6.7}. {8} . (9}
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5|1{4,5} |{6,78} | 3| {123} | {455} | 8 {9} {6,7,8}

~

2 {1.2,3}, {4.5}. {6.7}. {8} . (9}



Allapotok ekvivalenciajanak algoritmikus eldéntése

£ {1.2,3}, (4.5}, 6.7}, (8} . {9}



Allapotok ekvivalenciajanak algoritmikus eldéntése

£ {1.2,3}, (4.5}, 6.7}, (8} . {9}

a b
a b 1] {1,2,3} | {4,5} a b
4 | {45} | {6,7} | 2| {1,2,3} | {4,5}
5|1{4,5}|{6,7} | 3| {1,23} | {45} | 7| {8} | {6,7}

»
—_
—
—_
o

~
—




Allapotok ekvivalenciajanak algoritmikus eldéntése

£ {1.2,3}, (4.5}, 6.7}, (8} . {9}

a b
a b 11{1,2,3} | {4,5} a b
4 | {4,5} | {6,7} 2| {1,2,3} | {4,5}
5|1{45 [{6,7} | 3|{1,23}|{45}| 7 |{8} | {6,7}

»
—_
—
—_
o

~
—

A redukalt automata:

b /A, - b a a
. 6,7 8
D @D @@
a

Az atmenetek és elfogado allapotok meghatarozasahoz
tetszbleges reprezentanst tekinthetiink. Az eredeti kezddallapotot
tartalmazo ekvivalenciaosztaly lesz az Uj kezddallapot.




Minimalis automata — 6sszegzés

Egy véges determinisztikus automahoz minimalis automatat
készithetlink ha

1. az elérhetetlen allapotait elhagyjuk ezzel eléallitva egy az
eredetivel ekvivalens 6sszefliggd automatat,

2. majd a mar 6sszefliggd automata ~ relacionak
meghatarozasa segitségével eldallitjuk a faktorautomatajat.

Az igy eldallitott minimalis automata izomorfia erejéig egyértelm,
azaz példaul izomorf az AMN minimalis automataval, ahol
L = L(A).
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