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Véges automata determinizalasa

Tétel

Minden A =(Q, T, 6, Qou, F) véges nemdeterminisztikus
automatahoz megkonstrualhaté egy A" = (Q’, T, ¢’, q, F’) véges
determinisztikus automata ugy, hogy L(A) = L(A’) teljesul.
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Minden A =(Q, T, 6, Qou, F) véges nemdeterminisztikus
automatahoz megkonstrualhaté egy A" = (Q’, T, ¢’, q, F’) véges
determinisztikus automata gy, hogy L(A) = L(A’) teljesdil.

Bizonyitas:

A konstrukcié:

Q' :=P(Q), qy:=Q, F:={q€Q'|qd nF+0}
5(q.a) = |_Jo(a.a).

qeq’
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Legyen u € L(A), azaz teljesiljon gou =, p valamely go € Qo-ra
éslegyenp € F.

Ekkor Lemma 1 alapjan valamely p’-re fennall, hogy qyu =, p’ és
pep.

Az F’ definiciéja alapjan p € p’ -bol és p € F-bol az kdvetkezik,
hogy p’ € F’, ahonnan L(A) € L(A’).

Lemma 2
Minden p’,q € Q’, p€ Q és u,v € T* esetén, ha

qu=, p'véspep,
akkor van olyan q € Q, hogy

qu=, pvésqgeq.
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Nulla szamu lépés esetén az allitas trivialis.

TegyUk fel, hogy az éllitas igaz n 1épésre, ahol n > 0, és alljon a
q'u =7, p'v redukcié n + 1 Iépésbdl.
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Ekkor pi-re teljestl, hogy p1vi = pjav =4 pv. (1)
Masrészt az indukciés hipotézis alapjan van olyan g € q’, hogy

qu =, P1Vi. (2)
(1) és (2) alapjan Lemma 2 allitasa teljesdl.
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Véges automata determinizalasa
Végezetil legyen qyu =7, p’ és p’ € F'.

Az F’ definicidja alapjan van olyan p € p’, ahol p € F, és igy
Lemma 2 alapjan valamely qo € q;-re teljestl gou =, p.

igy L(A”) C L(A). Ezzel a tétel bizonyitasét befejeztiik.
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Sq1 | {9o) {}
—q2 | {q1} {g2}
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Példa:

—Qqo
Saq

Q2

{}
{Qo}
a b
— {q1}
{} {1, Qo)
— {q2}
{qo} {}
S {qo. a1}
{g1} {2}
— {QO7Q2}
VNDA — {g1,92}

—{Qo, 91, 2}

a b
{} {}
{} {a1, g2}
{Qo} {}
{a1} {G2}
{0} | {91,092}
{g1} | {91,092}
{qo,q1} | {qe}
{90, a1} | {a1.q2}
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Mivel L felismerhet6 véges determinisztikus automataval,
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» Mivel L1 N Ly = L1 U L,, ezért a metszetre val6 zartsag
kdvetkezik az uniéra és a komplementerre val6 zartsagbol.

» Mivel Ly \ Ly = L1 N Ly, ezért a kiildnbségre valé zartsag
kovetkezik a metszetre és a komplementerre valé zartsagbdl.
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A reguaris nyelvosztalyt leiré formalis eszk6zok

Tehat az alabbi formalis eszkézek mind az L3 nyelvosztalyt irjak le
egy adott abécé felle:

> jobblinearis grammatika

» ballinearis grammatika

» 3-as normalformaju grammatika

» regularis kifejezések

» a fenti mlveletekkel bdvitett altalanositott regularis

kifejezések
» Véges determinisztikus automata
» Véges nemdeterminisztikus automata
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Definicio

Legyen A =(Q, T, 6, qo, F) véges determinisztikus automata. A q
allapotot a kezddallapotbol elérhetének mondjuk, ha létezik

goXx =" q redukcio, ahol x € T™.

Definicio

Az A =(Q,T,6,qo, F) véges determinisztikus automatat
osszefliggonek mondjuk, ha minden allapota elérhetd a
kezdballapotbdl.

Megjegyzés: q elérhetd a kezddallapotbdl, akkor és csak akkor ha
van olyan x € T*, hogy 6(qo, X) = q.
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Hit1 = Hiu{r|é(g.a) =r,qe H,ac T}, i=1,2,...

Mivel Hy € Hy C --- C Hx € Q ezért létezik olyan k > 0, amelyre
Hx = Hk+1. Ekkor minden ¢ > k-ra Hy = Hy. Legyen H := Hk.
Kénnyen lathat6, hogy H azoknak az allapotoknak a halmaza,
amelyek a kezdballapotbdl elérhetdk.

Ezutan definidljuk az A’ =(Q’, T, 8, qo, F’) determinisztikus
véges automatat a kdvetkezéképpen:

Q =HF =FnHés¢§ : Hx T — H gy, hogy

§'(q,a) = 6(q, a), minden q € H esetén.

Kdnnyen megmutathatd, hogy A’ 6sszefliggd és ugyanazt a
nyelvet fogadja el, amelyet A.
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Definialjuk a H halmazt a kdvetkezdképpen. Legyen
Ho = {qo},
Hit1 = Hiu{r|é(g.a) =r,qe H,ac T}, i=1,2,...
Mivel Hy € Hy C --- C Hx € Q ezért létezik olyan k > 0, amelyre
Hx = Hk+1. Ekkor minden ¢ > k-ra Hy = Hy. Legyen H := Hk.
Kénnyen lathat6, hogy H azoknak az allapotoknak a halmaza,
amelyek a kezdballapotbdl elérhetdk.

Ezutan definidljuk az A’ =(Q’, T, 8, qo, F’) determinisztikus
véges automatat a kdvetkezéképpen:

Q =HF =FnHés¢§ : Hx T — H gy, hogy
§'(q,a) = 6(q, a), minden q € H esetén.

Kdnnyen megmutathatd, hogy A’ 6sszefliggd és ugyanazt a
nyelvet fogadja el, amelyet A.

Tovabba, A’ az A legnagyobb 6sszefliggd részautomatdja.



Osszefiiggd automata
Példa:

— Qo
a1
—Q
gs
Q4

— 05

a b

Q2 | Q4
g3 | Qo
Qo | 92
qr | G2
g5 | Q2
qs | Q2

Ho = {qo}

Hi = {qo, 92, qa}

H> = {qo, Q2, 4, g5}
H; = H

a b
—qo | Q2| Q4
<02 | Qo | Q2
Qs | G5 | Q2
<05 | Q4 | Q2




Osszefiiggd automata

Példa: H (%)
o = 190
3 L Hi = {qo, g2, qa}
—qo| Q2| Q4 Ho = {Qo0,Q2,q4,q5} =
Hy =H
<0q1 | g3 | Qo 8 5 b
<Qq2 | Qo | Q2 Sq | @ | g
BN P <02 | Qo | Q2
I % | G5 | G
TH K| R Q5 | G4 | Q2

Megjegyzés: H ugyis megkaphato, ha az atmenetdiagramon a
kezddallapotbdl inditunk egy szélességi keresést. Ezen algoritmus
egy sor adatszerkezetet hasznal. Az eljaras soran a sorba ker(ilé
allapotok éppen az elérhetd allapotok.



Osszefiiggd automata

Példa: H (%)
o = 190
3 L Hi = {qo, g2, qa}
—qo| Q2| Q4 Ho = {Qo0,Q2,q4,q5} =
Hy =H
<0q1 | g3 | Qo 8 5 b
<Qq2 | Qo | Q2 Sq | @ | g
BN P <02 | Qo | Q2
I % | G5 | G
TH K| R Q5 | G4 | Q2

Megjegyzés: H ugyis megkaphato, ha az atmenetdiagramon a
kezddallapotbdl inditunk egy szélességi keresést. Ezen algoritmus
egy sor adatszerkezetet hasznal. Az eljaras soran a sorba ker(ilé
allapotok éppen az elérhetd allapotok. Ezzel a megkdzelitéssel
néha csokkenthetd a VNDA-k determinizalasa révén kapott

allapotok szama.



VNDA determinizalasa — az 6sszefiiggo részautomata
Példa: a b

—Qqo {} {g1, 02}
Sq1 | {qo) {}
—q | {1} {2}




VNDA determinizalasa — az 6sszefiiggo részautomata

Példa: a b
—qo {} g1, 02}

Sq1 | {qo} {}

<@ | {q1} {q2}
a b

S{qo. a1} | {qo} | {g1, 92}

{Qo} {} {g1, 2}
—{g1.92} | {Qo. a1} | (G2}
{} {} {}
< {q2} {a1} {Q2}
< {a1} {Qo} {}

Elért allapotok sora:
{Qo, g1}
{Qo} {q1, G2}
{g1, a2} {}
{} {q2}
{q2}

{

g1}
URES
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Algoritmikus problémak

Akkor beszélink algoritmikus elddéntési problémardl, ha a bemenet
egy olyan objektum, mely egy adott végtelen halmazbdl kerulhet ki
(példaul egy természetes szam vagy adott abécé feletti sz6),
kimenete pedig igen/nem.

Olyan megoldast (algoritmust) kerestink, amely kelléen &ltalanos
ahhoz, hogy a végtelen lehetséges bemenet barmelyike esetén
alkalmazhat6 legyen.

Egy probléma elddntheto, ha Iétezik olyan minden lehetséges
bemenet esetén terminalé algoritmus, amelyik a helyes valaszt
adja.

Megjegyzés: Ezt a fogalmat majd a Szamitaselmélet alapjai Il
targyban pontosabban definialjuk.
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3-as tipusu grammatikak algoritmikus problémai

Allitas
Eldénthetd, hogy egy regularis grammatika az Ures nyelvet
generalja-e.

Bizonyitas: A tanultak szerint a grammatikahoz megadhaté olyan
A véges determinisztikus automata, amelyik a grammatika altal
generalt nyelvet ismeri fel. Az automata pontosan akkor nem ismer
fel egyetlen szét sem, ha a kezddallapotabdl minden végallapota
elérhetetlen.

Allitas
Eldénthetd, hogy két regularis grammatika altal generalt nyelv
diszjunkt-e.

Bizonyitas: Generaljak a Gy és Gy regularis grammatikék rendre
az Ly és Lo nyelveket. Korabbi allitasunk miatt L1 N Lo is regularis,
igy az el6z6 allitas szerint ennek Uressége elddnthetd.
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3-as tipusu grammatikak algoritmikus problémai

Allitas
Eldénthetd, hogy két regularis grammatika ugyanazt a nyelvet
generalja-e vagy sem.

Bizonyitas:

Generaljak a Gy és Go regularis grammatikak rendre az Ly és Lo
nyelveket. Az L3 = (L1 N L2) U (Ly N L2) nyelv szintén regularis, igy
van olyan Gs regularis grammatika, amely Ls-at generdlja. Ekkor
azonban L1 = L, akkor és csak akkor, ha Lz = (), amely a fentiek
szerint elddntheté.

Allitas
Eldénthetd, hogy egy regularis grammatika bévebb vagy egyenld
nyelvet general-e mint egy masik.

Generaljak a Gy és Go reguléris grammatikak rendre az Ly és Lo
nyelveket. Az L3 = (L1 N Lp) = L¢ \ Lo szintén regularis. Ennek
Uressége elddnthetd, ami ekvivalens azzal, hogy Li.C Lo.
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Szoprobléma: Adott a G grammatika és ue T*. u ¢ L(G).

Tétel

A 3-as tipusu grammatikak széproblémaja (hatékonyan)
eldénthetd.

Bizonyitas: Legyen G = (N, T, P, S) egy 3-as tipusl grammatika
normalformaban adva és u =t - - - t, a levezetendd szo.

Az algoritmus rekurzivan kiszamol egy N részhalmazaibdl allé H;
(0 <i < n) sorozatot. H;-bol Hi1 (csak G-t6l fliggd) konstans
idében szamolhat6.

Ho :={S} Hit1:={AeN|ABecH AB >t 1A¢cP).

Kdnnyen lathatd, hogy H; azon nemterminalosok halmaza, melyek
pontosan i levezetési |épés utan a mondatforma végén allhatnak.

Tehatha F = {A € N|A — ¢ € P}, akkor nyilvan
uelL(G)e HonF 0.
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Linearis algoritmus a 3-as tipusu szoproblémara

Példa:

S > aA|bS|e

A — aAlaS

abb-re Hy = {S}, Hy = {A}, Ho = 0, H3 = 0,

mig aab-re Hy = {S}, Hi = {A}, H> = {A, S}, H; = {S}

lesz a H;-k sorozata. Mivel most F = {S}, ezért aab generalhatd,
abb viszont nem.

Vegyik észre, hogy H; € P(N) és minden 1 <i < n—1-re Hi;1
csak H;-tol és ti1-t6l figg. Azaz a {H;}o<i<n halmazok
meghatarozasa egy VDA segitségével automatizalhato.

a b

s (s} [ (Al [(5)]
{A} | {S,A} | ()
—{S,A} | {S,A} | {S)
{} } {}




Linearis algoritmus a 3-as tipusu szoproblémara
Megjegyzések:

» Ez a VDA nem mas, mint a G-hez készitett VNDA
determinizéltja. #(N) allapothalmazzal, Hy = {S}
kezddallapottal, 6(H,a) ={Be N|[JAe€H: A - aB e P}
allapotatmenet-figgvénnyel (H € P(N) ésa € T) és
F"={HC N|HnN F # 0} elfogad6 allapothalmazzal, ahol
F=1{AecN|A—zse P}

,

» Az algoritmus linearis id6ben eldonti, u € L(G), hiszen
minden egyes H; halmaz kiszamitasanak ideje csak G-tol
(Jul-t6l nem) fliggd konstans.
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Linearis algoritmus a 3-as tipusu szoproblémara
Megjegyzések:

» Ez a VDA nem mas, mint a G-hez készitett VNDA
determinizéltja. #(N) allapothalmazzal, Hy = {S}
kezddallapottal, 6(H,a) ={Be N|[JAe€H: A - aB e P}
allapotatmenet-figgvénnyel (H € P(N) ésa € T) és
F"={HC N|HnN F # 0} elfogad6 allapothalmazzal, ahol
F=1{AecN|A—zse P}

,

» Az algoritmus linearis id6ben eldonti, u € L(G), hiszen
minden egyes H; halmaz kiszamitasanak ideje csak G-tol
(Jul-t6l nem) fliggd konstans.

» Amennyiben G méretéhez képest hosszl szbra vagy tébb
szOra szeretnénk a kérdést elddnteni érdemes lehet
eléfeldolgozo 1épésként a fenti automatat elkésziteni.

» Masrészt, kevés, kisméretll sz6 és nagyméretli grammatika
esetén hatékonyabb lehet a H; halmazok kdzvetlen
kiszamitasa.
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