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» A véges automata diszkrét idbintervallumokban végrehajtott
Iépések sorozatan keresztll mikodik.

» A véges automata a kezddallapotabdl indul, az inputsz6 az
inputszalagon helyezkedik el, az olvasoéfej pedig az inputsz6
legbaloldalibb szimbdluman all.

» Az automata, miutan elolvasott egy szimbélumot, az
olvaséfejet egy poziciéval jobbra mozgatja, majd allapotot valt
az éallapot-atmenet fliggvénye szerint.

» Amennyiben az automata még nem olvasta végig a teljes
inputot és elfogado allapotba ér nem dént még az
elfogadasrol/elutasitasroél, tovabb mikédik a szabalyai szerint.

» Ha az automata elolvasta az inputot, akkor megall és aktualis
allapota alapjan valaszol, hogy felismeri vagy elutasitja a
bemeneti sz6t.
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Véges determinisztikus automata

Definicio
A véges (determinisztikus) automata egy rendezett 6t6s,
A =(Q,T,6,qo, F), ahol

» Q az allapotok egy véges, nemiires halmaza,

» T az inputszimbolumok abécéje,

» 0: QX T — Q leképezés, az un. allapot-atmenet fliggvény,
o értelmezési tartomanya a teljes Q x T.

» Qo € Q a kezdodallapot,
» F C Q az elfogadé allapotok halmaza.

Tehat minden (g, a) € Q x T parra pontosan egy olyan s allapot
létezik, amelyre 6(qg, a) = s fenndll.

Megjegyzés: Az elfogadé allapotokra hasznalhaté alternativaként
a végallapot sz6 is.



Az atmenetfiiggvény kiterjesztése
Legyen A = (Q, T, 4, qo, F) egy véges determinisztikus automata
(VDA).
Definicio
A 5 leképezés kiterjesztése aza 6 : Q x T* — Q (teljes)
leképezés, amelyre

> 5(q.8) i =q
> 5(g,xa) :=6(6(g,x),a) (¥xe T aeT)



Az atmenetfiiggvény kiterjesztése
Legyen A = (Q, T, 4, qo, F) egy véges determinisztikus automata
(VDA).
Definicio
A 5 leképezés kiterjesztése aza 6 : Q x T* — Q (teljes)
leképezés, amelyre

> 5(q.8) i =q
> 5(g,xa) :=6(6(g,x),a) (¥xe T aeT)

4(g, u) tehat az az 4llapota az automatanak, ahova a q allapotbdl
indulva az u sz6 feldolgozasa utan eljut.



Az atmenetfiiggvény kiterjesztése
Legyen A =(Q, T, 9, qo, F) egy véges determinisztikus automata
(VDA).
Definicio
A 5 leképezés kiterjesztése aza 6 : Q x T* — Q (teljes)
leképezés, amelyre

> 5(q.6) =q
» 8(q,xa) := 6(6(q.x),a) (Yxe T aecT)
4(g, u) tehat az az 4llapota az automatanak, ahova a q allapotbdl

indulva az u sz6 feldolgozasa utan eljut.

Ha 5(qo, u) € F, akkor az u inputot elfogadja A, ha 5(qo, u) ¢ F,
akkor elutasitja.



Az atmenetfiiggvény kiterjesztése
Legyen A =(Q, T, 9, qo, F) egy véges determinisztikus automata
(VDA).
Definicio
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leképezés, amelyre
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4(g, u) tehat az az 4llapota az automatanak, ahova a q allapotbdl
indulva az u sz6 feldolgozasa utan eljut.

Ha 5(qo, u) € F, akkor az u inputot elfogadja A, ha 5(qo, u) ¢ F,
akkor elutasitja.

Mivel 6 a 6 kiterjesztése, nem zavaré, ha a " -t elhagyjuk.
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1. példa: Legyen A =(Q, T, 6, qo, F) véges automata, ahol
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Példaul
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Véges determinisztikus automata — példa
1. példa: Legyen A =(Q, T, 6, qo, F) véges automata, ahol

=1{q0,91,92, g3}, T ={a,b}, F ={q1, g2} és legyen

6(qo.a) = qe, 6(qo.b) = a1,
5(g1.a) = gs, 5(g1.b) = qo,
5(qe2. a) = qo, 6(qe, b) = QS,
6(gs.a) = q1, 6(gs,b) =

Példaul
6(ge, abb) = 6(8(5(gz. @), b), b) = 6(6(qo. b), b) = 6(q1.b) = qo.

Qo-
ai.
Qo:
gs.

eddig paros sok a és paros sok b volt.
eddig paros sok a és paratlan sok b volt.
eddig paratlan sok a és paros sok b volt.
eddig paratlan sok a és paratlan sok b volt.

Az A véges automata pontosan azokat a szavakat fogadija el,
amelyekben az a és b betlik paritdsa (parossaga) kiilénbozik.
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1. Az automatat megadhatjuk tablazattal is (g € Q soraban és
t € T oszlopaban a cella tartalma 6(q, t), —: kezdballapot, «:
elfogadd éallapot, <: ha a kezdéallapot elfogadd).

a b

—q | 2| G
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2. Vagy atmenetdiagrammal (a graf cslcsai az Q elemeivel
vannak cimkézve; akkor és csak akkor megy g € Q-bolegy t € T
cimkéji él r € Q-ba, ha §(q, t) = r. A kezddallapot —-al van
megjeldlve, az elfogadé allapotok duplan vannak bekarikazva.)
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A ¢ fuggvény mindendtt értelmezett és egyértékl. Azaz
minden (g, a) € Q x T parra pontosan egy olyan s allapot
létezik, amelyre (g, a) = s fennall.

Véges nemdeterminisztikus automata:
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Megengedjik az allapot-atmenet fliggvény tébbértékliségét,
azaz ¢ ekkor egy Q x T — P(Q) leképezés.

Tébb kezdbdallapot is megengedett (azaz a kezddallapotok Qg
halmazara Qy C Q).

Ugy interpretalhatjuk, hogy a g € Q allapotbdl a a € T beti
olvasasara a gép egy tetszbleges d(q, a)-beli 0j allapotba
Iéphet, azaz adott inputra tébb mikddés lehetséges.

Mivel 0 € P(Q), ezért eléfordulhat, hogy az 6(q,a) = 0
valamely (g, a)-ra, ilyenkor elakad a gép.

Akkor fogad el egy bemenetet, ha van legalabb egy F-beli
allapotban terminalé mikodése.
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Véges nemdeterminisztikus automata

Definicio
A véges nemdeterminisztikus automata egy rendezett 6tos,
A=(Q, T, Q, F), ahol

» Q az allapotok egy véges, nemiires halmaza,

v

T az inputszimboélumok abécéje,

v

§5: Qx T — P(Q) leképezés, az allapot-atmenet fliggvény,

v

Qo € Q a kezdoallapotok halmaza,
» F C Q az elfogado allapotok halmaza.

Megjegyzés: A véges determinisztikus automata a véges
nemdeterminisztikus automata specialis esetének tekinthet6. Ha
minden (q,a) € Q x T esetén |6(qg, a)| = 1, akkor minden
bemenetre pontosan 1 miikddés lehetséges és az elfogadas is
ugyanazt jelenti.



Véges nemdeterminisztikus automata — példa

2. példa: Legyen A = (Q, T, 6, Qp, F) véges nemdeterminisztikus

automata (VNDA vagy NDA), ahol Q =
Qo = {qo, 2}, F = {q1, g2} €s legyen

6(qo.a) =
5(gi.a) =
6(qe,a) =
6(qs,a) =

{Qo. 91, 92,93}, T = {a, b},



Véges nemdeterminisztikus automata — példa

2. példa: Legyen A = (Q, T, 6, Qp, F) véges nemdeterminisztikus

automata (VNDA vagy NDA), ahol Q =
{g1, g2} és legyen

Qo = {qo. g2}, F =

Ugyanez tablazattal, illetve atmenetdiagrammal:

— Qo
01
Sq

Qg3

5(qo.a

5(CI1,
(a2
6(as

CI1,CI2

{
{QO}
= {a1

a b
{gr.q2} | {a1}
{gs} | {90, q1}
{Qo} {gs}

{g1}

{Qo. 91, 92,93}, T = {a, b},



Véges nemdeterminisztikus automata — példa

2. példa: Legyen A =(Q, T, 6, Qu, F) véges nemdeterminisztikus

automata (VNDA vagy NDA), ahol Q =
{g1, g2} és legyen

Qo = {qo. g2}, F =

— Qo
01
Sq

Qg3

5(qo.a

5(CI1,
(a2
6(as

CI1,CI2

{
{QO}
= {a1

a b
{gr.q2} | {a1}
{gs} | {90, q1}
{Qo} {gs}
{1} {}

{90, 91,92, g3}, T = {a, b},




Véges nemdeterminisztikus automata — példa




Véges nemdeterminisztikus automata — példa

Nézzik meg az aab bemenetre milyen miikddések lehetségesek!



Véges nemdeterminisztikus automata — példa

a,b
H
H @

Nézzik meg az aab bemenetre milyen miikddések lehetségesek!

1. prébalkozas:

alapot | g2 o @1 Qo | 2F
hatravan | aab ab b & | elutasitja




Véges nemdeterminisztikus automata — példa

a,b
H
H @

Nézzik meg az aab bemenetre milyen miikddések lehetségesek!

1. prébalkozas:

alapot | g2 o @1 Qo | 2F
hatravan | aab ab b & | elutasitja

2. probalkozés:

dllapot | @0 a1 @ |
hatravan | aab ab b | elakadt




Véges nemdeterminisztikus automata — példa

@
’

a,b

Nézzik meg az aab bemenetre milyen miikddések lehetségesek!

1. prébalkozas:

allapot | @2 g0 g1 qo | ¢F
hatravan | aab ab b & | elutasitja
2. probalkozés:

allapot | o g1 @ |
hatravan | aab ab b | elakadt
3. probalkozas:

dlapot | @2 qo g1 g1 | €F
hatravan | aab ab b & | elfogadja



Véges nemdeterminisztikus automata — példa

@
‘

a,b

Elfogadja aab-t mert van
legaldbb 1 elfogad6 mikoédés!

Nézzik meg az aab bemenetre milyen miikddések lehetségesek!

1. prébalkozas:

allapot | @2 g0 g1 qo | ¢F
hatravan | aab ab b & | elutasitja
2. probalkozés:

allapot | o g1 @ |
hatravan | aab ab b | elakadt
3. probalkozas:

dlapot | @2 qo g1 g1 | €F
hatravan | aab ab b & | elfogadja



Szabaly alapu alternativ megkézelités

Legyen A =(Q, T, 6, Qu, F) egy véges nemdeterminisztikus
automata.



Szabaly alapu alternativ megkézelités

Legyen A =(Q, T, 6, Qu, F) egy véges nemdeterminisztikus
automata.

Az atmenetek szabaly alapon torténé megadasa:

Az A véges nemdeterminisztikus automatahoz tartozé M;s
szabalyrendszerhez minden p,q€ Q, a€ T, p € 5(q, a) esetén
adjuk hozza a

ga—p

alaku atirasi szabalyt, azaz



Szabaly alapu alternativ megkézelités

Legyen A =(Q, T, 6, Qu, F) egy véges nemdeterminisztikus
automata.

Az atmenetek szabaly alapon torténé megadasa:

Az A véges nemdeterminisztikus automatahoz tartozé M;s
szabalyrendszerhez minden p,q€ Q, a€ T, p € 5(q, a) esetén
adjuk hozza a

ga—p

alaku atirasi szabalyt, azaz

Ms =1{ga — plp,qe Q, ae T, ped(q,a)l



Szabaly alapu alternativ megkézelités

Legyen A =(Q, T, 8, Qp, F) egy véges nemdeterminisztikus
automata.

Az atmenetek szabaly alapon torténé megadasa:

Az A véges nemdeterminisztikus automatahoz tartozé M;s
szabalyrendszerhez minden p,q€ Q, a€ T, p € 5(q, a) esetén
adjuk hozza a

ga - p

alaku atirasi szabalyt, azaz
Ms={ga - plp,qeQ, ac T, ped(qg,a)}
Megjegyzés: Tehat A pontosan akkor determinisztikus, ha minden

egyes (q, a) par esetén pontosan egy p € Q létezik, melyre
ga — p € M.



Szabaly alapu alternativ megkézelités

Nézzlik meg a 2. (nemdeterminisztikus) példa esetén mely
szabalyokbdl all M.

Példa:
M : a b M -
—qo | {g1,q} | {a1} qoa = G11G2  Gob — g
Qs {gs} | {Qo. g1} t1a — qs a1b = qol a1
Sq2 {Qo} {gs} d2a — Qo q2b — Qg3
a3 {a} {} gsa — G




Szabaly alapu alternativ megkézelités

Nézzlik meg a 2. (nemdeterminisztikus) példa esetén mely

szabalyokbdl all M.

Példa:
M :
— Qo
«— Q1
Sae

as

a b
{g1,02) | {1}
{gs} | {Qo. g1}
{Qo} {gs}

{g1}

Ms -

qoa = G11G2  Gob — g
G1a — Qs a1b = qol a1
d2a — Qo q2b — Qg3
gsa — Qi

Megjegyzés: Bar M; egy szabalyrendszer, igy 6Gnmagaban nem
tekintheté grammatikanak.



Véges automata — egylépéses redukcio

Lattuk, hogy az automata tovabbi mikédése mindig csak az
aktudlis, g € Q éallapottdl és a bemenet még hatralévo olvasatlan
w e T* suffixétél figg. Ez motivalja a kdvetkez6t.
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Lattuk, hogy az automata tovabbi mikdédése mindig csak az
aktudlis, g € Q éallapottdl és a bemenet még hatralévo olvasatlan
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Véges automata — egylépéses redukcio

Lattuk, hogy az automata tovabbi mikdédése mindig csak az
aktudlis, g € Q éallapottdl és a bemenet még hatralévo olvasatlan
w e T* suffixétél figg. Ez motivalja a kdvetkez6t.

Definicié
Egy ue QT* sz6taz A =(Q, T, 5, Qo, F) VNDA egy

Definicio

Legyen A =(Q, T, 6, qo, F) egy véges automata és legyenek

u,v € QT konfiguracidok. Az A automata az u sz6t egy lépésben
(kbzvetlendl) a v széra redukalja (jelélés: u =, v), ha van olyan
ga — p € M;s szabaly (azaz p € §(q, a)) és olyan w € T* sz6, hogy
u= qgaw és v = pw teljesul.



Véges automata — egylépéses redukcio

Lattuk, hogy az automata tovabbi mikdédése mindig csak az
aktudlis, g € Q éallapottdl és a bemenet még hatralévo olvasatlan
w e T* suffixétél figg. Ez motivalja a kdvetkez6t.

Definicié
Egy ue QT* sz6taz A =(Q, T, 5, Qo, F) VNDA egy

Definicio

Legyen A =(Q, T, 6, qo, F) egy véges automata és legyenek

u,v € QT konfiguracidok. Az A automata az u sz6t egy lépésben
(kbzvetlendl) a v széra redukalja (jelélés: u =, v), ha van olyan
ga — p € M;s szabaly (azaz p € §(q, a)) és olyan w € T* sz6, hogy
u= qgaw és v = pw teljesul.

Megjegyzés: Determinisztikus esetben barmely u € QT esetén
egyertelmlen létezik egy olyan v € QT", melyre u =, v.



Véges automata — tobblépéses redukcio

Definicio

Az A =(Q,T,6,qo, F) véges automataaz ue QT" széta v € QT
szora redukalja (jelélés: u =, v), havagy u = v vagy valamely

k > 1-re léteznek wy, .. ., wx konfiguraciok melyekre wi_1 = w;
(1<i<k),wy=uésw=v.



Véges automata — tobblépéses redukcio

Definicio

Az A =(Q, T,6, qo, F) véges automata az u € QT* szétav € QT*
szora redukalja (jelélés: u =, v), havagy u = v vagy valamely

k > 1-re léteznek wy, .. ., wx konfiguraciok melyekre wi_1 = w;
(1<i<k),wp=uésw=v.

Megjegyzés: A levezetés hossza (|u| — |v|) szerinti rekurzidval is
definialhatnank a tébblépéses redukciot. Azaz u =, v ha vagy
u=v,vagy vanolyan z € QT", |z| = |v| + 1, amelyre u =} z és
Z =4 Vv teljesdl.



Véges automata — tobblépéses redukcio

Definicio

Az A =(Q, T,6, qo, F) véges automata az u € QT* szétav € QT*
szora redukalja (jelélés: u =, v), havagy u = v vagy valamely

k > 1-re léteznek wy, .. ., wx konfiguraciok melyekre wi_1 = w;
(1<i<k),wp=uésw=v.

Megjegyzés: A levezetés hossza (|u| — |v|) szerinti rekurzidval is
definialhatnank a tébblépéses redukciot. Azaz u =, v ha vagy
u=v,vagy vanolyan z € QT", |z| = |v| + 1, amelyre u =} z és
Z =4 Vv teljesdl.

Megjegyzes: A =, relacio a = , relacio reflexiv, tranzitiv lezartja.



Véges automata — tobblépéses redukcio

Definicio

Az A =(Q, T,6, qo, F) véges automata az u € QT* szétav € QT*
szora redukalja (jelélés: u =, v), havagy u = v vagy valamely

k > 1-re léteznek wy, .. ., wx konfiguraciok melyekre wi_1 = w;
(1<i<k),wp=uésw=v.

Megjegyzés: A levezetés hossza (|u| — |v|) szerinti rekurzidval is
definialhatnank a tébblépéses redukciot. Azaz u =, v ha vagy
u=v,vagy vanolyan z € QT", |z| = |v| + 1, amelyre u =} z és
Z =4 Vv teljesdl.

Megjegyzes: A =, relacio a = , relacio reflexiv, tranzitiv lezartja.

Megjegyzés: A =, a grammatikak elmeletébdl ismert levezetés
fogalmaval azonos (konfiguraciok k6zoétt Ms-beli szabalyok szerint).



Véges automata — tobblépéses redukcio

Definicio

Az A =(Q, T,6, qo, F) véges automata az u € QT* szétav € QT*
szora redukalja (jelélés: u =, v), havagy u = v vagy valamely

k > 1-re léteznek wy, .. ., wx konfiguraciok melyekre wi_1 = w;
(1<i<k),wp=uésw=v.

Megjegyzés: A levezetés hossza (|u| — |v|) szerinti rekurzidval is
definialhatnank a tébblépéses redukciot. Azaz u =, v ha vagy
u=v,vagy vanolyan z € QT", |z| = |v| + 1, amelyre u =} z és
Z =4 Vv teljesdl.

Megjegyzes: A =, relacio a = , relacio reflexiv, tranzitiv lezartja.

Megjegyzés: A =, a grammatikak elmeletébdl ismert levezetés
fogalmaval azonos (konfiguraciok k6zoétt Ms-beli szabalyok szerint).

Megjegyzés: Mig nemdeterminisztikus esetben egy
konfiguraciébol akar tébb mint 1, akar 0 darab adott hosszusagu
levezetés lehetséges, addig determinisztikus esetben pontosan 1.



Véges automata — Elfogadott nyelv

Definicio
Az A =(Q,T,9d Qy, F) véges nemdeterminisztikus automata altal

elfogadott nyelv alatt az
L(A) = {ue T*|qou = p valamely go € Qo-ra és p € F-re}
nyelvet értjuk.



Véges automata — Elfogadott nyelv

Definicié

Az A =(Q,T,9d Qy, F) véges nemdeterminisztikus automata altal
elfogadott nyelv alatt az

L(A) ={ue T*|qou = p valamely qo € Qo-ra és p € F-re}
nyelvet értjuk.

Megjegyzés: L(A)-t az A altal felismert nyelvnek is nevezik.



Véges automata — Elfogadott nyelv

Definicié

Az A =(Q,T,9d Qy, F) véges nemdeterminisztikus automata altal
elfogadott nyelv alatt az

L(A) ={ue T*|qou =7 p valamely qo € Qo-ra és p € F-re}
nyelvet értjuk.

Megjegyzés: L(A)-t az A altal felismert nyelvnek is nevezik.

Megjegyzés: e € L(A) < Qo N F # 0.



Véges automata — Elfogadott nyelv

Definicié

Az A =(Q,T,9d Qy, F) véges nemdeterminisztikus automata altal
elfogadott nyelv alatt az

L(A) ={ue T*|qou =7 p valamely qo € Qo-ra és p € F-re}
nyelvet értjuk.

Megjegyzés: L(A)-t az A altal felismert nyelvnek is nevezik.
Megjegyzés: e € L(A) < Qo N F # 0.

Megjegyzés: Determinisztikus esetben Qp = {qo} egyelem, és
minden u € T*-ra qou pontosan egyféleképp redukalhato valamely
p € Q-ra. Ha p € F, akkor A elfogadja u-t, kiilénben elutasitja.



Véges automata — Elfogadott nyelv

Definicié

Az A =(Q,T,9d Qy, F) véges nemdeterminisztikus automata altal
elfogadott nyelv alatt az

L(A) ={ue T*|qou =7 p valamely qo € Qo-ra és p € F-re}
nyelvet értjuk.

Megjegyzés: L(A)-t az A altal felismert nyelvnek is nevezik.
Megjegyzés: e € L(A) < Qo N F # 0.

Megjegyzés: Determinisztikus esetben Qp = {qo} egyelem, és
minden u € T*-ra qou pontosan egyféleképp redukalhato valamely
p € Q-ra. Ha p € F, akkor A elfogadja u-t, kiilénben elutasitja.

Megjegyzés: Determinisztikus esetben a kiterjesztett 6
figgvénnyel is definalhatjuk L(A)-t:
L(A) ={ue T"6(qo,u) € F}.



Véges automata — Elfogadott nyelv

Definicié

Az A =(Q,T,9d Qy, F) véges nemdeterminisztikus automata altal
elfogadott nyelv alatt az

L(A) ={ue T*|qou =7 p valamely qo € Qo-ra és p € F-re}
nyelvet értjuk.

Megjegyzés: L(A)-t az A altal felismert nyelvnek is nevezik.
Megjegyzés: e € L(A) < Qo N F # 0.

Megjegyzés: Determinisztikus esetben Qp = {qo} egyelem, és
minden u € T*-ra qou pontosan egyféleképp redukalhato valamely
p € Q-ra. Ha p € F, akkor A elfogadja u-t, kiilénben elutasitja.

Megjegyzés: Determinisztikus esetben a kiterjesztett 6
figgvénnyel is definalhatjuk L(A)-t:

L(A) ={ue T"6(qo,u) € F}.

Megjegyzés: Ha egyértelm{, hogy melyik automataban térténik a
redukcio =4 alsé indexe elhagyhaté.



Véges automata — példak

Az 1. példa (VDA) esetén M; a kdvetkezd szabalyokbal all:
Qoa — G2, Qob — g1, gq1a— g3, qib — Qo
Q2a — Qo, Qeb — Qq3, Qza — g1, qzb — Q.



Véges automata — példak
Az 1. példa (VDA) esetén M; a kdvetkezd szabalyokbal all:
Joa = G2, Qob — g1, gq1a—a3, gib— qo
Q@ = Qo, Geb — g3, gzsa — g1, Qsb - Q.
goaab = ggzab = qob = q4.



Véges automata — példak

Az 1. példa (VDA) esetén M; a kdvetkezd szabalyokbal all:
Joa = G2, Qob — g1, gq1a—a3, gib— qo

Q@ = Qo, Geb — g3, gzsa — g1, Qsb - Q.

goaab = ggzab = qob = q4.

Ez aab egyetlen olyan redukcidja, amely a teljes sz6t feldolgozza.
Mivel g1 € F, ezért aab € L(A).



Véges automata — példak

Az 1. példa (VDA) esetén M; a kdvetkezd szabalyokbal all:

Qoa — G2, Qob — g1, gq1a—q3, gib— Qo

Gea — Qo, Geb — g3, Qza — Q1. Qsb — Q.

qoaab = geab = qob = qs.

Ez aab egyetlen olyan redukcidja, amely a teljes sz6t feldolgozza.
Mivel g1 € F, ezért aab € L(A).

Az 2. példa (VNDA) esetén M; a kdvetkez6 szabalyokbdl all:

Qoa — q11Q2, Qob — g1, gqr1a — g3, gib — qolagi

Qa8 — Qo, Qb — g3, Qgza — qi.



Véges automata — példak

Az 1. példa (VDA) esetén M; a kdvetkezd szabalyokbal all:
Qa — g2, Qb—aqi, qra—>ags, g1b— Qo

Q@ = Qo, Geb — g3, gzsa — g1, Qsb - Q.

goaab = ggzab = qob = q4.

Ez aab egyetlen olyan redukcidja, amely a teljes sz6t feldolgozza.
Mivel g1 € F, ezért aab € L(A).

Az 2. példa (VNDA) esetén M; a kdvetkez6 szabalyokbdl all:
Qa — qilg2, qob — g1, q1a — g3, q1b — qol g

Gea — Qo, Geb — g3, Qgsza — qi.

geaab = quab = g1b = qp. (1. prébalkozas)
geaab = quab = g1b = qs. (3. prébalkozas)



Véges automata — példak

Az 1. példa (VDA) esetén M; a kdvetkezd szabalyokbal all:

Qoa — G2, Qob — g1, gq1a—q3, gib— Qo

Gea — Qo, Geb — g3, Qza — Q1. Qsb — Q.

goaab = ggzab = qob = q4.

Ez aab egyetlen olyan redukcidja, amely a teljes sz6t feldolgozza.
Mivel g1 € F, ezért aab € L(A).

Az 2. példa (VNDA) esetén M; a kdvetkez6 szabalyokbdl all:

Qoa — q11Q2, Qob — g1, gqr1a — g3, gib — qolagi

Qa8 — Qo, Qb — g3, Qgza — qi.

geaab = quab = g1b = qp. (1. prébalkozas)
geaab = quab = g1b = qs. (3. prébalkozas)

Ez aab bemenet esetén tébb olyan redukcid is létezik, amely a
teljes sz6t feldolgozza. Mivel g1 € F, ezért a 3. prébalkozas
alapjan aab € L(A).



Véges automatak és regularis nyelvek

Tétel

Minden A nemdeterminisztikus véges automatahoz meg tudunk
adni egy 3-tipust G grammatikat tgy, hogy L(G) = L(A) teljesul.
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adni egy 3-tipust G grammatikat tgy, hogy L(G) = L(A) teljesul.

Bizonyitas: Legyen A = (Q, T, 6, Qu, F) egy véges
nemdeterminisztikus automata.

Mindenga —» p € Ms (q,p € Q,a € T,p € 6(q, a)) allapot-atmeneti
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megfelel egy bal-lineéris grammatikabeli levezetés forditottjanak.



Véges automatak és regularis nyelvek

Tétel

Minden A nemdeterminisztikus véges automatahoz meg tudunk
adni egy 3-tipust G grammatikat tgy, hogy L(G) = L(A) teljesil.

Bizonyitas: Legyen A = (Q, T, 6, Qu, F) egy véges
nemdeterminisztikus automata.

Mindenga —» p € Ms (q,p € Q,a € T,p € 6(q, a)) allapot-atmeneti
szabaly hossz-csdkkentd, de kénnyen belathatd, hogy a redukcid
megfelel egy bal-lineéris grammatikabeli levezetés forditottjanak.
Legyen G = (N, T, P, S) egy grammatika, melyre N = Q U {S}

(S ¢ Q). és definaljuk a P szabalyrendszert a kdvetkezdképpen.



Véges automatak és regularis nyelvek

Tétel

Minden A nemdeterminisztikus véges automatahoz meg tudunk
adni egy 3-tipust G grammatikat tgy, hogy L(G) = L(A) teljesil.

Bizonyitas: Legyen A = (Q, T, 6, Qu, F) egy véges
nemdeterminisztikus automata.

Mindenga —» p € Ms (q,p € Q,a € T,p € 6(q, a)) allapot-atmeneti
szabaly hossz-csdkkentd, de kénnyen belathatd, hogy a redukcid
megfelel egy bal-lineéris grammatikabeli levezetés forditottjanak.
Legyen G = (N, T, P, S) egy grammatika, melyre N = Q U {S}

(S ¢ Q). és definaljuk a P szabalyrendszert a kdvetkezdképpen.

1. p — a :€ P akkor és csak akkor, ha gpa — p € Ms valamely
Qo € Qo-ra,



Véges automatak és regularis nyelvek

Tétel

Minden A nemdeterminisztikus véges automatahoz meg tudunk
adni egy 3-tipust G grammatikat tgy, hogy L(G) = L(A) teljesil.

Bizonyitas: Legyen A = (Q, T, 6, Qu, F) egy véges
nemdeterminisztikus automata.

Mindenga —» p € Ms (q,p € Q,a € T,p € 6(q, a)) allapot-atmeneti
szabaly hossz-csdkkentd, de kénnyen belathatd, hogy a redukcid
megfelel egy bal-lineéris grammatikabeli levezetés forditottjanak.
Legyen G = (N, T, P, S) egy grammatika, melyre N = Q U {S}

(S ¢ Q). és definaljuk a P szabalyrendszert a kdvetkezdképpen.

1. p — a :€ P akkor és csak akkor, ha gpa — p € Ms valamely
Qo € Qo-ra,
2. p — qga :€ P akkor és csak akkor, ha ga — p € Mg,



Véges automatak és regularis nyelvek

Tétel

Minden A nemdeterminisztikus véges automatahoz meg tudunk
adni egy 3-tipust G grammatikat tgy, hogy L(G) = L(A) teljesil.
Bizonyitas: Legyen A = (Q, T, 6, Qu, F) egy véges
nemdeterminisztikus automata.

Mindenga —» p € Ms (q,p € Q,a € T,p € 6(q, a)) allapot-atmeneti
szabaly hossz-csdkkentd, de kénnyen belathatd, hogy a redukcid
megfelel egy bal-lineéris grammatikabeli levezetés forditottjanak.
Legyen G = (N, T, P, S) egy grammatika, melyre N = Q U {S}
(S ¢ Q). és definaljuk a P szabalyrendszert a kdvetkezdképpen.

1. p — a :e€ P akkor és csak akkor, ha qgpa — p € Ms valamely

Qo € Qo-ra,
2. p — qa :€ P akkor és csak akkor, ha ga — p € Ms,
3. S — p :€ P akkor és csak akkor, hap € F,



Véges automatak és regularis nyelvek

Tétel
Minden A nemdeterminisztikus véges automatahoz meg tudunk
adni egy 3-tipust G grammatikat tgy, hogy L(G) = L(A) teljesil.

Bizonyitas: Legyen A = (Q, T, 6, Qu, F) egy véges
nemdeterminisztikus automata.
Mindenga —» p € Ms (q,p € Q,a € T,p € 6(q, a)) allapot-atmeneti
szabaly hossz-csdkkentd, de kénnyen belathatd, hogy a redukcid
megfelel egy bal-lineéris grammatikabeli levezetés forditottjanak.
Legyen G = (N, T, P, S) egy grammatika, melyre N = Q U {S}
(S ¢ Q). és definaljuk a P szabalyrendszert a kdvetkezdképpen.

1. p — a :€ P akkor és csak akkor, ha gpa — p € Ms valamely

go € Qp-ra,

2. p — qga :€ P akkor és csak akkor, ha ga — p € Mg,

3. S — p :€ P akkor és csak akkor, hap € F,

4. S — g :€ P akkor és csak akkor, ha Qo N F # 0



Véges automatak és regularis nyelvek
Nyilvanvalé, hogy ¢ € L(G) akkor és csak akkor, ha & € L(A).



Véges automatak és regularis nyelvek
Nyilvanvalé, hogy ¢ € L(G) akkor és csak akkor, ha & € L(A).
L(A) c L(G):



Véges automatak és regularis nyelvek
Nyilvanvalé, hogy ¢ € L(G) akkor és csak akkor, ha & € L(A).
L(A) c L(G):

» Tegyik fel, hogy u # &, u € L(A). Akkor van olyan qp € Qo
kezdballapot és olyan p € F elfogadd allapot, hogy qou =7 p
teljestl. Tekintve ennek a redukciénak a megforditésat, a 2.
csoportba tartozé szabalyok hasznalataval meg tudjuk
konstrualni a p =, qou levezetest.



Véges automatak és regularis nyelvek
Nyilvanvalé, hogy ¢ € L(G) akkor és csak akkor, ha & € L(A).
L(A) c L(G):

» Tegyik fel, hogy u # &, u € L(A). Akkor van olyan qp € Qo
kezdballapot és olyan p € F elfogadd allapot, hogy qou =7 p
teljestl. Tekintve ennek a redukciénak a megforditésat, a 2.
csoportba tartozé szabalyok hasznalataval meg tudjuk
konstrualni a p =, qou levezetest.

» Ez a G-beli levezetés egy p1 — qopa alaku szabaly
alkalmazasaval ér véget valamely p; € Q-ra. Ekkor a 2. pont
szerint gpa — p1 € M, de ekkor az 1. pont szerint
p1 — a € P. Tehat p =, uisigaz, ha a p; — a szabalyt
alkalmazzuk p; — qopa helyett utoljara.



Véges automatak és regularis nyelvek
Nyilvanvalé, hogy ¢ € L(G) akkor és csak akkor, ha & € L(A).
L(A) c L(G):

» Tegyik fel, hogy u # &, u € L(A). Akkor van olyan qp € Qo
kezdballapot és olyan p € F elfogadd allapot, hogy qou =7 p
teljestl. Tekintve ennek a redukciénak a megforditésat, a 2.
csoportba tartozé szabalyok hasznalataval meg tudjuk
konstrualni a p =, qou levezetest.

» Ez a G-beli levezetés egy p1 — qopa alaku szabaly
alkalmazasaval ér véget valamely p; € Q-ra. Ekkor a 2. pont
szerint gpa — p1 € M, de ekkor az 1. pont szerint
p1 — a € P. Tehat p =, uisigaz, ha a p; — a szabalyt
alkalmazzuk p; — qopa helyett utoljara.

» Mivel p € F, ezért a 3. pont alapjan S — p € P, tehat
S =g u.



Véges automatak és regularis nyelvek
Nyilvanvalé, hogy ¢ € L(G) akkor és csak akkor, ha & € L(A).
L(A) c L(G):

» Tegyik fel, hogy u # &, u € L(A). Akkor van olyan qp € Qo
kezdballapot és olyan p € F elfogadd allapot, hogy qou =7 p
teljestl. Tekintve ennek a redukciénak a megforditésat, a 2.
csoportba tartozé szabalyok hasznalataval meg tudjuk
konstrualni a p =, qou levezetest.

» Ez a G-beli levezetés egy p1 — qopa alaku szabaly
alkalmazasaval ér véget valamely p; € Q-ra. Ekkor a 2. pont
szerint gga — p1 € My, de ekkor az 1. pont szerint
p1 — a € P. Tehat p =, uisigaz, ha a p; — a szabalyt
alkalmazzuk p; — qopa helyett utoljara.

» Mivel p € F, ezért a 3. pont alapjan S — p € P, tehat
S =g u.

» Tehat mivel u tetszbleges L(A)-beli volt, L(A) € L(G).



Véges automatak és regularis nyelvek
L(G) C L(A):



Véges automatak és regularis nyelvek
L(G) c L(A):
> Legyen u € L(G) és u # . Ekkor S =7 u,ahol ue T™.



Véges automatak és regularis nyelvek
L(G) C L(A):
> Legyen u € L(G) és u # . Ekkor S =7 u,ahol ue T™.
» A G konstrukcioja alapjan akkor létezik az

S=gp>gpivagav=u

levezetés, aholp € F és py — a € P.



Véges automatak és regularis nyelvek
L(G) C L(A):
> Legyen u € L(G) és u # . Ekkor S =7 u,ahol ue T™.
» A G konstrukcioja alapjan akkor létezik az

S=gp>gpivagav=u

levezetés, aholp € F és py — a € P.

» Mivel py — a € P, ezért az 1. pont alapjan gpa — p1 € Ms
valamely qo € Qp-ra, és igy a 2. pont alapjan p1 — qoa € P.
Ha az utolséként alkalmazott p1 — a szabalyt p1 — qoa-ra
cseréljuk a levezetésben kapjuk, hogy p = qou.



Véges automatak és regularis nyelvek
L(G) C L(A):
> Legyen u € L(G) és u # . Ekkor S =7 u,ahol ue T™.
» A G konstrukcioja alapjan akkor létezik az

S=gp>gpivagav=u

levezetés, aholp € F és py — a € P.

» Mivel py — a € P, ezért az 1. pont alapjan gpa — p1 € Ms
valamely qo € Qp-ra, és igy a 2. pont alapjan p1 — qoa € P.
Ha az utolséként alkalmazott p1 — a szabalyt p1 — qoa-ra
cseréljuk a levezetésben kapjuk, hogy p = qou.

» A 2. pont szabalyaival ebbdl qou =7, p kévetkezik.



Véges automatak és regularis nyelvek
L(G) C L(A):
> Legyen u € L(G) és u # . Ekkor S =7 u,ahol ue T™.
A G konstrukcioja alapjan akkor létezik az

v

S=gp>gpivagav=u

levezetés, aholp € F és py — a € P.

» Mivel py — a € P, ezért az 1. pont alapjan gpa — p1 € Ms
valamely qo € Qp-ra, és igy a 2. pont alapjan p1 — qoa € P.
Ha az utolséként alkalmazott p1 — a szabalyt p1 — qoa-ra
cseréljuk a levezetésben kapjuk, hogy p = qou.

» A 2. pont szabalyaival ebbdl qou =7, p kévetkezik.

» Mivel p € F, ezért u € L(A), azaz mivel u tetszbleges
L(G)-beli volt, L(G) € L(A).



Véges automatak és regularis nyelvek
L(G) C L(A):
> Legyen u € L(G) és u # . Ekkor S =7 u,ahol ue T™.
A G konstrukcioja alapjan akkor létezik az

v

S=gp>gpivagav=u

levezetés, aholp € F és py — a € P.

» Mivel py — a € P, ezért az 1. pont alapjan gpa — p1 € Ms
valamely qo € Qp-ra, és igy a 2. pont alapjan p1 — qoa € P.
Ha az utolséként alkalmazott p1 — a szabalyt p1 — qoa-ra
cseréljuk a levezetésben kapjuk, hogy p = qou.

» A 2. pont szabalyaival ebbdl qou =7, p kévetkezik.

» Mivel p € F, ezért u € L(A), azaz mivel u tetszbleges
L(G)-beli volt, L(G) € L(A).



Véges automatak és regularis nyelvek
L(G) C L(A):
> Legyen u € L(G) és u # . Ekkor S =7 u,ahol ue T™.
A G konstrukcidja alapjan akkor létezik az

v

S=gp>gpivagav=u

levezetés, aholp € F és py — a € P.
» Mivel py — a € P, ezért az 1. pont alapjan gpa — p1 € Ms
valamely qo € Qp-ra, és igy a 2. pont alapjan p1 — qoa € P.
Ha az utolséként alkalmazott p1 — a szabalyt p1 — qoa-ra
cseréljuk a levezetésben kapjuk, hogy p = qou.
» A 2. pont szabalyaival ebbdl qou =7, p kévetkezik.
» Mivel p € F, ezért u € L(A), azaz mivel u tetszbleges
L(G)-beli volt, L(G) € L(A).
A G grammatika szabalyai bal-linearisak, de ismeretes, hogy
minden bal-lineéris grammatikahoz létezik vele ekvivalens
jobb-linearis grammatika, igy a tétel allitasa fennall.



Véges automatak és regularis nyelvek

Koévetkezmény:
VNDA VNDA (Ms) bal-linearis jobb-linearis
qo kezddallapot S UJ kezdészimbdlum
p€d(qo.a) | gpa > p(qpe)| p—a S—ap
p€d(g.a) qa—p p — qa q— ap
peF S—p p—e
QNF£0 S—>e¢ S—>e¢




Véges automatak és regularis nyelvek

Koévetkezmény:
VNDA VNDA (Ms) bal-linearis jobb-linearis
qo kezddallapot S UJ kezdészimbdlum
p€d(qo.a) | gpa—->p(Qpe)| p—a S—ap
p€d(g.a) qa—p p — qa q— ap
peF S—p p—e
QuNF=+#0 S—oe¢ S—oe¢

Koévetkezmény: (ha A determinisztikus)

VDA VDA (Ms) jobb-lineéris
Qo kezddallapot Qo kezdbszimbolum
é(ga)=p| ga—p q—ap
peF p—e




Véges automatak és regularis nyelvek

1. példa:

— Qo
— 01
(—q2

Qg3

a b

Q2 | Q1
g3 | Qo
Qo | G3
g1 | Q2

3-as tipusu grammatika:

Qo — aqz| by
g1 — ags|bqole
G2 — aqo|bgs|e
Qs — agi | bge



Véges automatak és regularis nyelvek

1. példa:
a b
—q | 2| G
<q1 | g3 | Qo
“<Qq | Qo | Qs
s | 41 | Q2
2. példa:
a b
- q | {91,902} | {a1}
Qs {gs} | {qo,q1}
SQ2 {Qo} {G3}
g3 {a1} {}

3-as tipusu grammatika:

Go — aqgz | bqs

g1 — ags|bqole

G2 — aqo|bgs|e

gs — aqi | bge

3-as tipusu grammatika:

S — aqi|agz|bgi|aqo|bgs | &
Qo — agi|aqgz | bgi
g1 — aqs|bqo | bgs | &
G2 — aqo | bgs e

gs — aq



Véges automatak és regularis nyelvek

Tétel

Minden 3-tipusu G grammatikdhoz meg tudunk adni egy A véges
nemdeterminisztikus automatat Ggy, hogy L(A) = L(G) teljesdil.



Véges automatak és regularis nyelvek

Tétel

Minden 3-tipusu G grammatikdhoz meg tudunk adni egy A véges
nemdeterminisztikus automatat Ggy, hogy L(A) = L(G) teljesdil.
Bizonyitas:

» Az altalanossag megszoritasa nélkul feltehetjik, hogy
G = (N, T, P, S) normalformaban van (minden szabaly vagy
X — aY,vagy X — g alakl, ahol X,Y e NésaeT).



Véges automatak és regularis nyelvek

Tétel

Minden 3-tipusu G grammatikdhoz meg tudunk adni egy A véges
nemdeterminisztikus automatat Ggy, hogy L(A) = L(G) teljesdl.

Bizonyitas:

» Az altalanossag megszoritasa nélkul feltehetjik, hogy
G = (N, T, P, S) normalformaban van (minden szabaly vagy
X — aY,vagy X — g alakl, ahol X,Y e NésaeT).

» Legyen A =(Q, T, 6, Qu, F) az a véges nemdeterminisztikus
automata melyre

Q=N, Q=1{S},ésF={ZeN|Z—- e€cP}.
Legyen M;s ugy definidlva, hogy

Xa — Y € Mjs akkor és csak akkor, ha X — aY € P.



Véges automatak és regularis nyelvek

» A levezetés hosszara vonatkozo teljes indukcidval egyszeriien
adodik, hogy minden X, Y € N, u € T* esetén
X:’*G uy = Xu:>j‘ Y.



Véges automatak és regularis nyelvek

» A levezetés hosszara vonatkozo teljes indukcidval egyszeriien
adddik, hogy minden X, Y € N, u € T* esetén
X:>*G uy & Xu=,Y.
» Az S =, uZ =g u G-beli levezetéshez tehat van A-ban

olyan redukcio, amelyre Su =, Z teljestl. Mivel Ga Z — ¢
szabalyt hasznalta ezért Z € F.



Véges automatak és regularis nyelvek

» A levezetés hosszara vonatkozo teljes indukcidval egyszeriien
adodik, hogy minden X, Y € N, u € T* esetén
X:>*G uy = Xu:>j‘ Y.

» Az S =, uZ =g u G-beli levezetéshez tehat van A-ban
olyan redukcio, amelyre Su =, Z teljestl. Mivel Ga Z — ¢
szabalyt hasznalta ezért Z € F.

» Megforditva, minden A-beli Su =, Z, Z € F redukcidhoz

tudunk egy megfeleld S =, uZ levezetést talaini G-ben.
Mivel Z € F, ezért van Z — & szabaly, tehat S =, uZ = wu.



Véges automatak és regularis nyelvek

» A levezetés hosszara vonatkozo teljes indukcidval egyszeriien
adodik, hogy minden X, Y € N, u € T* esetén
X:>*G uy = Xu:>j‘ Y.

» Az S =, uZ =g u G-beli levezetéshez tehat van A-ban
olyan redukcio, amelyre Su =, Z teljestl. Mivel Ga Z — ¢
szabalyt hasznalta ezért Z € F.

» Megforditva, minden A-beli Su =, Z, Z € F redukcidhoz

tudunk egy megfeleld S =, uZ levezetést talaini G-ben.
Mivel Z € F, ezért van Z — & szabaly, tehat S =, uZ = wu.



Véges automatak és regularis nyelvek

» A levezetés hosszara vonatkozo teljes indukcidval egyszeriien
adodik, hogy minden X, Y € N, u € T* esetén
X:>*G uy = Xu:>j‘ Y.

» Az S =, uZ =g u G-beli levezetéshez tehat van A-ban
olyan redukcio, amelyre Su =, Z teljestl. Mivel Ga Z — ¢
szabalyt hasznalta ezért Z € F.

» Megforditva, minden A-beli Su =, Z, Z € F redukcidhoz

tudunk egy megfeleld S =, uZ levezetést talaini G-ben.
Mivel Z € F, ezért van Z — & szabaly, tehat S =, uZ = wu.

Példa:

a b
S —> aAl|aB|bB|e S | {A, B} (B}
A — bS|bB A {} {S, B}

B — aS|aA|e —B | {S,A} {}




Véges automata determinizalasa

Tétel

Minden A =(Q, T, 6, Qou, F) véges nemdeterminisztikus
automatahoz megkonstrualhaté egy A" = (Q’, T, ¢’, q, F’) véges
determinisztikus automata ugy, hogy L(A) = L(A’) teljesul.



Véges automata determinizalasa

Tétel
Minden A =(Q, T, 6, Qou, F) véges nemdeterminisztikus

automatahoz megkonstrualhaté egy A" = (Q’, T, ¢’, q, F’) véges
determinisztikus automata gy, hogy L(A) = L(A’) teljesdil.
A konstrukcio:
Q' :=P(Q), qy:=Q, F:={q €Q|qd nF+0}
&' (q,a) = U 5(qg,a).

qeq’



Véges automata determinizalasa

Tétel

Minden A =(Q, T, 6, Qou, F) véges nemdeterminisztikus
automatahoz megkonstrualhaté egy A" = (Q’, T, ¢’, q, F’) véges
determinisztikus automata gy, hogy L(A) = L(A’) teljesdil.

A konstrukcio:

Q =P(Q), q,:=Q, F:={q eQ|q NF %0},

§'(q,a) = U 5(q, a).

qeq’

A konstrukcid helyességét a jovd héten latjuk be.



Véges automata determinizalasa

Tétel

Minden A =(Q, T, 6, Qou, F) véges nemdeterminisztikus
automatahoz megkonstrualhaté egy A’ = (Q’, T, ¢’, q;, F’) véges
determinisztikus automata gy, hogy L(A) = L(A’) teljesdil.

A konstrukcio:
Q =P(Q), qy:=Q, F :={q €Q'|qg NF 0},
§'(q,a) = U 5(q, a).
qeq’

A konstrukcid helyességét a jovd héten latjuk be.

Tehat mind a véges determinisztikus automatak, mind a véges
nemdeterminisztikus automatak regularis (L3-beli) nyelveket leird
formalis eszkdzok.



Véges automata determinizalasa — példa

a b
—qo {} {g1, g2}
Saq1 | {qo} {}
—q | {gq1} {G2}

VNDA



Véges automata determinizalasa — példa

—Qqo
Saq

(—q2

a b
{} {q1, G2}
{Qo} {}
{g1} {g2}
VNDA

{}

{Qo}
< a1}
< g}
S {qo. g1}
< {Qqo, g2}
< {91,092}

—{qo, 91, 2}

a b
{} {}
{} {g1,qe}
{Qo} {
{a1} {q2}
{qo} | {g1.q2}
{g1} | {91, 02}
{qo.a1} | {qe}
{90, a1} | {a1.q2}




