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Linearis grammatikak

Definicio
Egy G = (N, T, P, S) kérnyezetfliggetlen grammatikat linearisnak
nevezlnk, ha minden szabalya vagy

a) A—- u,AeN,ue T vagy

b) A — uyBuo alaku, ahol A,B € Nés uj,us € T*.
A G linearis grammatikat bal-linearisnak nevezziik, ha minden b)
alaku szabdlyaban uy = e.
A G linearis grammatikéat jobb-linearisnak mondjuk, ha minden b)
alaku szabalyaban u, = e.
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Definicio
Egy G = (N, T, P, S) kérnyezetfliggetlen grammatikat linearisnak
nevezlnk, ha minden szabalya vagy

a) A—- u,AeN,ue T vagy

b) A — uyBuo alaku, ahol A,B € Nés uj,us € T*.
A G linearis grammatikat bal-linearisnak nevezziik, ha minden b)
alaku szabdlyaban uy = e.
A G linearis grammatikéat jobb-linearisnak mondjuk, ha minden b)
alaku szabalyaban u, = e.

Megjegyzés: A jobb-linearis grammatika egy masik elnevezés a
regularis (3-tipusu) grammatikakra.

Példa:
1. S > aSb|e linearis, de nem bal- és nem jobblinearis
2. S —> Saa|b bal-linearis

3.S > aS|bbS|c jobb-linearis



Linearis grammatikak és nyelvek

Definicié

Egy L nyelvet linedrisnak, bal-linearisnak, illetve jobb-linearisnak
mondunk, ha van olyan G linearis, bal-linearis, illetve jobb-lineéris
grammatika, amelyre L = L(G) teljesdl.
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Linearis grammatikak és nyelvek

Definicié

Egy L nyelvet linedrisnak, bal-linearisnak, illetve jobb-linearisnak
mondunk, ha van olyan G linearis, bal-linearis, illetve jobb-lineéris
grammatika, amelyre L = L(G) teljesdl.

Megjegyzés: A jobb-linearis nyelvek tehat azonosak a regularis
(3-tipusu) nyelvekkel.

Tétel
Minden bal-linearis grammatika regularis (3-tipusu) nyelvet
general.
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Bal- és jobblinearis nyelvek
Bizonyitas: Legyen G = (N, T, P, S) bal-linearis grammatika és
legyen N = {S, Aq,...,An}.

Az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetjik, hogy S nem
fordul eld egyetlen szabaly jobboldalan sem.

Megkonstruédlunk egy G’ = (N, T, P’, S) jobb-lineéris grammatikat,
amelyre L(G) = L(G’) teljesdl.

1. S — u:e P’ akkor és csak akkor,ha S — u e P,
2. S — UAk :€ P’ akkor és csak akkor, ha Ax > ue P,
3. Aj — UAk :€ P’ akkor es csak akkor, ha Ax — Aju € P,
4. Aj — u:€ P’ akkor és csak akkor,ha S — Aju € P.

(u e T* minden a 4 pontban)

Megmutatjuk, hogy L(G) = L(G’).
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L(G) c L(G'):
Legyen w € L(G).

S—oueP
S—>UAk:€P'
Aj—>UAk:€P'

Aj—)UZEP’

171113

S—-ueP,
Ak > UE€E P,
Ak—>AjU€P,
S—)AjUEP.




Bal- és jobblinearis nyelvek

S—>u:eP P S—>ueP,
S UAceP & Ac— ucP,
L(G) - L(G’): Aj N UAk c P’ s Ak o AjU c P,
Legyen w € L(G). Al>ueP o S->AucP.

1.esetHaS > we P,akkorS > we P, igywe L(G).
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S—>u:eP P S—>ueP,
S UAceP & Ac— ucP,
L(G) - L(G’): Aj N UAk c P’ s Ak o AJU c P,
Legyen w € L(G). Al>ueP o S->AucP.

1.esetHaS > we P,akkorS > we P, igywe L(G).
2. eset Egyébként w-hez van G-ben egy

S =AW 2AWoWy =2 A Wnoi- Wy = WpWp_y- - Wi=W

im-1
levezetés (m > 2). Azonban ekkor G’-ben létezik egy

S = WhAi, , = WnWn1Aj, , = - = Wy WA, = Wp - -Wi=W
levezetés, azaz w € L(G’).

L(G") c L(G):

Kovetkezik a szimmetriabol.
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Bal- és jobblinearis nyelvek

Példa:
L = {a"bX|n, k € N}.

S—ouiEeP
S—)UAKZEP’
Aj—>UAk:€P'

Aj-)UZGP’

ORORSOR

S—-ueP,
Ak—>U€P,
Ak—>AjU€P,
S—)AjUEP.




Bal- és jobblinearis nyelvek

S—oueP & S—->ueP,
S—>UAk P & Ar—> UueP,
Példa: Aj—> UAk €eP o Ak —>AjU€P,
L = {a"bX |n, k € NJ. A-ueP & S—-AucP.
P P’
S—e¢ S—e¢
S — Ab Ay —> b
S — Aca A — a
A1—>A1b A1—>bA1
A1—>A2 A2—>A1
As — Aca Ax — aA;

A — ¢ S — A



Bal- és jobblinearis nyelvek

S—oueP & S—->ueP,
S—>UAk P & Ar—> UueP,
Példa: Aj—>UAk €eP o Ak—>AjU€P,
L = {a"bX |n, k € NJ. A-ueP & S—-AucP.
P P’
S—e¢ S—e¢
S — Ab Ay —> b
S—)Aga A2—>a
A1—>A1b A1—>bA1
A1—>A2 A2—>A1
As — Aca Ax — aA;
A — ¢ S — A

S=>Ab=>Ab= Aab=ab. S = A= aA, = aA; = ab.
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tudunk konstrualni egy G’ bal-linearis grammatikat, amely L(G)
tikorképét generdlja.
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1. Ha L € L3, akkor az allitds miatt L~' generalhaté egy
bal-lineéris G grammatikaval. Az eléz6 tétel alapjan L~ € L3.
2. Ha L € L3 eldzb tétel miatt L~' € Ly is, azaz L~ jobb-lineéaris
grammatikaval generalhat6. Az allitas miatt (L=')~" = L
bal-linearis grammatikaval generalhaté.



3-tipusu grammatikak normalformaja

Tétel

Minden 3-tipusu, azaz regularis nyelv generalhaté egy olyan
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» X —> aY, X,YeN,ae T vagy
» X — g alakuak, ahol X € N.
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Tétel

Minden 3-tipusu, azaz regularis nyelv generalhaté egy olyan
grammatikaval, amelynek szabalyai vagy
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a) A — uB vagy
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A G grammatikat a megfeleld alakra transzformaljuk, figyelve arra
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a) tipusu szabalyok:

HaA—->uBeP(A,BeNueT), |u>1ésu=ay---ann=>2,
akkor helyettesitsik az A — ay - - - a,B szabalyt az

{A - a1Zy,Z1 — a2, ...Z,-1 — a,B} szabalyhalmazzal, ahol
Z4,...,2Zn-1 Uj, a szabalyhoz bevezetett egyedi nemterminalisok.
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b) tipusu szabalyok:

Hasonléan,Ha A - ue P (Ae N,ue T"), |ul > 0 és
u=as---am,m > 1, akkor helyettesitsik az A — ay---an
szabalytaz {A — a1Y1,Y1 - aYo,... Y1 — anE, E — &}
szabalyhalmazzal, ahol Yi,..., Ym-1 U], a szabalyhoz bevezetett
egyedi nemtermindlisok. E szintén Uj nemterminalis, de elég a b)
tipusu szabalyok hosszredukciéjahoz egy kdzds Uj € szabaly.
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1. Iépés: Hosszredukcid

a) tipusu szabalyok:

HaA—->uBeP(A,BeNueT), |u>1ésu=ay---ann=>2,
akkor helyettesitsik az A — ay - - - a,B szabalyt az

{A - a1Zy,Z1 — a2, ...Z,-1 — a,B} szabalyhalmazzal, ahol
Z4,...,2Zn-1 Uj, a szabalyhoz bevezetett egyedi nemterminalisok.

b) tipusu szabalyok:

Hasonléan,Ha A - ue P (Ae N,ue T"), |ul > 0 és
u=as---am,m > 1, akkor helyettesitsik az A — ay---an
szabalytaz {A — a1Y1,Y1 - aYo,... Y1 — anE, E — &}
szabalyhalmazzal, ahol Yi,..., Ym-1 U], a szabalyhoz bevezetett
egyedi nemtermindlisok. E szintén Uj nemterminalis, de elég a b)
tipusu szabalyok hosszredukciéjahoz egy kdzds Uj € szabaly.

Az eddigi szavakat az atalakitas utan is generalni lehet. Mivel az Uj
nemterminalisok szabalyonként egyediek, igy nem lehetséges az
eddigieken felll tovabbi szé generalasa.



3-tipusu grammatikak normalformaja

2. lépés: Lancmentesités



3-tipusu grammatikak normalformaja

2. lépés: Lancmentesités
A hosszredukci6 utan kapott Py szabalyhalmaz elemei
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Py a Pq-beli lancszabalyok halmazat.



3-tipusu grammatikak normalformaja

2. lépés: Lancmentesités
A hosszredukci6 utan kapott Py szabalyhalmaz elemei
X —>aY,X - Y,X - galaklak, ahol X, Y e Nés a e T. Mar

csak az X — Y alakd, U.n. lancszabalyokat kell eliminalni. Jelélje
Py a Pq-beli lancszabalyok halmazat.

Elsé 1épésben meghatarozzuk minden A € N esetén a
H(A) :={B € N|A =" B} halmazokat.



3-tipusu grammatikak normalformaja

2. lépés: Lancmentesités

A hosszredukci6 utan kapott Py szabalyhalmaz elemei

X —>aY,X - Y,X - galaklak, ahol X, Y e Nés a e T. Mar
csak az X — Y alakd, U.n. lancszabalyokat kell eliminalni. Jelélje
Py a Pq-beli lancszabalyok halmazat.

Elsé 1épésben meghatarozzuk minden A € N esetén a

H(A) :={B € N|A =" B} halmazokat.

H(A) hatékony elballitdsahoz definialjuk rekurzivan a H;(A) (i > 0)
halmazokat az aladbbiak szerint:



3-tipusu grammatikak normalformaja

2. lépés: Lancmentesités

A hosszredukci6 utan kapott Py szabalyhalmaz elemei

X —>aY,X - Y,X - galaklak, ahol X, Y e Nés a e T. Mar
csak az X — Y alakd, U.n. lancszabalyokat kell eliminalni. Jelélje
Py a Pq-beli lancszabalyok halmazat.

Elsé 1épésben meghatarozzuk minden A € N esetén a

H(A) :={B € N|A =" B} halmazokat.

H(A) hatékony elballitdsahoz definialjuk rekurzivan a H;(A) (i > 0)
halmazokat az alabbiak szerint:

Ho(A) := {A}



3-tipusu grammatikak normalformaja

2. lépés: Lancmentesités

A hosszredukci6 utan kapott Py szabalyhalmaz elemei

X —>aY,X - Y,X - galaklak, ahol X, Y e Nés a e T. Mar
csak az X — Y alakd, U.n. lancszabalyokat kell eliminalni. Jelélje
Py a Pq-beli lancszabalyok halmazat.

Elsé 1épésben meghatarozzuk minden A € N esetén a
H(A) :={B € N|A =" B} halmazokat.

H(A) hatékony elballitdsahoz definialjuk rekurzivan a H;(A) (i > 0)
halmazokat az aladbbiak szerint:

Ho(A) := {A}
Hit1(A) := Hi(A)U{B € N|3C € H;(A) amelyre C — B € P}.
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k:=minf0 <i<n-1|Hi(A) = Hi+1(A)}.
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2. lépés: Lancmentesités

A hosszredukci6 utan kapott Py szabalyhalmaz elemei

X —>aY,X - Y,X - galaklak, ahol X, Y e Nés a e T. Mar
csak az X — Y alakd, U.n. lancszabalyokat kell eliminalni. Jelélje
Py a Pq-beli lancszabalyok halmazat.

Elsé 1épésben meghatarozzuk minden A € N esetén a
H(A) :={B € N|A =" B} halmazokat.

H(A) hatékony elballitdsahoz definialjuk rekurzivan a H;(A) (i > 0)
halmazokat az aladbbiak szerint:

Ho(A) := {A}

Hit1(A) := Hi(A) U{B € N|3C € H;(A) amelyre C — B € P}.
Ho(A) C Hi(A) C - C He(A)C---C N

k:=minf0 <i<n-1|Hi(A) = Hi+1(A)}.

H(A) := Hk(A).



3-tipusu grammatikak normalformaja

2. lépés: Lancmentesités

A hosszredukci6 utan kapott Py szabalyhalmaz elemei

X —>aY,X - Y,X - galaklak, ahol X, Y e Nés a e T. Mar
csak az X — Y alakd, U.n. lancszabalyokat kell eliminalni. Jelélje
Py a Pq-beli lancszabalyok halmazat.

Elsé 1épésben meghatarozzuk minden A € N esetén a
H(A) :={B € N|A =" B} halmazokat.

H(A) hatékony elballitdsahoz definialjuk rekurzivan a H;(A) (i > 0)
halmazokat az aladbbiak szerint:

Ho(A) := {A}
Hit1(A) := Hi(A) U{B € N|3C € H;(A) amelyre C — B € P}.
Ho(A) € Hy(A) C--- C Hk(A)C---C N
k:=minf0 <i<n-1|Hi(A) = Hi+1(A)}.
H(A) := Hk(A).
={A > w|3dB e H(A), amelyre B - w € P} \ Fp.



3-tipusu grammatikak normalformaja
Példa:

S — abS
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B — bB
B-V
V — aa
V—-b



3-tipusu grammatikak normalformaja

Példa:

S — abS
S—B
B — bB
B-V
V — aa
V—-b

1. lépés: Hosszredukcid

S — az, Zy — bS
S—B
B — bB
B—-V
V — az, Z> — aE

V — bE E—e¢



3-tipusu grammatikak normalformaja

Példa: 1. Iépés: Hosszredukcid
S — abS S — az, Zy — bS
S—>B S—->B

B — bB B — bB

B—-V B—-V

V — aa V — az, Z> — aE
V—-b V — bE E—e¢

2. lépés: Lancmentesités

S - aZ1 Z1 — bS

S—>B

B — bB

B—->V

V—>a22 Zg—>aE
V — bE E—¢



3-tipusu grammatikak normalformaja

Példa: 1. Iépés: Hosszredukcid
S — abS S — azy Zi — bS
S—>B S—->B

B — bB B — bB

B-V B—-V

V — aa V — az, Z> — aE
V—-b V — bE E—e¢

2. lépés: Lancmentesités

S - aZ1 Z1 — bS

S—>B

B — bB

B—->V

V - a22 ZQ — aE

V — bE E—>c¢

Ho(X) = Hi(X) = H(X) = {
Ho(B) = {B}, H1(B) = Ha(B
Ho(S) = {S}, Hi(S) = {S.B

T — X
=
N
I
\./mm
[ -
!l
2w N
iy

= H(S) = {S,B, V}.



3-tipusu grammatikak normalformaja

Példa: 1. Iépés: Hosszredukcid

S — abS S — az, Zy — bS

S—>B S—->B

B — bB B — bB

B—-V B—-V

V — aa V — az, Z> — aE

V—-b V — bE E—¢

2. lépés: Lancmentesités S — az; Z; — bS
S — azy Zi — bS S — bB

S—>B S — azo S — bE
B — bB B — bB

B—V B — az, B — bE
V — azo Z> — aE V — az Z> — aE
V — bE E—>c¢ V — bE E—e¢

Ho(X) = Hi(X) = H(X ) X} (Xe{V,zy, 2o, E})
Ho(B) = {B}, H1(B) = H2(B) = H(B) = {B, V}.
Ho(S) = (S}, H1(S) = (S, B}, Ha(S) = Ha(S) = H(S) = {S, B, V).



Regularis kifejezések
Motivacio:
Vegyuk észre, hogy minden véges nyelv regularis. Tudjuk tovabba,

hogy az L3 nyelvosztaly (a regularis nyelvek osztélya) zart az unio,
a konkatendcié és az iterativ lezart miveletekre nézve.
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Kdvetkezésképpen, kiindulva véges szamu véges nyelvbdl és az
el6zbekben felsorolt, Un. regularis miveleteket véges sokszor
alkalmazva regularis nyelvet kapunk.



Regularis kifejezések
Motivacio:
Vegyuk észre, hogy minden véges nyelv regularis. Tudjuk tovabba,

hogy az L3 nyelvosztaly (a regularis nyelvek osztélya) zart az unio,
a konkatendcié és az iterativ lezart miveletekre nézve.

Kdvetkezésképpen, kiindulva véges szamu véges nyelvbdl és az
el6zbekben felsorolt, Un. regularis miveleteket véges sokszor
alkalmazva regularis nyelvet kapunk.

Kérdés az, hogy vajon ezzel az eljarassal minden regularis nyelvet
el tudunk-e allitani, azaz, ez a moédszer elégséges-e az L3
nyelvosztaly leirdsara?



Regularis kifejezések

Definicio

Legyenek V és V' = {g,-, +,*,(, )} diszjunkt abécék. A V abécé
feletti regularis kifejezéseket rekurziv médon a kévetkezdképpen
definialjuk:
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Definicio
Legyenek V és V' = {g,-, +,*,(, )} diszjunkt abécék. A V abécé
feletti regularis kifejezéseket rekurziv médon a kévetkezdképpen
definialjuk:

1. 0 regularis kifejezés V felett,

2. eregularis kifejezés V felett,



Regularis kifejezések
Definicio
Legyenek V és V' = {g,-, +,*,(, )} diszjunkt abécék. A V abécé
feletti regularis kifejezéseket rekurziv médon a kévetkezdképpen
definialjuk:
1. 0 regularis kifejezés V felett,
2. eregularis kifejezés V felett,
3. a regularis kifejezés V felett, haa € V,



Regularis kifejezések

Definicio

Legyenek V és V' = {g,-, +,*,(, )} diszjunkt abécék. A V abécé
feletti regularis kifejezéseket rekurziv médon a kévetkezdképpen
definialjuk:

0 regularis kifejezés V felett,

€ regularis kifejezés V felett,

a regularis kifejezés V felett, ha a € V,

Ha R regularis kifejezés V felett, akkor R* is regularis
kifejezés V felett,
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Regularis kifejezések

Definicio

Legyenek V és V' = {g,-, +,*,(, )} diszjunkt abécék. A V abécé
feletti regularis kifejezéseket rekurziv médon a kévetkezdképpen
definialjuk:

0 regularis kifejezés V felett,

€ regularis kifejezés V felett,

a regularis kifejezés V felett, ha a € V,

Ha R regularis kifejezés V felett, akkor R* is regularis
kifejezés V felett,

5. Ha Q és R regularis kifejezések V felett, akkor (Q - R) is,
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Regularis kifejezések

Definicio

Legyenek V és V' = {g,-, +,*,(, )} diszjunkt abécék. A V abécé
feletti regularis kifejezéseket rekurziv médon a kévetkezdképpen
definialjuk:

0 regularis kifejezés V felett,

€ regularis kifejezés V felett,

a regularis kifejezés V felett, ha a € V,

Ha R regularis kifejezés V felett, akkor R* is regularis
kifejezés V felett,

5. Ha Q és R regularis kifejezések V felett, akkor (Q - R) is,
6. Ha Q és R regularis kifejezések V felett, akkor (Q + R) is.

SRR



Regularis kifejezések

Minden egyes R reguléris kifejezés egy-egy L(R)-rel jelolt
regularis nyelvet hataroz meg, amelyeket az aldbbi rekurziéval
definialunk.



Regularis kifejezések

Minden egyes R reguléris kifejezés egy-egy L(R)-rel jelolt
regularis nyelvet hataroz meg, amelyeket az alabbi rekurziéval
definialunk.
Definicio

1. L(0) :=0,



Regularis kifejezések

Minden egyes R reguléris kifejezés egy-egy L(R)-rel jelolt
regularis nyelvet hataroz meg, amelyeket az alabbi rekurziéval
definialunk.
Definicio

1. L(0) :=0,

2. L(e) :={e},



Regularis kifejezések

Minden egyes R reguléris kifejezés egy-egy L(R)-rel jelolt
regularis nyelvet hataroz meg, amelyeket az alabbi rekurziéval
definialunk.

Definicio
1. L(0) :=0,
2. L(e) :={e},

3. L(a) :={a} (aeV),



Regularis kifejezések

Minden egyes R reguléris kifejezés egy-egy L(R)-rel jelolt
regularis nyelvet hataroz meg, amelyeket az alabbi rekurziéval
definialunk.
Definicio

1. L(0) :=0,

2. L(e) :={e},
3. L(a):={a} (aeV),
4. L(R*) := L(R)*, ha R regularis kifejezés,
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Regularis kifejezések

Minden egyes R reguléris kifejezés egy-egy L(R)-rel jelolt
regularis nyelvet hataroz meg, amelyeket az alabbi rekurziéval
definialunk.

Definicio

1.

SIREE R CORID

(
(a) :={a} (aeV),
L(R*) := L(R)*, ha R regularis kifejezés,

(Q-R) :=L(Q)L(R), ha Q, R regularis kifejezések,
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Regularis kifejezések

Minden egyes R reguléris kifejezés egy-egy L(R)-rel jelolt
regularis nyelvet hataroz meg, amelyeket az alabbi rekurziéval

definialunk.
Definicio
1. L(0) :=0,
2. L(e) :={e},
3. L(a):={a} (aeV),
4. L(R*) := L(R)*, ha R regularis kifejezés,
5. L(Q-R) :=L(Q)L(R), ha Q, R regularis kifejezések,
6. L(Q+ R) :=L(Q)UL(R), ha Q, R regularis kifejezések.

Azaz a %, - és + szimbdlumok jeldlik rendre a lezart, a konkatenacié
és az unié miveleteket jeldlik.



Regularis kifejezések

Minden egyes R reguléris kifejezés egy-egy L(R)-rel jelolt
regularis nyelvet hataroz meg, amelyeket az alabbi rekurziéval

definialunk.
Definicio
1. L(0) :=0,
2. L(e) :={e},
3. L(a):={a} (aeV),
4. L(R*) := L(R)*, ha R regularis kifejezés,
5. L(Q-R) :=L(Q)L(R), ha Q, R regularis kifejezések,
6. L(Q+ R) :=L(Q)UL(R), ha Q, R regularis kifejezések.

Azaz a %, - és + szimbdlumok jeldlik rendre a lezart, a konkatenacié
és az unié miveleteket jeldlik.

Megjegyzés: (Q + R) helyett hasznalatosak még a (Q | R) illetve
a (QUR) jelolések is.



Regularis kifejezések

R-et és L(R)-et sokszor azonositjuk.
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Legyen P, Q és R regularis kifejezések. Ekkor fennallnak a
kovetkez6 azonossagok:
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kovetkez6 azonossagok:

1. P+(Q+R)=(P+Q)+R



Regularis kifejezések
R-et és L(R)-et sokszor azonositjuk.
Példaul irunk olyat, hogy ab* = {ab" | n € N}.
Legyen P, Q és R regularis kifejezések. Ekkor fennallnak a
kovetkez6 azonossagok:
1. P+(Q+R)=(P+Q)+R
2. P-(Q-R)=(P-Q)-R



Regularis kifejezések
R-et és L(R)-et sokszor azonositjuk.
Példaul irunk olyat, hogy ab* = {ab" | n € N}.

Legyen P, Q és R regularis kifejezések. Ekkor fennallnak a
kovetkez6 azonossagok:

1. P+(Q+R)=(P+Q)+R

2. P-(Q-R)=(P-Q)-R

3. P+Q=Q+P



Regularis kifejezések
R-et és L(R)-et sokszor azonositjuk.
Példaul irunk olyat, hogy ab* = {ab" | n € N}.

Legyen P, Q és R regularis kifejezések. Ekkor fennallnak a
kovetkez6 azonossagok:

1. P+(Q+R)=(P+Q)+R

2. P-(Q-R)=(P-Q)-R

3. P+Q=Q+P

4. P-(Q+R)=P-Q+P-R



Regularis kifejezések
R-et és L(R)-et sokszor azonositjuk.
Példaul irunk olyat, hogy ab* = {ab" | n € N}.

Legyen P, Q és R regularis kifejezések. Ekkor fennallnak a
kovetkez6 azonossagok:

1. P+(Q+R)=(P+Q)+R

2. P-(Q-R)=(P-Q)-R

3. P+Q=Q+P

4. P-(Q+R)=P-Q+P-R

5. (P+Q)-R=P-R+Q-R



Regularis kifejezések
R-et és L(R)-et sokszor azonositjuk.
Példaul irunk olyat, hogy ab* = {ab" | n € N}.
Legyen P, Q és R regularis kifejezések. Ekkor fennallnak a
kovetkez6 azonossagok:

1. P+(Q+R)=(P+Q)+R

2. P-(Q-R)=(P-Q)-R

3. P+Q=Q+P

4. P-(Q+R)=P-Q+P-R

5. (P+Q)-R=P-R+Q-R

6. PPr=¢+ P P*



Regularis kifejezések
R-et és L(R)-et sokszor azonositjuk.
Példaul irunk olyat, hogy ab* = {ab" | n € N}.

Legyen P, Q és R regularis kifejezések. Ekkor fennallnak a
kovetkez6 azonossagok:

1. P+(Q+R)=(P+Q)+R

2. P-(Q-R)=(P-Q)-R

3. P+Q=Q+P

4. P-(Q+R)=P-Q+P-R

5. (P+Q)-R=P-R+Q-R

6. PP=¢+P-P*

7.e-P=P-¢=P



Regularis kifejezések
R-et és L(R)-et sokszor azonositjuk.
Példaul irunk olyat, hogy ab* = {ab" | n € N}.

Legyen P, Q és R regularis kifejezések. Ekkor fennallnak a
kovetkez6 azonossagok:

P+(Q+R)=(P+Q)+R
P-(Q-R)=(P-Q)-R

P+Q=Q+P

P-(Q+R)=P-Q+P-R
(P+Q)-R=P-R+Q-R

P*=¢+4+P-P*

e-P=P-g=P

P* = (e + P)*
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Regularis kifejezések
R-et és L(R)-et sokszor azonositjuk.
Példaul irunk olyat, hogy ab* = {ab" | n € N}.

Legyen P, Q és R regularis kifejezések. Ekkor fennallnak a
kovetkez6 azonossagok:

1. P+(Q+R)=(P+Q)+R
2. P-(Q-R)=(P-Q)-R

3. P+Q=Q+P

4. P-(Q+R)=P-Q+P-R
5. (P+Q)-R=P-R+Q-R
6. PP=¢+P-P*
7.e-P=P-¢=P

8. P =(¢+P)*

9. P-0=0-P=0



Regularis kifejezések

A mveletek precedenciasorrendje «, -, +, ennek és az asszociativ
szabalyok figyelembevételével bizonyos zaréjelparok elhagyhatdk.



Regularis kifejezések
A mveletek precedenciasorrendje «, -, +, ennek és az asszociativ
szabalyok figyelembevételével bizonyos zaréjelparok elhagyhatdk.
Példa:

Az (a + b)a* és aa* + ba* reguléris kifejezések altal leirt nyelv
ugyanaz: {aa”" |n € N} U {ba" | n € N}.



Regularis kifejezések
A mveletek precedenciasorrendje «, -, +, ennek és az asszociativ
szabalyok figyelembevételével bizonyos zaréjelparok elhagyhatdk.
Példa:
Az (a + b)a* és aa* + ba* reguléris kifejezések altal leirt nyelv
ugyanaz: {aa”" |n € N} U {ba" | n € N}.

Viszont (a + b)a* # a + ba*, hiszen az utébbi altal leirt nyelv
{a, b, ba, ba?,bas,...}.



Regularis kifejezések — Arden tétele

Az alabbi tételt késdbb, a regularis kifejezések véges automatakkal
vald kapcsolatanak vizsgalatakor fogjuk hasznalni:
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Az alabbi tételt késdbb, a regularis kifejezések véges automatakkal
vald kapcsolatanak vizsgalatakor fogjuk hasznalni:

Arden tétele

Adottak az R és Q regularis kifejezések. AP =R+ P-Q
egyenletnek P-re vonatkoz6 megoldasa P = R - Q*. Amennyiben
e ¢ Q, akkor az egyenletnek ez az egyetlen megoldasa.



Regularis kifejezések — Arden tétele

Az alabbi tételt késdbb, a regularis kifejezések véges automatakkal
vald kapcsolatanak vizsgalatakor fogjuk hasznalni:

Arden tétele

Adottak az R és Q regularis kifejezések. AP =R+ P-Q
egyenletnek P-re vonatkoz6 megoldasa P = R - Q*. Amennyiben
e ¢ Q, akkor az egyenletnek ez az egyetlen megoldasa.

Példa: A P = ab* + Pbc* egyenlet egyértelmi megoldasa
P = ab*(bc*)*.



Regularis kifejezések — Arden tétele

Az alabbi tételt késdbb, a regularis kifejezések véges automatakkal
vald kapcsolatanak vizsgalatakor fogjuk hasznalni:

Arden tétele

Adottak az R és Q regularis kifejezések. AP =R+ P-Q
egyenletnek P-re vonatkoz6 megoldasa P = R - Q*. Amennyiben
e ¢ Q, akkor az egyenletnek ez az egyetlen megoldasa.

Példa: A P = ab* + Pbc* egyenlet egyértelmi megoldasa
P = ab*(bc*)*.

Bizonyitas:

(1) P =R - Q* megoldas:
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Az alabbi tételt késdbb, a regularis kifejezések véges automatakkal
vald kapcsolatanak vizsgalatakor fogjuk hasznalni:

Arden tétele

Adottak az R és Q regularis kifejezések. AP =R+ P-Q
egyenletnek P-re vonatkoz6 megoldasa P = R - Q*. Amennyiben
e ¢ Q, akkor az egyenletnek ez az egyetlen megoldasa.

Példa: A P = ab* + Pbc* egyenlet egyértelmi megoldasa
P = ab*(bc*)*.

Bizonyitas:

(1) P =R - Q* megoldas:
R+P-Q=R+(R-Q)-Q=R+R-(Q-Q") =
R-(e+Q-Q)=R-Q"=P.
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(2) A megoldas egyértelmiisége:
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(2) A megoldas egyértelmiisége:

P=R+P-Q=R+(R+P-Q)-Q=R+RQ+PQ2=---

R+ RQ +---RQ" + PQ™, ahol n tetsz6leges nagy lehet,
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(2) A megoldas egyértelmiisége:

P=R+P-Q=R+(R+P-Q)-Q=R+RQ+PQR2=.--=
R+ RQ +---RQ" + PQ™', ahol n tetszéleges nagy lehet, azaz

P=R(e+Q+---Q")+PQ™".  (x)
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(2) A megoldas egyértelmiisége:

P=R+P-Q=R+(R+P-Q)-Q=R+RQ+PQ*>=-- =
R+ RQ +---RQ" + PQ™', ahol n tetszéleges nagy lehet, azaz

P=R(e+Q+---Q")+PQ™".  (x)

Legyen w € P és n = |w| az el6z6 (*) képletben. Mivel € ¢ Q ezért
w ¢ PQ"*! (minden szava legaldbb n + 1 hosszu), tehat
weR(e+Q+...+ Q") € RQ*.
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(2) A megoldas egyértelmiisége:

P=R+P-Q=R+(R+P-Q)-Q=R+RQ+PQ*>=-- =
R+ RQ +---RQ" + PQ™', ahol n tetszéleges nagy lehet, azaz

P=R(e+Q+---Q") +PQ™". (%)

Legyen w € P és n = |w| az el6z6 (*) képletben. Mivel € ¢ Q ezért
w ¢ PQ"*! (minden szava legaldbb n + 1 hosszu), tehat
weR(e+Q+...+ Q") € RQ*.

Forditva, ha w € RQ*, akkor An € N, hogy w € RQ", azaz benne
van (*) jobboldalaban, azaz P-ben is.
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(2) A megoldas egyértelmiisége:

P=R+P-Q=R+(R+P-Q)-Q=R+RQ+PQ*>=-- =
R+ RQ +---RQ" + PQ™', ahol n tetszéleges nagy lehet, azaz

P=R(e+Q+---Q") +PQ™". (%)

Legyen w € P és n = |w| az el6z6 (*) képletben. Mivel € ¢ Q ezért
w ¢ PQ"*! (minden szava legaldbb n + 1 hosszu), tehat
weR(e+Q+...+ Q") € RQ*.

Forditva, ha w € RQ*, akkor An € N, hogy w € RQ", azaz benne
van (*) jobboldalaban, azaz P-ben is.

Tehat csak P = R - Q" lehetséges.



Regularis kifejezések leir6 ereje

Tétel

Minden regularis kifejezés egy regularis (3-tipusu) nyelvet jeldl, és
megforditva, minden regularis nyelvhez megadhatd egy, ezen
nyelvet jel6l6 regularis kifejezés.



Regularis kifejezések leir6 ereje

Tétel

Minden regularis kifejezés egy regularis (3-tipusu) nyelvet jeldl, és
megforditva, minden regularis nyelvhez megadhatd egy, ezen
nyelvet jel6l6 regularis kifejezés.

Bizonyitas:

1. Az, hogy reguléris kifejezések csak regularis nyelvet jeldlhetnek
kovetkezik az 0, {}, {a} (a € V) nyelvek regularis voltabol és L3
regularis mlveletekre valé zartsagabol.



Regularis kifejezések leir6 ereje

Tétel

Minden regularis kifejezés egy regularis (3-tipusu) nyelvet jeldl, és
megforditva, minden regularis nyelvhez megadhatd egy, ezen
nyelvet jel6l6 regularis kifejezés.

Bizonyitas:

1. Az, hogy reguléris kifejezések csak regularis nyelvet jeldlhetnek
kovetkezik az 0, {}, {a} (a € V) nyelvek regularis voltabol és L3
regularis mlveletekre valé zartsagabol.

2. Megmutatjuk, hogy minden L reguléris nyelvhez, amelyet a

G = (N, T, P, S) normalformaban adott regularis grammatika
general, meg tudunk konstrualni egy regularis kifejezést, amely az
L nyelvet jeldli.



Regularis kifejezések leir6 ereje

Legyen N = {A4,...,Ap},n > 1,S = A¢. (G minden szabalya vagy
A; — aAjvagy A; — g alaki, ahola e T,1 <i,j<n.)
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Legyen N = {A4,...,Ap},n > 1,S = Ay. (G minden szabalya vagy
A; — aAjvagy A; — g alaki, ahola e T,1 <i,j<n.)

Azt mondjuk, hogy az A; =* UA; (u € T*) levezetés érinti az Ap,
nemterminalist, ha Ap, eléfordul valamely kézblilsd
mondatforméaban az A; =" uA; levezetésben.
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Legyen N = {A4,...,Ap},n > 1,S = Ay. (G minden szabalya vagy
A; — aAjvagy A; — g alaki, ahola e T,1 <i,j<n.)

Azt mondjuk, hogy az A; =* UA; (u € T*) levezetés érinti az Ap,
nemterminalist, ha Ap, eléfordul valamely kézblilsd
mondatforméban az A; =" uA; levezetésben.

Az A; =" UA; levezetést (-megszoritottnak nevezziik, ha
1 < m < ¢ teljestl minden A, nemtermindlisra, amelyet a
levezetés érint.
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Legyen N = {A4,...,Ap},n > 1,S = Ay. (G minden szabalya vagy
A; — aAjvagy A; — g alaki, ahola e T,1 <i,j<n.)

Azt mondjuk, hogy az A; =* UA; (u € T*) levezetés érinti az Ap,
nemterminalist, ha Ap, eléfordul valamely kézblilsd
mondatforméban az A; =" uA; levezetésben.

Az A; =" UA; levezetést (-megszoritottnak nevezziik, ha
1 < m < ¢ teljestl minden A, nemtermindlisra, amelyet a
levezetés érint.

Definidljuk a kdvetkez6 halmazokat 0 < k < n,1 <i,j < n-re:
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Legyen N = {A4,...,Ap},n > 1,S = Ay. (G minden szabalya vagy
A; — aAjvagy A; — g alaki, ahola e T,1 <i,j<n.)

Azt mondjuk, hogy az A; =* UA; (u € T*) levezetés érinti az Ap,
nemterminalist, ha Ap, eléfordul valamely kézblilsd
mondatforméban az A; =" uA; levezetésben.

Az A; =" UA; levezetést (-megszoritottnak nevezziik, ha
1 < m < ¢ teljestl minden A, nemtermindlisra, amelyet a
levezetés érint.

Definidljuk a kdvetkez6 halmazokat 0 < k < n,1 <i,j < n-re:

E,"] = {u e T"|létezik A; =" uA; k-megszoritott levezetés}.
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Legyen N = {A4,...,Ap},n > 1,S = Ay. (G minden szabalya vagy
A; — aAjvagy A; — g alaki, ahola e T,1 <i,j<n.)

Azt mondjuk, hogy az A; =* UA; (u € T*) levezetés érinti az Ap,
nemterminalist, ha Ap, eléfordul valamely kézblilsd
mondatforméban az A; =" uA; levezetésben.

Az A; =" UA; levezetést (-megszoritottnak nevezziik, ha
1 < m < ¢ teljestl minden A, nemtermindlisra, amelyet a
levezetés érint.

Definidljuk a kdvetkez6 halmazokat 0 < k < n,1 <i,j < n-re:
E,"] = {u e T"|létezik A; =" uA; k-megszoritott levezetés}.

Az i # j esetben az EP]. halmaz vagy Ures vagy T-beli betlikbdl all:
a € E;, akkor és csak akkor, ha A; — aA; € P.



Regularis kifejezések leir6 ereje

Ha i = j, akkor E}),. tartalmazza e-t és nulla vagy tébb elemét T-nek

>

(ha Aj — aA; € P).
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Ha i = j, akkor E,Q,. tartalmazza e-t és nulla vagy tébb elemét T-nek

>

(ha Aj — aA; € P).

k-ra vonatkozé indukciéval bizonyitunk. Lathaté, hogy E,Qj regularis
kifejezéssel jeldlhetd.
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Ha i = j, akkor E,Q,. tartalmazza e-t és nulla vagy tébb elemét T-nek

>

(ha Aj — aA; € P).

k-ra vonatkozé indukciéval bizonyitunk. Lathaté, hogy E,Qj regularis
kifejezéssel jeldlhetd.

Tegylik fel, hogy régzitett k-ra (0 < k < n), az E}‘j‘1 nyelvek
mindegyike jel6lhetd regularis kifejezéssel.
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Ha i = j, akkor E,Q,. tartalmazza e-t és nulla vagy tébb elemét T-nek

>

(ha Aj — aA; € P).

k-ra vonatkozé indukciéval bizonyitunk. Lathaté, hogy E,Qj regularis
kifejezéssel jeldlhetd.

Tegylik fel, hogy régzitett k-ra (0 < k < n), az E}‘j‘1 nyelvek
mindegyike jel6lhetd regularis kifejezéssel.

Nyilvanvalé, hogy
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Ha i = j, akkor E,Q,. tartalmazza e-t és nulla vagy tébb elemét T-nek

>

(ha Aj — aA; € P).

k-ra vonatkozé indukciéval bizonyitunk. Lathaté, hogy E,Qj regularis
kifejezéssel jeldlhetd.

Tegylik fel, hogy régzitett k-ra (0 < k < n), az E}‘j‘1 nyelvek
mindegyike jel6lhetd regularis kifejezéssel.

Nyilvanvalé, hogy

K _ k-1 k=1 (k—1ys k-1
E;=E; +Ex - (Ecx ) -Ek;
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Ha i = j, akkor E,Q,. tartalmazza e-t és nulla vagy tébb elemét T-nek

>

(ha Aj — aA; € P).

k-ra vonatkozé indukciéval bizonyitunk. Lathaté, hogy E,Qj regularis
kifejezéssel jeldlhetd.

Tegylik fel, hogy régzitett k-ra (0 < k < n), az E}‘j‘1 nyelvek
mindegyike jel6lhetd regularis kifejezéssel.

Nyilvanvalé, hogy

K _ k-1 k=1 (k—1ys k-1
E;=E; +Ex - (Ecx ) -Ek;

ezért az indukcios hipotézis alapjan E,."j szintén jeldlhetd regularis
kifejezéssel.
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Ha i = j, akkor E,Q,. tartalmazza e-t és nulla vagy tébb elemét T-nek

>

(ha Aj — aA; € P).

k-ra vonatkozé indukciéval bizonyitunk. Lathaté, hogy E,Qj regularis
kifejezéssel jeldlhetd.

Tegylik fel, hogy régzitett k-ra (0 < k < n), az E}‘j‘1 nyelvek
mindegyike jel6lhetd regularis kifejezéssel.

Nyilvanvalé, hogy

K _ k-1 k=1 (k—1ys k-1
E;=E; +Ex - (Ecx ) -Ek;

ezért az indukcios hipotézis alapjan E,."j szintén jeldlhetd regularis
kifejezéssel.

Legyen I azon i indexek halmaza, amelyekre A; — ¢ € P. Akkor
L(G) = Uiey, E1”J., azaz L regularis kifejezéssel jeldlhetd.
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1. Példa:
R = a(a + ba*)*. Készitslink 3-as grammatikat R-hez!
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1. Példa:
R = a(a + ba*)*. Készitslink 3-as grammatikat R-hez!

Ri = a, R, = ba*, R3 = Ry + Ry, F?4:F?§<
Ri: A—a
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1. Példa:
R = a(a + ba*)*. Készitslink 3-as grammatikat R-hez!

Ri = a, R, = ba*, R3 = Ry + Ry, Fi’4:F?§<
Ri: A—a
R: B—>bC, C— aCle (kezddszimbolum: B)
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1. Példa:
R = a(a + ba*)*. Készitslink 3-as grammatikat R-hez!

Ri = a, R, = ba*, R3 = Ry + Ry, Fi’4:Ff§<
Ri: A—a
R: B—>bC, C— aCle (kezddszimbolum: B)

Rs: D—>A|B,A—a, B—>bC, C— aCle
(kezdbszimbdlum: D)
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1. Példa:
R = a(a + ba*)*. Készitslink 3-as grammatikat R-hez!

Ri = a, R, = ba*, R3 = Ry + Ry, Fi’4:Ff§<

R1Z
R :
R3Z

Rq4

A—a

B—-bC, C— aCle (kezddszimbolum: B)

D—-A|B,A—-a, B->bC,C— aCle
(kezdbszimbdlum: D)

: X—>Dl|e, D> A|B, A— alaD, B— bC, C— aCle|D

(kezdbszimbdlum: X)
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1. Példa:
R = a(a + ba*)*. Készitslink 3-as grammatikat R-hez!

Ri =a, Ro =ba*, R = Ry + Rs, Ry = R;
Ri: A—a
R: B—>bC, C— aCle (kezddszimbolum: B)
Rs: D—>A|B,A—a, B->bC, C— aCle
(kezdbszimbdlum: D)
Ry: X—>Dl|e, D—>A|B, A— alaD, B— bC, C— aCle|D
(kezdbszimbdlum: X)
R: S—aX,X—>Dle, D—->A|B, A— alaD, B — bC,
C—-aCle|D (kezddszimbodlum: S)
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Regularis kifejezések leir6 ereje
2. Példa:

A1 g bA1 |aA2
Ag - bA1 |8

E,Ffj ‘j:1 j=2

i=1|e+b a
=2 b £
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2. Példa:

A1—>bA1|aA2

A2—>bA1|8

Ey ‘j:1 j=2 = ‘121 j=2
i=1|e+b a i=1 b* b*a
i=2 b £ = bt e+bTa
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2. Példa:
A1 g bA1 |aA2
Ag - bA1 |8
0 7 __ g °__ .
EL |i=1 j=2 = ‘1_1 j=2
i=1|&e+b a =1 b* b*a
=2 b & =2 b* e+bta
2 _ P
E j=1 j=2
i=1|b*+b*a(bta)'bt b*a(bta)’
i=2 (bTa)*b™ (bTa)*
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2. Példa:
A1 g bA1 |aA2
Ag - bA1 |8
0 P P °__ .
EL |i=1 j=2 = ‘1_1 j=2
i=1|e+b a i=1 b* b*a
=2 b & =2 bt e+bta
2 . P
E,.’j =1 j=
i=1|b*+b*a(bta)’b* b*a(b*a)*
i=2 (bTa)*b™ (bTa)*
Példaul:

2 _ (1 1 1«1
E12 o E12+ E12(E22) E22 -
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2. Példa:
A1 g bA1 |aA2
Ag - bA1 |8
0 P P °__ .
EL |i=1 j=2 = ‘1_1 j=2
i=1|e+b a i=1 b* b*a
=2 b & =2 bt e+bta
2 . _
E,.’j =1 j=
i=1|b*+b*a(bta)’b* b*a(b*a)*
i=2 (bTa)*b™ (bTa)*
Példaul:

= 1 (1 el
Ef = Ef, + EL(ER) By, =
b*a+b*a(e+bTa)*(e+bTa) =
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2. Példa:
A1 g bA1 |aA2
Ag - bA1 |8
0 7 __ g °__ .
EL |i=1 j=2 = ‘1_1 j=2
i=1|&e+b a f=1 b* b*a
=2 b £ =2 bt e+ bTa
2 _ P
E j=1 j=2
i=1|b*+b*a(bta)'bt b*a(bta)’
i=2 (bTa)*b™ (bTa)*
Példaul:

E122 - E112 + E112(E;2)*E;2 -
b*a+b*a(e+bTa)*(e+bTa) = b*a+b*a(bTa)* =
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2. Példa:
A1 g bA1 |aA2
Ag - bA1 |8
0 7 __ g °__ g
EL |i=1 j=2 = ‘1_1 j=2
i=1|&e+b a f=1 b* b*a
=2 b & =2 b* e+bta
2 _ P
E j=1 j=2
i=1|b*+b*a(bta)'bt b*a(bta)’
i=2 (bTa)*b™ (bTa)*
Példaul:

E122 - E112 + E112(E;2)*E;2 -
b*a+b*a(e+bTa)*(e+bTa) = b*a+b*a(bTa)* = b*a(bTa)*.
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2. Példa:
A1 g bA1 |aA2
Ag - bA1 |8
0 7 __ g °__ g
EL |i=1 j=2 = ‘1_1 j=2
i=1|&e+b a f=1 b* b*a
=2 b & =2 b* e+bta
2 _ P
E j=1 j=2
i=1|b*+b*a(bta)'bt b*a(bta)’
i=2 (bTa)*b™ (bTa)*
Példaul:

E122 - E112 + E112(E;2)*E;2 -
b*a+b*a(e+bTa)*(e+bTa) = b*a+b*a(bTa)* = b*a(bTa)*.
L(G) = E2, = b*a(b*a)".



