Petit théoréme de Fermat

Enoncé - 2 formes

Soit p un nombre premier et a € Z.

Forme 1 - sipfa-

a1l =1

(mod p)

Forme 2 - pour tout a :

a’> =a

(mod p)

— T 2 T2 : multiglier par a.

= Sip|la:a=0donc a®? =0=a.

\dée de démonstration

Pour p premier, pfa ks p — 1 classes :
{a, 2a, 3a, ..., (p —1)a} (mod p)
sont une permutation de {1,2,...,p— 1}

En multighent - a-2a---(p—1)a=1-2---(p—1) (mod p)
a” - (p—1)!'=(p—1)! (mod p)

or (p—1)!'Ap=1, on simplife - a? ' =1 (mod p) ¥

Exemple détaile - 2100 (mod 13)

p = 13 premier, 13 1 2. Fermat : 2'2 =1 (mod 13).
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Démontre le théoreme +
genéralise & ¢(n)

Yy = 2" wikes 195)

(RSH)

comPosé (k. Pseuo\o—(orem\ers).

Méthode - calculer a” (mod p)

Recette en 2 etapes :
@ Division euch. de nparp—1:n = (p—1)g+r.
@ a" = (a*1)?.a" =19-a"

=a

= Ane pas confondre avec le ﬂrano\ théoréme de Fermat (z" +

— outil central de farithmétique modulaire et de la eryptographie

Attention - p doit impérativement étre cremier, Faux si p

Ex - reste de 319 (mod 7) :p=17, 3% = 1.
100 = 6 x 16 + 4 donc 31 =3* =8
— Reste =4

(
\nverse modulo un premier

Si p premier et pfa :

P

Division : 100 = 12 x 8 + 4

2100 — (212)8 .24 = 18. 16 (mod 13)
16=13+3=3

— 210 =3 (mod 13)

.

- a

a-a?2=1 (mod p)

(mod p)

Découle de a? ! =1, en isolant aP 2.

Ex - inverse de 3 (mod 7) : 3772 = 3° = 243,

Sans Fermat : il aurait €allu caleuler Ia périodicité & la main ¢ longue).

Test de Pr\mal\’ré . P'\éﬁes

Sin premier : Va premier avec n, "' =1 (mod n).

Test pratique : choisir a et caleuler @' (mod n). Si # 1 : n est composé.

La réciproque est FAUSSE.

Cex : 564 =3-11-1D.

?écap - & connaitre PAr cceur

— Nombres de Carmichael : comPosés qui passent le test pour toutes les bases

243=34x7+5 = 31=5 (mod 7)
Vri€:3x5=15=1 (mod 7) vV

ﬁ‘opl\caﬂon - RSH

Soit n = pg avec p, q premiers, ¢(n)
Fermat appliqué & p et g donne

(p—1)(g—1).

m* =m (mod n) quand ed =1 (mod ¢(n))

i '?seuo\o—Premiers de Fermat en base a : com(aosés qui Passen’r le test,

— Chifrement :'c = me (mod n)
— Déchifrement : m = ¢ (mod n)
— Séeurité = difficulté de factoriser n

— Tests modernes (Miler-Rabin, AKS) reposent sur des renforcements de Fermat,

r
C\jcles rModulo pefits premiers

Cas Hﬁpom‘hése Résultat p p—1 ordre max
Torme 41 PTF p premier, pia a?~! =1 (mod p) 3 2 a®=1
Torme 2 PTF p premier, a € Z a? = a (mod p) 5 4 at=1
\nverse p premier, p{a a!=aP"? (mod p) 7 6 af=1
Caleul a™ (mod p) n=(p—1)g+r a" =a" (mod p) 11 10 a =1
Euler (genéralisation) aAn=1 a?™ =1 (mod n) 13 12 a?=1

reviso.app

Ex - 25 =1 (mod 7) : ordre de 2 divise 6.
2,4,1 : ordre 3 (divise bien 6 V).

A

Lordre de a divise foujours p —1 (Lagrange).

Télécharﬂer la fiche —



