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0. Introduction

1. Les buts de ce texte sont:

(a) de décrire d’une facon précise ’addition et la multiplication des nombres déci-

maux illimités: étant donnés deux tels nombres, exprimer pour tout p la p‘
décimale de leur somme et de leur produit (pour les dlfﬁcultes dues au report,
voir I’Appendice, p.43),

(b) d’établir les propriétés usuelles de ces opérations.
Ces questions font 'objet des § 3 et 5.

2. Le merveilleux ouvrage [11] d’'Henri Lebesgue répond & ces questions. Lebesgue
travaille sur la droite métrique usuelle. L’addition est obtenue par les translations
de la droite (on fait glisser la droite sur elle-méme), et la multiplication par les
changements d’unités.

3. Lelivre [1] d’Emil Artin popularisait une vision de la géométrie affine plane a laquelle
il avait fort contribué. Se plagant dans ’axiomatique d’Artin, Papy introduit dans
[14], & I'intention des éléves du début de I’enseignement secondaire, les nombres réels
sur leurs formes binaire et décimale. Leur addition est obtenue par les translations
du plan affin, les homothéties du plan sont définies & partir des nombres réels et
leur procurent la multiplication.

4. L’auteur de ces lignes est séduit par la démarche dans laquelle 1’étude d’une droite
utilise le travail dans un plan qui contient cette droite (mais Francis Buekenhout lui
a fait comprendre I'importance d’une étude intrinséque de la droite). Il s’est posé
comme exercice la rédaction d’une théorie des nombres décimaux illimités aussi
précise que celle de [11] et obtenue directement par la géométrie du plan affin.

5. Le lecteur idéal est déja familiarisé avec ce plan affin “usuel” muni de sa structure
d’ordre, de ses translations et de ses homothéties (définies géométriquement). Les
rappels géométriques sous une forme axiomatique et dogmatique sont la pour four-
nir un exposé complet et bref (I’exposé pouvait étre encore plus bref en postulant
d’emblée les translations et les homothéties). Pour une approche non dogmatique,
voir 2] et [3].

6. Maisil y a bien siir d’autres fagons d’aborder les nombres réels. Francis Buekenhout
prépare ([5] et [6]) un inventaire de ces approches. Lorsqu’il est question d’ensei-
gnement primaire ou secondaire, je pense que personne ne propose aujourd’hui un
traitement par les coupures de Dedekind ou les suites de Cauchy modulo les suites
nulles: les nombres réels y apparaissent comme éléments d’un ensemble qui sont
eux-mémes des ensembles définis abstraitement et infinis. Une autre fagon élémen-
taire de procéder est de définir directement les nombres décimaux illimités comme
des suites de nombres entiers, de définir la borne supérieure par ’ordre lexicogra-
phique, puis ’addition et la multiplication par cette borne. C’est ainsi que procéde



par exemple J. Lelong-Ferrand [12], qui prouve que ces nombres forment (& un iso-
morphisme pres) le seul corps ordonné archimédien et complet. Un avantage de
cette présentation est de ne demander qu'un bagage mathématique minimum (en
fait : la suite des nombres entiers et la capacité de raisonner). Une justification du
présent texte est que s'il est opportun d’enseigner les translations, les homothéties
et 'ordre sur le plan', alors on a tous les éléments pour prouver a 1’aide d’outils ma-
thématiques importants et riches en images, les propriétés usuelles de ces nombres
décimaux illimités. Je ne dis pas que cette présentation est recommandable (je n’ai
d’ailleurs fait aucune expérience qui me permettrait de recommander quoi que ce
soit), je veux seulement montrer qu’elle est possible. De plus, la possibilité de tout
prouver n’implique pas le devoir de tout prouver. L’enseignant décide en fonction
de son public et du temps dont il dispose de ce qu’il trouve utile d’affirmer, de
rendre vraisemblable, ou de prouver. Ainsi, si la détermination de la p® décimale de
la somme et du produit n’est pas indispensable pour utiliser et méme “comprendre”
les nombres réels (voir la Remarque 7, page 28), il reste qu’il peut é&tre utile de savoir
que la question existe et admet une réponse.

7. J'ai mis en Appendice le texte d’allure historique d’un exposé fait en avril dernier
a I’Université de Mons-Hainaut & des éléves de ’enseignement secondaire. Mais je
conseille au lecteur intéressé par le sujet le bel article |8] dont j’ai pris connaissance
en juillet & la réunion Histéria e Educagido Matematica, & Braga.

8. Cette présentation (des nombres décimaux illimités) fut exposée d’abord en mars
1995, & titre informatif, & mes amis du GEPEMA (le Groupe d’Etude des Premiers
Enseignements de la Mathématique). Un peu plus tard, dans le contexte stimulant
du travail entrepris par Nicolas Rouche pour réhabiliter les grandeurs dans 1’ensei-
gnement secondaire, il y eut au CREM une discussion sur le role souhaité pour ces
grandeurs pour aborder les nombres réels. Dans un texte polémique [16], j’écrivais
qu’une approche par les grandeurs (au sens de Nicolas Rouche [15]) me semblait
trop difficile, qu’elle pouvait tromper sur les rapports des nombres réels  la nature,
et que s’il fallait parler de grandeurs dans ce contexte, alors une classe bien par-
ticuliere de telles grandeurs s’impose (depuis quatre cent ans): celle des segments
d’une demi-droite du plan. Merci donc & Nicolas Rouche pour m’avoir pris au mot
et me demander de présenter et de défendre au CREM, en février dernier, mon texte
annonceé.

9. Un merci approprié a Francis Buekenhout qui est responsable de plusieurs amélio-
rations par rapport & cette derniére version. Son nom apparait plus d’une fois dans
ce texte, c’est la trace de discussions ot il m’apprit beaucoup. Mais je lui dois en
outre ici une présentation plus cohérente, et qui fit disparaitre une vraie faute ma-
thématique, du traitement de 1'ordre. Il n’est bien siir pas responsable des erreurs
qui pourraient subsister.

10. Merci aussi a Monsieur Luc Paquet pour une discussion enrichissante et & MM.

let I’avis de ’auteur en tant que citoyen est que c’est opportun. On peut de plus commencer &
familiariser trés t6t les enfants avec ces notions [9]. Pour les plus grands, voir [2] et [3].



11.

Stéphane Letor, Nicolas Rouche, Sébastien Toubeau et Jacques Van Santvoort pour
leurs améliorations a la forme de ce texte.

Merci enfin a Lyane Bouchez qui a tapé avec son soin habituel cette version-ci, la
précédente, et tant d’autres publications, ainsi qu’a mon épouse Martine Oppitz
pour la réalisation des dessins.

Le plan, les translations, ’addition

On travaille dans un ensemble, appelé plan, dont les éléments sont appelés points.
Des parties du plan appelées droites satisfont a ’axiome suivant :

Axiome 1. Deux points distincts appartiennent 4 une et une seule droite.

Si A et B sont des points distincts, on notera souvent AB la droite comprenant A
et B. Deux droites distinctes sont paralléles si leur intersection est vide. On dit
aussi qu’une droite est paralléle a elle-méme. Si A et A’ sont des droites paralléles,
on écrit A || . Si A n’est pas parallele & X', on écrit A }f \.

Proposition 1. Deux droites non paralléles se coupent en un et un seul point.

Preuve. Si elles sont non paralléles, alors elles sont distinctes et, par définition,
leur intersection n’est alors pas vide. Si cette intersection comprenait deux points
distincts, I’axiome 1 impliquerait que les deux droites sont égales.

Axiome 2. Si ) est une droite et P est un point, alors P appartient & une et une
seule paralléle a ).

On vérifie que cet axiome implique que le parallélisme est une relation transitive
du plan et donc une relation d’équivalence. Les classes d’équivalence sont appelées
directions.

Tout ce que 'on a fait jusqu’a présent est cohérent si le plan est 1’ensemble V1de
Soyons donc plus exigeant :

Axiome 3. Il existe trois points non alignés (c’est-a-dire n’appartenant pas & une
méme droite).

Définissons la notion la plus importante de la théorie: si A et B sont distincts
et si C ¢ AB, alors le quadruple (A4, B, C, D) est un parallélogramme si et seule-
ment si AB || CD et AD || BC.



Par I'axiome 3, la construction suivante a un sens: soient A et B des points distincts
et C un point n’appartenant pas & la droite AB. Par C on méne la droite A paralléle
& AB. Par B, on mene la parallele X' a AC. De AB }f AC, on déduit que A } X' et
donc AN A" est un singleton {D}. Le quadruple (A, B, D, C) est un parallélogramme.
Donc, une fois le couple (A, B) fixé, a tout point C' ¢ AB, on associe un et un seul
point D, également hors de la droite AB. On aurait une transformation du plan
si on savait oll envoyer un point quelconque de AB. Soit a présent C € AB. Par
I’axiome 3, soit C; ¢ AB.

On fait ceci:
C;

A B C D

et a C on associe D. Cette construction fait intervenir Cy. Pour étre certain qu’elle
ne dépend que de A et B, on devrait étre certain qu’en effectuant la méme construc-
tion a partir d’un autre point C; ¢ AB, on retombe sur D.

Pour étre certain de cela, il faut le demander (sinon on a des contre-exemples) :

Axiome 4. (axiome de Desargues pour le cas paralléle): si Ay, Ay et A3 sont des
droites paralléles et distinctes et si py || p2, v1 || v2 sont comme ci-dessous, alors 6,
et 8, comme ci-dessous sont paralléles.

/£ A1
fh %
|
|
o
51 I 52
151 12 {
L Az
Cet axiome revient a
A B
At | /B
A” B”

Si (A, B,B', A’) et (A, B', B", A”) sont des parallélogrammes, alors (A,B, B", A")



est aussi un parallélogramme. Grace a ’axiome 4, ’association C — D décrite
plus haut ne depend pas du point Cy choisi hors de AB. De plus, si I'on refalt la
construction a partir d’un couple (A;, B;) obtenu comme ceci

Al By

A B

on obtient la méme transformation du plan, notons-la ¢45. Cette transformation est
donc définie par un point quelconque du plan et son image. C’est la translation
du plan qui applique A sur B. On décréte que la transformation identique du plan,
1, est une translation. Soient ¢ une translation # 1 et P un point

P

La direction comprenant A ne dépend pas de P, elle ne dépend que de t. On dira
que c’est la direction de t. On attribue 4 1 toutes les directions. Si t; et ¢ ont la
meéme direction, on écrit ¢; || t;. On vérifie la

Proposition 2. Soit A une droite. Les translations dont la direction comprend
A sont les permutations du plan qui

(a) conservent globalement toute parallele a A

(b) appliquent toute droite \; sur une droite paralléle & ).

On en déduit que les translations forment un groupe 7' pour la loi de composition o
(dorénavant on n’écrira plus ce o), et que pour toute droite ), les translations dont
la direction comprend A forment un sous-groupe de ce groupe.

Proposition 3. T est un groupe commutatif.

Preuve. Soient ¢1,1, € T'.

(a) Soit fl H' fz.
Soit P un point, / t2(P) | Q

P t1(P)
7



On vérifie (propriétés des paralléles et des translations) que Q = tyt;(P) =
t1t2(P). Or une translation est déterminée par I'image d’un point, donc t;t; =
t1ts.

(b) Soit t; || 2. Prenons alors t3 € T avec t3 ff t1 (une telle t3 existe grace aux
axiomes 3 et 4). On a ¢y || t1¢2 (proposition 2), donc t3 }f t1t;. Il vient alors

ta(tita) = (tit2)ts (par le (a))
— tl(t2t3)

(tata)th (car tq §f tats)
ta(taty)

ta(t1ts)

(tat1)ts

ta(taty)

il

dOIlC tlfz -~ t'ztl.

Corollaire 1. Les translations d’une direction donnée forment un groupe commu-
tatif.

. L’addition. Soit dés lors A une droite fixée et 0 un point sur A. Si A € A, on pose

ta = tga-
S1 A, B € A, on pose
A+ B= tA(B) :
0 A B A+B
On a
A+ B = t4tp(0)
= tpta(0)
= ts(4) ,

A est un groupe commutatif pour la loi +.
Si U € A et n un nombre entier positif, on pose:

U = Ut +U
n fois
et (—n)U = —-nU ,



on pose aussi oU =0 (o € N).
ZU est appelée la o-graduation de A (déterminée par U). On vérifie que m(nlU) =
(mn)U.

. Les projections paralléles. Soient )\, et A, des droites non paralléles. Soient P
un point et A} la parallele a A; qui comprend P. X} coupe A; en . L’application
P+ @ est la projection du plan sur A parallelement a A,

s 2

Soient (A, B) et (C, D) des couples de points. On dit que ces couples sont équipol-
lents et on écrit (A, B) T (C, D) si et seulement si ils définissent la méme translation
(c’est-a-dire ssi t4p = tep). Done (A, B) 1 (C, D) ssi une des deux situations sui-
vantes est satisfaite:

(a) C ¢ AB et (A, B) et (C, D) sont liés par un parallélogramme

C D

A B

(b) C € AB et (A, B) et (C,D) sont liés par deux parallélogrammes



Proposition 4. (4, B) 1 (C, D) ssi (A,C) T (B, D).

Preuve. Soit le cas (a). Dés lors t4o(A) = C et tac(B) = D. Soit le cas (b). v
Dés lors tac(A) = C et

tac(B) = tactas(A)

taptac(A) (commutativité de T')
= t48(C)

= JJ

Corollaire 2. Si A\; }f Az, p est la projection du plan sur A\, parallélement & A, et
(A, B) et (C, D) sont des couples équipollents, alors (p(A),p(B)) T (p(C), p(D)).

Preuve. ([13]). Soit la situation suivante:

Az

A1

Soient A’ = p(A), etc. La proposition 4 implique que (A, C) T (B, D). On construit
alors U et V comme suit :

Az

A1

10



Donc, successivement :

(A,U) 1t (B,V) (par construction),
(4,B) 1 (V)

AB | UV

c'D || UV
(c,D) 1 (U,V)1 (4, B)

L’ordre, la graduation, les nombres décimaux illi-
mités
1. Toutes les droites sont supposées munies de deux ordres totaux réciproques. Des

lors, on a la notion de segment : soit < ’un des ordres sur A et A,B € A.
Si A< B, le segment [A,B]est {X € A| A< X £ B}

Axiome 6. (). Soient A1, < et X3, < des droites munies chacune d’un de leurs
ordres, et p une projection parallele de Ay sur A,.
S’il existe A, B € X1 tels que

A< B et p(A)<p(B) ,
alors pour tous X,Y € A\, on a:
siX <Y, alors p(X)<p(Y)

Cet axiome dit donc que toute projection paralléle de A; sur A; soit “conserve”
totalement, soit “renverse” totalement les ordres:

A<B et n(A) <p
>p

2L’axiome 5 apparaitra plus loin.

11



Axiome 7. Soient Ay, < et Ay, < paralléles. Si une projection paralléle de A\; sur Ag
conserve ’ordre, alors toutes les projections paralléles de Ay sur Ay conservent 'ordre.

Conséquence. Dans tous les cas, les segments sont envoyés sur des segments.

Remarque 1. On peut vérifier que cet axiome T exclu le plan comprenant exactement 4 points. Comme
me I’a fait remarquer Francis BUEKENHOUT, on peut prouver que si le plan n’est pas le plan i 4 points,
alors I’axiome 6 implique ’axiome 7. Voici un schéma de preuve qui se base sur la présentation d’E. Artin
[1]: Paxiome 6 induit sur le corps k qu’Artin définit par la géométrie, une structure de corps faiblement

ordonné ([1], p.41). Par le thécréme 1.16 de [1], k est alors un corps ordonné. On en déduit ’axiome 7.

. Soit la droite A munie de 0, de +, et & présent d’un ordre <. Soient A, B € A

Pl P2

0 A B A+ B

A+ B = pap:(A)

Si pi renverse les ordres, p;' aussi (axiome 7), donc p; aussi, donc p,p; conserve
I’ordre sur A. Donc si X, Y € A avec X <Y, on a

p2p1(X) < papr(Y)

on a donc prouvé la
Proposition 5. Pour tous X,Y,B € \,si X <Y, alors X + B<Y + B.
Corollaire 3. SiA>0et B> 0, alors A+ B > 0.

Preuve. A>0—-A+B>0+B=B>0.

C
Corollaire 4. Si 0 # U € A et si n est un entier positif, alors nU # 0.
"
Corollaire 5. Si
A< AL A (1)
et
Bi<B<B, , (2)
alors

A1+ By <A+B< Ay + By

12



Preuve.

Ai+B, <A+ B (par (1))
=B+ A (commutativité de +)
<SB+4 (par (2))
=A+ B (commutativité)
<A+ B (par (1))
=B+ A; (commutativité)
<$B+ A (par (2))

Corollaire 5. Si0 S AL B C,alors0 < B-A<LC.

Preuve. Exercice.

. Le milieu. Soient A et B des points distincts. On fait ceci:

D

A B

ou (A,C) 1 (C, D). Le corollaire 4 implique que D # A.
Maintenant

A M B

Le corollaire 2 implique que (A, M) T (M, B). M est appelé le point milieu de A et

de B.

. La graduation. Soit A munie de 0 et de +. Soient A € X et X le milieu de 0 et de

A. Donc X + X = A:2X = A, on écrira

De méme, on définit + A (n € No), et m (% A) = 1(mA) que l'on notera 2 A. Si
0 # U € A alors & U est appelée la {-graduation de A (déterminée par U). La

graduation de A déterminée par U est U (108 U).

13



5.

L’axiome d’Archimeéde. Les nombres décimaux illimités. Nous allons main-
tenant faire en sorte que si U # 0, alors la o-graduation de A déterminée par U
“concerne” tous les points de A:

Axiome 8. (Axiome d’Archiméde). Pour tout V € X avec V > 0 et pour tout
A € ), il existe un entier positif n pour lequel A < nV.

On suppose des a présent que U > 0.

Des lors tout point de A appartient & au moins un segment [zU, (z + 1)U] ou 2z € Z.
Il appartient a deux tels segments si et seulement si il se trouve sur la o-graduation.
Nous utiliserons souvent la conséquence immeédiate suivante de ’axiome 8:

Proposition 6. Soit 0 < V € A. §'il existe X € A pour lequel nV < X quel
que soit n € N, alors V = (.

Soient maintenant A € A et z € Z pour lequel A € [2U,(z+ 1)U]. On regarde
alors les sous-segments de ce dernier segment définis par la 1-graduation de A. Au
moins un de ces sous-segments comprend A:

(- v cas (s 22

10
oung € {0,...,9}, etc.: pour tout p on a un nombre décimal limité z,n; ...n, pour
lequel
1
(z,nl...n,,)U-.{A-.{(z,nl...np-{-W)U . (3)

A donne donc lieu a ’écriture

Z, NNz ...
ou z € Z et les n; € {0,...,9}. C’est un (nombre) décimal (illimité). On re-
marque que certains A donnent lieu a deux décimaux illimités: soit A sur la o
graduation: A = apl oli qp € Z. On a

(ao— 1)U < A< aU (4)
et aussi
aU <A< (a0 +1)U . (5)
A partir de (4), on obtient le décimal
(a0 —1),999... ,
et a partir de (5):
ao,000. ..

La méme remarque peut étre faite pour tous les points de la graduation: soit A =
ag,ay...apU ol a, # 0, on obtient:

010,(&1...(1?000...

14



et
g, a1 ...((Ip — 1)999.

Les points de A qui n’appartiennent pas a la graduation ne donnent lieu qu’a un
seul décimal.

Proposition 7. Tout nombre décimal illimité provient d’au plus un point de A.

Preuve. Soient a = ag,@1a;... un décimal et A < B des points qui donnent lieu
a a. Donc pour tout p:

(agya1...a,)US AL BK (ao,al...ap-l-lio:?)U ,

donc g
OQA_(G'U';al---a'p)USB_(aﬁ,al...ap)UsWU 5
donc (corollaire 5):
1
0<B-A< U
donc
0<10°(B—A)<U . (6)

Cette double inégalité doit étre satisfaite pour tout p, la proposition 6 implique alors
A=B.

m
Cette preuve prouve aussi ceci: solent P; et ), des points qui déterminent des

segments non nuls et emboités, c’est-a-dire:
pour tout £:

Pr € Py < Qey1 < Qs

Si pour tout ¢,

1
— P« —
Qu-P<{5U

alors intersection ([P, Q] est au plus un singleton.
¢

Nous nous servirons de ’énoncé suivant a peine un peu plus général.

Proposition 8. Soient n un nombre entier et Py, Q; des points qui déterminent
des segments emboités. Si pour tout £:

n
Qe—Pe<1—0£U ;

alors I'intersection ([P, Q] est au plus un singleton.
¢

Preuve. Voir la preuve de la proposition 7, olt (6) devient :

0 < 10°(B — A) < nlU

15



Résumons-nous: 0 et U > 0 étant fixés sur A, tout point de A donne lieu a un
ou deux décimaux illimités. Si un décimal illimité provient d’un point de A, il ne
provient que d’un seul.

A présent : quels sont les décimaux illimités qui proviennent d’un point de A7

. Soit @ = ag, ayaz ... un décimal illimité.
Cherchons donc un point A pour lequel pour tout £

1
AEﬂ[(ao,al...ag)U,(ao,al...ag+W)U] . (7)
£

Nous savons que le second membre de cette appartenance comprend au plus un
élément, mais a priori rien n'implique qu’il ne soit pas vide. On construit facilement
un exemple de plan satisfaisant aux axiomes 1, 2, 3, 4, 6, 7 et 8 et ol le second
membre de (7) peut étre vide. Si I'on veut donc que ce second membre ne soit pas
vide, il faut le demander:

Axiome 9. (Axiome de continuité). L’intersection d’une chaine de segments em-
boités [P;, Q;] ot les P;, Q; € X n’est pas vide.

A présent tout décimal illimité représente un et un seul point de ).

Les nombres réels et leur addition
. Munissons ’ensemble des décimaux illimités de la relation p définie comme suit :
(a) pour tout z € Z, le couple

(2,99...,(2+1),00...)

est dans la relation,

(b) pour tout z € Z, ny,...,ne € {0,...,9} et ng # 0,
(z,n1...(ne—1)99... , 2z,n1...n000...)€p

(c) les autres éléments de p sont les couples (z,z) ol z n’est pas d’une des formes

de (a) et (b).

Cette relation est une relation d’équivalence dont les classes s’appellent nombres
réels. On note R ’ensemble des nombres réels.

Un (nombre) décimal canonique est un nombre décimal qui ne se termine pas
par une suite de 9. Tout nombre réel possede donc un et un seul représentant (par
la relation p) qui est un décimal canonique, c’est son représentant canonique.
Des lors, quelle que soit la droite du plan, ’ordre choisi sur cette droite, les points
0 et U > 0 choisis sur cette droite, deux décimaux illimités sont liés par la relation
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p si et seulement si ils représentent le méme point de cette droite. Les cas (a) et
(b) correspondent aux points de la graduation déterminée par U. Le nombre réel
déterminé par le point A € X est appelé I'abscisse de A (dans le repére (0,U)).
Les décimaux canoniques sont en bijection avec les points de toute droite, donc R
aussi. On va transporter sur R les structures d’ordre, d’addition et de multiplication
de A. Ces structures sur R seront indépendantes de la droite choisie, de I’ordre choisi
sur cette droite et des points 0 et U choisis.

Remarque 2. A premiére vue il aurait été plus agréable de pouvoir identifier tout point d’une droite
4 un et un seul décimal illimité. C’est ce que fait [Lebesgue] qui n’admet que les décimaux canoniques.

Pour cela, dans notre cadre nous aurions pu procéder ainsi :
(2) par I’axiome 8, pour tout A € A, il existe un z unique dans Z tel que
UL A< (z4+1)U
(b) il existe des n; bien déterminés tels que pour tout p

1
(zim1..np) UL AL (z,n1...np+ﬁ)(f

En procédant ainsi, les points de la graduation ne donnent lien qu’aux décimaux canoniques. (Mais nous
n’aurions pas échappé aux segments fermés: dans la théorie qui suit ’axiome 9 est indispensable et cet

axiome est mis en défaut par les segments semi-ouverts:

Nlos..ov . (09..9+7;)v][=9)

z

L’ordre sur les décimaux canoniques

Lemme. Si A < B sont des points de A, alors il existe G sur la graduation pour
lequel
A<G<B

Preuve. Sinon, soit ag, aja;... le représentant canonique de ’abscisse de A. Pour
tout £

1
(aU:al---af)Us:..A< (ao,al...ag-kﬁ)U

Puisque pour aucun £ on n’aurait

1
A< (ag,al...ag+W)U<B .

on a donc

1
(ag,ay...ar)) U< A< B< (Go,m---ae-}-W)U

quel que soit £, ce qui contredit I’axiome d’Archiméde.
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Solent @ = ag,ay... et b = by, by ... des décimaux canoniques, et A et B les points
dont a et b sont les abscisses.
Soit A < B. Par le lemme, il existe G sur la graduation pour lequel A < G < B.
- D’ou des cas:

(a)

il existe un tel G dans la o-graduation. Mais

agUSA<(CLO+1)U s

donc
donc
G()U < boU
et
ag < bo
il n’existe pas de G dans la o-graduation (et donc B < (ag + 1) U), mais il

existe un GG dans la 1-graduation. On a
awU<A<G<(ap+1)U
donc
aU <G < (ap+ 1)U

et

Ge= (ag—i-f—(l])U ou ¢ €{1,...,8}

Deux sous-cas:

i. B = (ao + 1)U, I'expression canonique de B est (ag+1),00...

bo = ag + 1, donc ay < bg.
ii. B < (ag+ 1)U, et alors

(IQU<B< (do+1)U
Mais by est I’entier tel que
bU<SB<(bo+1)U |,

donc by = ag. Donc,

(ag+ﬁ)UgA<(aa+g—1)U<B<(bo+bl+1)U:(a,u+

10 10 10

Il vient successivement :

L} o bit1
ag+10<ao+10<ao+ 10 )

a<g<b+1 ,
a+1<g<bh+1
a < by

18
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On peut continuer, d’oit A < B si et seulement si

a.g<b{)
ou ag="by et a3 <bh
ou ag=by,a1=5b; et az;<by ,

etc.

C’est I’ordre lexicographique sur les décimaux canoniques (ordre que ’on aurait
bien stir pu définir directement sans passer par l'ordre sur A).

Si on identifie, ce que I'on fera dorénavant, le décimal limité ag, a; ... a, au décimal
illimité canonique ag, a; ...a,00..., ordre lexicographique colle parfaitement avec
I’ordre naturel sur les nombres décimaux illimités. Par 1’ordre sur les décimaux ca-
noniques, on a un ordre sur R.

Remarque 3. Si nous ne nous étions pas limités aux décimaux canoniques, nous
aurions eu un probléme: puisque ’on veut

1,00...=0,99... |,

on almerait pouvoir écrire

1,00...<0,99...
orl > 0.

. Les valeurs approchées.
Soit @ = ag, a1az ... le représentant canonique du nombre réel r. La notation
rl=al,=aga...q
. , . » - \ i; N 1.
est bien définie. a |p est la valeur approchée par défaut de r a ;5 pres, a |p ToF
la valeur approchée par excés de r & 7 prés. Si A € X posséde a pour abscisse,
alors a |, est 'unique élément gU de la p-graduation tel que

1
U< A ( —JU
g < 9+10p

L'ordre sur les nombres réels permet d’écrire r | < 7.

Remarque 4. Les p premicres décimales de a sont les p décimales de a |, et ne sont
. 1€Me décimale de
a |, +75¢ pour £ assez grand (puisque a est un décimal canonique, il existe £ > p
pour lequel a; # 9).

Nous verrons plus loin l'utilisation par Lebesgue de cette remarque.

pas nécessairement les p décimales de a Ip Mais a, est la p

. L’addition. Soient a = ag,a;... et b = by, b;. .. les représentants canoniques des
nombres réels r et s, et A et B les points de A dont r et s sont les abscisses. Soit c le
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représentant canonique de ’abscisse de A + B. Nous allons déterminer c. Nous

avons pour tout £:

1
ahUgA<@u+EaU
et

- 1
thgB<@h+ﬁaU

Le corollaire 4 implique:
2
(@l +b1)U S A+B< (al,+bl+75) U

donc

2
A+BeN @l 1)U, (¢l +b],+) U]
£

Par la proposition 8, cette intersection est un singleton: {A + B}.
Soit p

(a) Supposons que

ou bien app1 + bpp1 <9

ou bien ‘ Apt1 + bp+1 =9=---=a;+ bg et apq + b£+1 <9

Deés lors, par (8) et (9):

aep1 + bey1 + 2

2
A+B<(a|e+1+b|g+1 +W)U = (alf+blf+

1
< (a|g+b|£+1—07)rf ,

qui, combiné avec (10) donne

1
@1, +51)U < A+B< (al,+bl,+75) U

Donc

C'e = a|£—|~b|£ )
¢ = (clg),=ap+b (mod]10)

(b) Supposons que

ou bien Qp41 4 bp+1 >9
ou bien o1+ bpp1 =9=--=ap+ b

et A4 + bg+1 > 9

20
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On a:

ap +bg +2 20
A+ B < (a e+ | +—5 102;1-1 )U ( al +b|, + 0£+1)U
2
Mais
1 10
(sl 4¥le+iqe) U = (ale+ole+ygam) U
aoy1 + ey
S (a e +ble+oem ) v
= (“ |e+1 +b |e+1) U
< A+ B (13)
De (12) et (13), on déduit
1 A bl 1 1 U
(clowtlerg)v<arB<((al+tlivgg) + ) U -
donc
1
cl=aly+bl+15
et
t=(cl),=ay+b+1  (mod 10) (14)
(c) Supposons que pour tout £ > p:a;+ b, = 9.
Soit £ > p et regardons a |, +b |,:
Agydy...0p Qp4 ap
+ bo, b1 ... bp bp+1 be
9 9
£—p
(+bl = al b+
@y e 102
1 1
= aIP—I—bI—i—W—W ; (15)
donc (par (10) et (15)),
2
(6, +b])U<A+B < (a| b1, +10p me + 1‘6?)”
= ( l +b I + + W) U 3
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donc A + B est dans I'intersection des segments

1
)‘”WUJ

1

1 1
[(a o 01, +_) U=V (“ b ol +15

107 10¢

dont la “longueur” est ;5. Par la proposition 8 cette intersection est un sin-

gleton. Or (a l, +0 1, +E%) U appartient a cette intersection, donc

1
A+B=(al, +b],+=)U

et
cp=a,+b,+1 (mod10) . (16)

Donc ¢ est déterminé par les égalités (11), (14) et (16) sous leurs hy-
pothéses respectives.

Nous sommes partis des décimaux a et b, nous avons construit A + B en utili-
sant A, un ordre choisi sur A, 0 € A et U > 0. Mais les seconds membres de (11),
(14) et (16) ne dépendent nullement de A, de 1'ordre choisi, etc.. Ces égalités
permettent de définir la somme de deux nombres réels uniquement
a partir des décimales des représentants canoniques de ces nombres.
Par la géométrie, nous avons érigé A en un groupe commutatif ordonné, archi-
médien et complet. Donc R muni de 'ordre lexicographique et de ’addition
définie par les égalités (11), (14) et (16) est également un tel groupe, ce que
nous aurions eu difficile & établir directement & partir de ces égalités.

Remarque 5. Lorsque les égalités (11) et (14) sont satisfaites, la pIeMe déci-
male du représentant canonique ¢ de r + s est la p'*™€ décimale de r | ¢ +s |,
pour £ assez grand. Mais ce n’est pas le cas lorsque 1’égalité (11) est satisfaite
(exemple: 0,333... 4 0,666...). Alors, comme au moins Lebesgue 1’a remar-
qué, on obtient une situation uniforme en considérant uniquement les valeurs
par exces. En utilisant la remarque 3, on prouve que ¢, est dans tous les cas la
p'®M€ décimale de (a l; +’i‘%)—g) + (b P +%[) pour £ assez grand et précisable.
Et puisque chez Lebesgue, les nombres réels sont les décimaux canoniques,
I'addition est définie par une régle unique.
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Les homothéties et la multiplication

. Reprenons la situation telle qu’elle était a la fin de 2. Nous avons les axiomes 1, 2,
3 et 4.

Axiome 5. (Axiome de Desargues pour le cas concourant). Si Ay, Az et Az sont
des droites concourantes et si yy || pa, v1 || v2 sont comme ci-dessous, alors é; et 6y
comme ci-dessous sont paralléles.

M3 A1
231

! i
i
i
!
I
i
| A
I 51 (52
I I

I

Az
%1 125}

L’axiome 4 qui nous a permis de définir les translations donnait un réle particulier
aux parallélogrammes. Ici ce sont certains trapézes qui apparaissent. La symétrie
qui existait entre les couples de cotés opposés des parallélogrammes n’existe plus
ici. On devine alors que ce que 1’on fera par I'axiome 5 pourra étre tres différent de

ce que 'on a fait avec ’axiome 4.
Soient P, () et R des points alignés avec P # Q.
On va construire une application S +— T'.

(a) Soit S ¢ PQ
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(b) Soit S € P@, on prend S; ¢ PQ

51

L’axiome 5 garantit que I’application A : S — T ne dépend pas de S; (dans le cas
(b)). Elle ne dépend que de P, @ et R. On pose h(P) = P. Soient & présent (J; un
point quelconque distinct de P et B; = h(()1), I'axiome 5 garantit aussi que, par
le méme procédé, ’application obtenue est h. C’est ’homothétie qui fixe P et qui
applique @) sur R. Si R = P, alors 'homothétie envoie tout point sur P, I’homo-
thétie est dite dégénérée. Les homothéties non dégénérées sont les permutations du
plan caractérisées par la

Proposition 9. Soit P un point. Les homothéties non dégénérées fixant P sont
les permutations du plan qui

(a) fixent P,

(b) appliquent toute droite A\; sur une droite paralléle & A;.

On en déduit que les homothéties non dégénérées fixant P forment un groupe pour
la loi de composition.

Corollaire 6. Si ¢ est une translation et h une homothétie non dégénérée qui fixe
le point P, alors hth™! est la translation qui applique P sur h(t(P)).

Preuve. Sit = 1,il n’y a rien & prouver. Soient ¢ # 1 et A une droite de la direction
de t. Par la proposition 9, A~1()) est une droite de cette direction et hth~*(A) aussi.
Si A; est une droite quelconque, les propositions 2 et 9 impliquent que hth™'(A;) est
une droite paralléle & A;. Donc (proposition 2) hth~! est une translation. Celle-ci
est définie par I'image d’un point. On vérifie que hth=*(P) = h(t(P)).

P t(P) hi(P) = hth~1(P)

N
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2. La multiplication sur ). Reprenant la droite A de 2.3 et fixons sur elle un point
1#0.Si A€ ), on note hy 'homothétie du plan qui fixe 0 et qui applique 1 sur A.
51 A,B € A, on pose
A- B = hy(B)

h4 est non dégénérée ssi A # 0. Dés lors A — {0} est un groupe pour cette loi -.
Proposition 10. A- (B+C)=A-B+ A-C.
Preuve ([2], p.159).

A-(B4+C) = hu(B+0)

= hatp(C)
= tapha(C) (corollaire 6)
A-B+A-C

Corollaire 7. A (nl) = nA.

Proposition 11. Les points de la graduation de \ définie par 1 commutent (pour
la multiplication) avec tous les éléments de A.

Preuve. Grice au corollaire 7, il suffit de prouver que pour tout n : (r1)- A = nA.
Notons n1 = n.
Montrons cela pour n = 3:
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mais

(0,1)7(1,2)1(2,3) (construction de 3)
(0,1 7 (1,2") 1(2,8") (corollaire 2)
(0,A) 1 (A, B) 1 (B,C) (idem)

donc C' = 3A. Mais C = 3 - A par la configuration précédente.
]

Remarque 6. On a utilisé pour cette preuve les propositions 2 et 9 qui présentent
les translations et les homothéties comme des transformations du plan conservant
certaines propriétés. Dans I'esprit de l'introduction le lecteur sera déja familiarisé
avec cette facon (bénéfique) de voir les choses. Mais on peut procéder autrement et
prouver la proposition 11 uniquement par des configurations découlant des axiomes
4 et 5 (voir par exemple [10]).

. On admet a présent les axiomes de 1 & 9. On prend la droite A munie de 0, d’un
ordre, de U > 0 et on prend 1 = U. Dorénavant la graduation de A sera donc la
graduation définie par 1. La droite est donc munie de deux lois + et -. Par les pro-
positions 10 et 11, la restriction de ces lois aux points de la graduation
coincide avec 1’addition et la multiplication sur les nombres décimaux
limités. (17)

Pour étudier !'interaction entre I'ordre et la multiplication, on procéde comme
en: 2.2

B A= pyp(B)
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Soit A > 0. Si p; renverse 'ordre, alors 0 > 1’. Puisque py(1’) = A, p, renverse aussi
'ordre, donc pap; conserve l'ordre de A. Si p; conserve l'ordre, alors p; aussi et pyp;
conserve encore ’ordre sur A. Donc, dans tous les cas, sous ’hypothése A > 0, pap1
conserve 'ordre de A.

Proposition 12. Si A > 0et B > C, alors BA > CA.

Preuve. pyp1(B) > pap1(C).

Corollaire 8. SiA>0et B> 0, alors B- A > 0,

Corollaire 9. Si les A; et les B; appartiennent & la graduation, et si 0 < A; <
A\<\A2,81SBSBQ, EtB)O, alors

A1-B1 S AB < Az By

Preuve.

e
w
I

By - Ay (proposition 11)

B- A (proposition 12, A; > 0)
AB (proposition 11)

A-B

A;B(B > 0)

B- A,

B, - Ay

Ay - By

V/AN

Il

V/ANV/AN

N

5 Le corps des nombres réels

Soient a = ag,asa;y... et b= by, byby ... des décimaux canoniques et A et B les points
de A dont a et b sont les abscisses. On va supposer que a et b sont positifs. On ne causera
aucun trouble en identifiant pour des raisons typographiques le nombre décimal limité g
avec le point g1 de la graduation. Donc,

O<alSA<al|,+7 (8)
0<b|,<B<b|,+ (9")
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Le corollaire 9 implique

1 i}
0<a[£b|££A-B<(a|e+l—(}£) (b|£+W)

Le dernier membre vaut
10°(a |, +b1,) +1
102¢ "

algbl, +

mais

pour un certain m. Donc

10¢(a |, +b,) +1 o il b O 1 et Ll

107 ST S T2 T o
Donc _
10”“f1
et

107+
A Bem[aubu,auble —0—~]

Par la proposition 8, le second membre est le singleton {A - B}.
Remarquons que:

10m+1
(B4} = N]plaloblal+ o
£

= O[ ebloalibl + %} (car (17))

- {A-B} . (20)

On a donc prouvé que la multiplication sur A est commutative. On prouve, par
le méme argument, qu’elle distribue ’addition.

Soit ¢ le représentant canonique de I’abscisse de A - B.

En se fatiguant un peu plus que pour P’addition, on utilise (18) pour déterminer ¢, en

fonction des a, et des b, (et [Lebesgue] trouve la p™M€ décimale du produit de deux

décimaux canoniques comme pleme décimale du produit des valeurs par exces & 157 prés,
pour / assez grand et précisable, de a et de b).

Remarque 7. Pour prouver (20), la conclusion ci-dessous et les applications qui sui-

vent, on utilise des inégalités portant sur les nombres réels et leurs valeurs approchées, et
non la détermination de la p® décimale de la somme et du produit.

Conclusion. Les nombres réels sont a présent munis d’une structure de corps com-
mutatif ordonné, archimédien et complet.

28



6 Applications

1. Calcul de /2 par la méthode de Simon STEVIN. (Voir Appendice, p.43, note
2):

(a) 1% < 2« 22 Boit g =1,

(b) soit alors ay le plus petit entier dans {0,...,9} pour lequel

2
(1+a1+1) >2

10
donc a2 e
(HE) <2< (1+ 10 ) ’
le calcul de a; est faisable: a; = 4.
Puis, pour tout ¢, ay,...,a,; étant connus, on définit a; comme le plus petit entier

z € {0,...,9} tel que

a1 ar_q :;:+1)2
Lo = o o ik =3
( + 10 * + 10461 + 10¢

Les segments

1
[1,4(12...0.'@ 3 1,4&2...&34"@]

définissent par leur intersection un nombre réel a.
On va prouver que o® =2. On a

1 2
(al)?<2< (a Ly —|—1—0£) (par définition de )

Mais
12 2 2-10% o, +1
(a |f+1_0f) = ol T
1
< Of|£2+10T2 (ca,roz|z<2)
Donc

100
@=Nlalbal’+15
£

par application de la proposition 8.
Mais le second membre vaut {a*} en vertu de (19).

=
2. La plus petite borne supérieure. Soit X un ensemble non vide de nombres

réels, borné supérieurement. On peut donc supposer qu’ils sont tous bornés par un
entier n. Identifions les nombres réels & leurs représentants canoniques. Soit z le
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plus grand entier qui soit la partie entiére d’un élément de X. Parmi les éléments
de X qui ont zj comme partie entiere, soit z7 la plus grande de leurs premieéres
décimales (il y a donc des éléments de X dont ’écriture canonique commence par
5, 27), etc. On “construit” donc un nombre réel z* = z§, i35 . . ..

Soit £ = zg, 21Z2... € X. Donc £q € z3. 81 z¢ = zf, alors z; < xf, etc. _
Donc z < z*. Donc z* est une borne supérieure pour X. Soit maintenant y =
Yo, Y1Y2 - .- € R avec y < z*. Dés lors

ou bien yo < z§ (et alors il existe z € X pour lequel y < z),
ou bien yo=zjet y; <zi (et alors il existe encore z € X avec y < z),

etc,

Donc y ne peut étre une borne supérieure pour X.
On dit que z* est la plus petite borne supérieure de X et on écrit z* = sup X.

Exemple. Si X est I’ensemble des décimaux limités 1,4a,...a, définis en 1, alors
sup X = a.

On peut commencer I'analyse mathématique.

Bibliographie : voir page 49.

Le 11 décembre 1996.
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Appendice

Que sont les nombres réels?

Paul van Praag

d’aprés un exposé fait le 4 avril 1996 4 la Journée de Mathématique et de Sciences de 'UMH

La conception que se font les mathématiciens de la no-
tion de nombre est toujours significative du niveau théo-
rique de leurs mathématiques et elle détermine les Ii-

mites de leur pratique arithmético-algébrique.

Amy Dahan-Dalmedico — Jeanne Peiffer [1]

1. Les mesures communes et la mathématique

1.1 Voici une question abordée dans I’Antiquité: soient AB et C D les segments de droite

suivants :

A B
I
L D

comment les comparer? On peut toujours dire que C'D est plus grand que AB.
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Plus finement, on peut faire ceci

Cu ub
L1
Au u uB

Pour ces segments bien choisis on a trouvé un petit segment u pour lequel

AB = 2u
CD = 3u

On peut alors dire que AB est & CD comme le nombre entier 2 est au nombre
entier 3, ce qu’aujourd’hui nous avons envie d’écrire
AB 2
cCD 3
1.2 Au moins en Gréce on a probablement travaillé longtemps comme si, lorsque ’on se

donne deux segments quelconques,

on peut toujours trouver un segment u, appelé mesure commune aux segments

XY et ZT, et des nombres entiers m et n pour lesquels

XY = mu

ZT = nu
A priori cette affirmation n’arien d’aberrant : on pourrait se dire que si un segment u
ne convient pas, probablement un plus petit conviendra. Un fait majeur de I’histoire

de I'humanité est la découverte qu’en général il n’existe pas de tels m,n,u. Des

preuves en sont bien connues, donnons-en tout de méme une.
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1.2.1. Tout d’abord un résultat sur les aires: solient un carré dont un coté est noté a,

et soit d I'une de ses diagonales

Construisons un carré dont d est un coté:

Proposition. Le carré construit sur d égale le double du carré construit sur a.

Remarque. Cet énoncé n’a pour le moment rien a voir avec une expression telle que
d? = 2a?, expression dépourvue de sens dans les mathématiques de Pythagore, Platon,

Euclide. La signification de cet énoncé apparait dans cette

Preuve. (Platon [2]). Le carré sur d, considéré comme un morceau du “plan”, est

“égal” a quatre moitiés du carré construit sur a et donc a deux carrés construits sur a.

On a donc travaillé sur des puzzles.

1.2.2. Théoréme 0 (Euclide). Il n’existe pas de mesure commune & une diagonale

d’un carré et I’'un des cotés de ce carré.

Preuve. Supposons que ce théoréeme soit faux, et soient u un segment, et m et n
des nombres entiers pour lesquels @ = mu et d = nu (a et d étant comme en 1.2.1

respectivement un c6té et une diagonale du carré).

1) On peut supposer que m et n sont premiers entre eux: sinon, soient m = smy et

n = sny ou mq et ny sont premiers entre eux. Dés lors
a = (smy)u=m(su)
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et d = (sni)u=n(su) |,
et su est une mesure commune a a et a d.

2) par la proposition, le carré construit sur v égale deux fois le carré construit sur mu,

donc

n? carrés sur u

égalent  2m? carrés sur u,

donc n? = 2m?

3) donc n? est un nombre pair, donc n est pair: n = 2n’, donc 4n2 = n? = 2m?2, donc
p bl p h )
2n'2 = m?, donc m? est pair, donc m est pair, ce qui contredit le fait que m et n

sont premiers entre eux.

Remarque. Dans la preuve d’Euclide ([3], Livre X, prop. CXVII) 'égalité n? = 2m?
est déduite du “théoreme de Pythagore” (chez Euclide ([3], Livre I, prop. XLVII) “le carré
construit sur I’hypoténuse d’un triangle rectangle égale la somme des carrés construits sur

les autres cotés”) prouvé également par des puzzles.

1.3 Pourquoi ce théoréme est-il un fait majeur de ’histoire de I’humanité? Considérons
par exemple le théoréme de Pythagore portant soit sur des carrés, parties du plan
(chez Euclide) soit sur des nombres entiers ou des fractions (chez les Babyloniens).
Ce résultat, apparu donc dans plusieurs civilisations, est vérifiable sur de nombreux
exemples; si on I’a abondamment vérifié, on peut étre convaincu de sa véracité.

Le théoreme d’Euclide ci-dessus est d’une autre nature: on ne sait rien vérifier du
tout: si un segment u ne convient pas, peut-étre qu’un plus petit pourrait conve-
nir, et I’expérience manuelle ne permet pas d’aller trés loin. D’autre part, au moins
dans la Grece de Platon et d’Euclide, les objets mathématiques avaient un statut
particulier: ils n’appartiennent pas & notre monde puisqu’ils ne sont pas périssables,
mais ils ne sont pas non plus une divinité, ils sont entre la divinité et nous.

Le segment u que nous recherchions, s'il “existait”, n’existerait en tout cas pas dans
notre monde.

Le théoréme d’Euclide établit que méme dans le monde des Idées, le segment wu
n’existe pas.

Et pour établir Iinexistence de quelque chose dans un autre monde que le nétre,
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1.4

nos expériences manuelles ne servent a rien. Pour établir une telle inexistence les
Grecs ont inventé la démonstration. Qui dit démonstration, dit tout d’abord pré-
ciser sur quoi l’on se base: les axiomes, les postulats, et puis préciser les types
d’arguments que ’on estime valables, les modes de raisonnement que l'on trouve
légitimes. C’est-a-dire les mathématiques telles que nous les connaissons. Des histo-
riens des mathématiques estiment que cette preuve de la non existence du segment
u est peut-étre la premiére preuve mathématique, I’occasion qui conduisit a la créa-
tion des mathématiques pratiquées comme une science. Avec ces mathématiques, ils

allerent tres loin (voir 2.2).

La preuve du théoreme 0 contient celle du

Théoreme 1. Il n’existe pas de fraction (de nombres entiers) dont le carré vaut 2.

2. Les nombres—-segments

2.1

2.2

Il n’y a donc pas toujours de mesure commune a deux segments, mais des Grecs
(dont probablement Eudoxe) ont créé un concept qui permet de pouvoir toujours
parler du rapport % ou XY et ZT sont des segments de droite quelconques, et
plus généralement du rapport de deux “grandeurs de méme espéce”.

Ce concept de rapport de grandeurs est susceptible d’un calcul et redonne les frac-
tions 2 dans la situation de 1.1.

Il se base sur les nombres entiers et est extrémement subtil. [1], p.159.

Ce concept fournit un cadre pour énoncer et prouver des théorémes difficiles sur les aires et les volumes,
pour lesquels la méthode des puzzles était inopérante : ainsi par exemple 1’“aire” du cercle, le “volume” de
la pyramide et de la sphére. La preuve d’Euclide sur le volume de la pyramide a suscité des interrogations
jusqu’a notre époque: Paire du triangle est traitée chez Euclide d’une fagon analogue & celle-ci: soit le

triangle suivant
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2.3

On fabrique un puzzle:

ot AX = XY. Par la théorie des cas d’égalité des triangles, les triangles 1 sont égaux, les triangles 2 aussi.
Donc le triangle ABC est “égal” au rectangle de méme base BC et dont la hauteur est la moitié de la
hauteur du triangle.

Un traitement analogue pour les pyramides nécessite chez Euclide des délicates preuves par I’absurde dans
le cadre de la théorie des grandeurs (la méthode d’exhaustion [1], pp.170 et suivantes).

Dans cette méthode, Euclide utilise des procédés équivalents i des démarches infinies et qui ne seront
clarifiées qu’en méme temps que les fondements de 'analyse mathématique. Il utilise aussi sans le justifier
un résultat (P’existence de la quatritme proportionnelle) dont le statut ne sera clarifié qu’a la fin du
19¢me siécle, simultanément & celui de nombre réel (Dedekind). D’oi la question qui a tourmenté des
mathématiciens jusqu’a Gauss au siécle dernier et Hilbert en 1900: pourquoi ce qui fonctionne & deux
dimensions (les puzzles) ne fonctionne pas  trois dimensions? Des explications ont été fournies ce siécle-

ci. [6].

Ce concept de rapport de grandeurs a subi de longues évolutions. Voici un de ses
achévements dans I’Europe du début du 17éme siécle, tel qu’on peut en lire I’essence,
rédigée d'une fagon limpide chez Descartes qui semble étre le premier & avoir utilisé
le terme “réel” pour qualifier les nouveaux nombres [7] (pour des précisions, et entre
autres le grand développement de la théorie dans le monde arabe, voir [1], pp.83 et
suivantes). Mentionnons tout de méme le grand apport pour ce qui suit du brugeois
Simon Stevin. (Traicte des incommensurables grandeurs. Avec une Appendice de
I'explication du Dixieme livre d’Euclide. Descript par SIMON STEVIN de Bruges [§]
IIb, pp. 725 et suivantes).

?

Nous travaillons dans un plan. Dans ce plan, on se fixe une droite, et sur cette droite

un segment OU. Les objets que nous allons considérer sont les segments OA (que
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l’on pensera comparés a OU)

On additionne et on multiplie ces segments comme ceci :

e pour l’addition, on transporte convenablement I’un des segments, par exemple:

0 A B X
OA+ OB =0X (onn’a pas utilisé U)

e pour la multiplication, Descartes utilise le théoreme dit de Thales:

A.’
UI

(On peut penser aujourd’hui & 'homothétie du plan qui fixe 0 et qui applique
U sur A. Cette homothétie applique alors U’ sur A’ et B sur Y).

OA x OB = 0Y.

Dans cette théorie, les “nombres” sont ces segments OA, munis des opérations +
et x. Montrons ce qu’elle nous apporte. Tout d’abord remarquons ’existence des

inverses: si A est un point distinct de 0, il existe un segment OB pour lequel

37



OA%X 0B =0U:

AI

(On a pris U, puis AA’ parallele a UU’, on a joint A’ et U et on a pris U’'B paralléle

a A'U). On peut alors écrire

gR=04™ ,
et poser oc
i D1
oD OC x O

pour deux segments quelconques OC et OD.
On a une notion de rapport de segments %%, qui ici est aussi un segment, et pour

laquelle on vérifie qu’elle redonne les fractions d’entiers 2 dans la situation de 1.1.

n
Par ce calcul sur les segments, le carré de la diagonale (et non plus le carré construit

sur la diagonale) égale le double du carré du coté:

Théoreme 2. d% = 2.

Preuve. (Ce n’est pas celle de Descartes)

On a pris OU’' = OU et OA' = OA.
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2.4

Maintenant,

ou AB est parallele a U’'A’. Par définition de la multiplication,

OB = 0A' x OA’

= BAxO0A
=
On va montrer que
OB =20U =2

Le trapeze UA' AU’ est isocele, donc

AU = AU
= OU (cotés d’un carré)

= OU' (construction de U")

Donc le triangle O AU’ est isocele, donc le triangle O B A est isoceéle, donc OU = UB,
donc
OB =200 =2

Regardons le chemin parcouru: nous avions comme nombres, les nombres en-
tiers et les fractions d’entiers. L’entier 2 n’était le carré d’aucun de ces nombres.
A présent, nous avons des nouveaux nombres, les segments (dont les entiers et les
fractions sont des cas particuliers) munis d’une addition et d’une multiplication dont
l’addition et la multiplication des entiers et des fractions sont des cas particuliers.

Parmi ces nouveaux nombres, il en existe un dont le carré est 2.

Mais cette construction n’a bien siir pas pour unique but de donner un sens & v/2. Non seulement, elle
fournit une notion de rapport de grandeurs avec un calcul, mais ce sont ces nombres-la que Descartes

et Fermat utilisent comme coordonnées d’un point dans un plan, et qui leur permettent d’associer des
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relations algébriques et des courbes. C’est ainsi qu’a la circonférence et a la droite, ils associent les relations
22 4+ 4* = R? et y = az + b. Cette théorie a pu étre écrite simplement parce que 'on avait non seulement
introduit les nombres négatifs et le calcul sur ces nombres, mais aussi parce qu’on avait construit un calcul
sur les lettres. Ces lettres pouvaient représenter des nombres entiers, des fractions, ou ces nouveaux nombres
que sont les segments (d’une droite, un segment unité étant fixé). Le calcul sur ces lettres (et pas seulement
lutilisation des lettres), algébre de Viéte, permet entre autres de remplacer par un raisonnement unique

une litanie parfois trés longue d’exemples concrets.

3. Les nombres décimaux

3.1 Les nombres décimaux limités. La théorie était au point dans le monde arabe au 15¢me sitcle (Al
Kashi, dont j’ai appris l'existence par Monsieur Michel Ballieu. Voir [1], p.100 et une bibliographie p.119).
En Europe occidentale, la théorie est au point en 1585 (De Thiende de Simon Stevin et sa traduction en
frangais par Stevin lui-méme: La Disme ([8], [9]) et son usage s’étend peu de temps aprés grice i une
notation qui permet d’en tirer des bénéfices, ainsi qu’aux premiers bénéfices : les logarithmes [10].
Les fractions décimales sont les fractions dont le dénominateur est une puissance
de 10. Si deux telles fractions sont données, on peut supposer, quitte a ajouter des

zéros au numérateur de I'une d’entre elles, qu’elles ont méme dénominateur: ainsi

321 3x102+2x10+1

102 102
0 3x10°+2x10°+1x10+0x 1
B 108
3210
108

Ce qui a joué est que le dénominateur est une puissance de la base dans laquelle
est écrite le numérateur. Des lors, pour comparer deux fractions décimales, on peut
supposer (sous la méme réserve) qu’elles sont écrites 1%; et 127, et il suffit de com-
parer les numérateurs a et b écrits en numération décimale, ce qui est immédiat
(contrairement & la situation générale). De méme, on additionne et multiplie des
fractions décimales comme, aprés avoir éventuellement ajouté des zéros, on addi-
tionne et multiplie leurs numérateurs. Toutes les fractions ne sont pas décimales,
par exemple % ( sinon % = 157, donc 3a = 10% et 3 divise 10¢ dont les seuls diviseurs
premiers sont 2 et 5). Mais toute fraction peut étre approchée d'une fraction décimale
d’aussi pres que 'on veut, ainsi:

g - 1—?:] + quelque chose d’inférieur & ll
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3.2

3 o G
= I[% + quelque chose d’inférieur a 10

= el (1)
Donc, comme 1’écrivait Simon Stevin dans La Disme, ces fractions décimales sont
suffisantes aux comptes des hommes.
Tout ceci justifie Pintroduction d’une notation qui privilégie les numérateurs des

fractions décimales: on pose

o = 3,21

Ces nouveaux symboles ag, a; .. . a; ol ap est un nombre entier et les a; € {0,...,9}
siz > 0 sont les nombres décimaux limités. Leur calcul se décrit complétement
en termes de nombres entiers et de la virgule (c’est-a-dire que ’on peut définir ce
calcul sans parler de fraction). Il y a un algorithme pour comparer, additionner et
multiplier ces nombres, et une remarque importante pour la suite est que

pour ces deux derniéres opérations, on va de droite & gauche.

Les nombres décimaux illimités

3.2.1. La suite d’égalités (1) donne l’envie d’écrire 2 = 0,333.... De méme, par
Ialgorithme usuel de la division des nombres entiers, toute fraction donne lieu a
une expression ag, @1as ... ol dg est un entier et les autres a; € {0,...,9}.

De méme la démarche suivante: reprenons la droite de 2.3, oi deux points O et U

sont fixés et soit A un point:

I 1 1

@ U A

Admettons qu’en ajoutant le segment QU & lui-méme et en répétant suffisamment

’opération, on finisse par atteindre A:

O U CEOU A (ag -+ ].)U

On a donc ajouté (ap — 1) fois & lui-méme le segment OU, et A se trouve dans le

segment [aoU, (ag + 1) U]. Partageons & présent ce dernier segment en dix segments

(o 5) - [f+ 2) w0
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L’un au moins de ces dix segments comprend A, soit

a1+ 1
A R A O LI

ot a; € {0,...,9}. On partage ce dernier segment en dix et on trouve au moins un

ap € {0,...,9} pour lequel

o, 9 Lt a2+1) ]
AE[(“°+10+102)U’ (““10‘L 0z )Y

ou, en notation décimale:
A€ [ao,a1a2U , (aq,a1a2 +0,01) U]

Pour tout p apparaitra un nombre décimal limité ag,a;...a, (qui “contient” les

précédents) et on aura donc envie d’associer a A (ou au segment OA), I'expression

ap, @107 ...

A certains segments, on associe deux telles écritures: en considérant que U € [0, U], on est
amené a l’expression 0,99 ...; en considérant que U € [U,2U], on est amené 3 ’expression

1,00...

Ces expressions, les décimaux illimités proviennent d’une fagcon de comparer les
segments OA et OU. Elles contiennent comme cas particuliers les expressions déci-
males fournies par les fractions. Elles sont donc en tant que telles des objets légitimes

d’étude et des candidates a porter le titre de “nombres”.

3.2.2. Mais les définir directement comme suites de nombres entiers, puis définir
sur ces suites l'addition et la multiplication que I'on attend, présente des difficultés
que l'on n’a pas rencontré chez les nombres décimaux limités. Tout d’abord il faudra
identifier les expressions telles que 0,99...et 1,00.... Mais plus redoutables sont les
difficultés posées par les opérations. Voyons par exemple I’addition. Pour additionner
des nombres décimaux limités, on les écrit convenablement I’un au-dessus de "autre
et on les additionne comme s'il s’agissait de nombres entiers, donc en allant de
droite a gauche. Pour des décimaux illimités, cette procédure n’a plus de sens. La

somme de deux décimaux illimités devant étre un décimal illimité, connaitre cette
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somme signifie donc connaitre pour chaque p la p-ieme décimale de cette somme.

Considérons la situation suivante: soient a = 1,230156... et b =0, 769843 ...

1,230156. . .
+ 0,769843...

b

Quel nombre faut-il mettre a gauche de la virgule du résultat? On se dit que s'il
existe p > 6 pour lequel a,+b, < 9 (o1 a, et b, sont les p-iéme décimales respectives
de a et de b) et ap+ b, =9 si £ < p, alors ces décimales n’induiront pas de report et
(en devinant un peu ce qu’il faut faire) on écrira 1 devant la virgule. S’il existe p pour
lequel a,+b, > 9 et ag+b, = 951 £ < p, on mettra 2. Et si pour tout pon aa,+b, =9,
ce sera cohérent avec ce qui précede de mettre aussi 2 devant la virgule. Mais, si pour
tout p on a a, + b, = 9 comment le savoir? Pour le savoir, il faudrait voir 'infini.
Il devient donc difficile de proposer un algorithme usuel, et une définition propre
va demander que 'on se fatigue. Cette question est traitée dans le merveilleux livre
“Sur la mesure des grandeurs” d’Henri Lebesgue [11] (voir aussi [12]). Il y montre
comment trouver la p-ieme décimale de la somme et du produit de deux nombres
décimaux illimités, les nombres réels!. Il en déduit les propriétés de ces nombres qui
les caractérisent et que ’on résume dans notre jargon actuel en disant qu’ils forment
un corps commutatif ordonné archimédien et complet. Comme 'indique le titre du
livre, son théme est la mesure des grandeurs, en fait: les longueurs, les aires et les
volumes. On y prouve par exemple le théoréme non évident: un carré unité étant
fixé dans le plan, 'aire d'un rectangle est le produit de la longueur de “sa base” par
celle de “sa hauteur”, chacune des longueurs étant calculée par rapport au coté du
carré. Pour que ce résultat ait un sens, il faut savoir ce qu’est I’aire d’un rectangle,

la longueur d’un segment, et le produit de deux nombres réels.

2.3. Voyons ce que nous apportent ces nouveaux nombres pour le probléme de la

2

diagonale du carré. Nous allons construire par un procédé du a Simon Stevin? un

1Contrairement & l’usage en vigueur aujourd’hui d’identifier les expressions telles que 0,99. . .et 1,00.. .,

Lebesgue refuse les décimaux qui se terminent par une suite de 9.
2Dans un texte de 1594, “L’Appendice Algebraique” dont le seul exemplaire connu briila dans Iincendie

de 1914 de la bibliothéque de ’Université Catholique de Louvain. L exemplaire avait été découvert en 1859

par un mathématicien de cette Université, P.I. Gilbert, et heureusement recopié, en 1911, par ’historien

belge, le pére jésuite H. Bosmans. Un résumé avait été publié au dix-septiéme siécle en Hollande dans

une édition d’ceuvres de Stevin ([8], II.B).
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nombre réel o tel que o =2. On a:
1% & 2 &2

Stevin se comporte comme si, sachant que le carré de quelque chose (dont on ignore
la nature) est compris entre 1 et 4, alors ce quelque chose est compris entre 1 et 2.

Il partage alors le “segment” [1, 2] en dix “segments”?

1 ; Ll & [l ; 1:9] o |19 ; 2]

Le quelque chose doit se trouver dans un de ces dix segments. On vérifie (en prenant
les carrés des extrémités, il y a au plus dix vérifications a faire) que le quelque chose
doit étre compris entre 1,4 et 1,5 (car (1,4)? < 2 < (1,5)?), puis entre 1,41 et 1,42,
etc. On a donc un algorithme qui donne des nombres décimaux limités dont le carré
est aussi proche que l'on veut de 2. Mais a présent nous avons un nombre décimal
illimité, un nombre réel «, pour lequel on peut prouver griace & la multiplication

définie par exemple dans [11], le

Théoréme 3. o? = 2.

Nos nouveaux nombres, les nombres réels, construits a 1’aide des nombres entiers,
sont donc des objets satisfaisants dans le contexte des interrogations de 1 et 2. Mais
ils permettent aussi I’analyse mathématique grace a laquelle (parmi bien d’autres
choses) on calcule des longueurs, aires et volumes qu’il était exclu de calculer par les
méthodes des Grecs. Cette derniere phrase vaut pour le courant principal de la ma-
thématique d’aujourd’hui. Sur la nature exacte des nombres sur lesquels travaillaient
Newton et Leibnitz, voir par exemple [1]. Sur une approche nouvelle, ’analyse non
standard qui introduit des nombres infiniment petits et infiniment grands, voir par

exemple [13].

4. Le continu, les fractions continues, les fractions continuées

4.1 Le chapitre 3 est un aboutissement d’une longue histoire o s’entremélent et s’op-
posent les notions clefs des mathématiques que sont les nombres entiers et les gran-

deurs continues. Jusqu’a la découverte des géométries non euclidiennes la géométrie

3Dans I’Appendice Algébraique, Stevin n’utilise pas ses notations décimales de La Disme. D’ailleurs,

il ne les utilise nulle part hors de ce dernier texte.
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semblait le domaine le plus “stir” de la pensée. Dans la seconde moitié du siécle
dernier, c’est chez les nombres entiers que I'on a cherché un fondement solide aux
mathématiques et qu’est apparue le souhait de les définir: les définir tous ainsi que
leurs opérations, et prouver leurs propriétés usuelles telles que “quels que soient les
nombres a, b et c1’égalité suivante est vraie: a+(b+¢) = (a+56)+c”. C’est a peu pres
simultanément que ’on répondait & ces questions et que 1’on définissait les nombres
réels a I’aide des nombres entiers (et de leurs fractions). Dedekind définissait les
nombres réels comme certains couples d’ensembles de fractions, les coupures* Mais
le plaisir qu’il eut de cette découverte était du principalement au fait que cette no-
tion de coupure lui permettait d’énoncer la premiére caractérisation mathématique
de ce qu’est une grandeur continue. En mathématique, il y avait les grandeurs dis-
cretes et les grandeurs continues. Pour ces derniéres, citons encore STEVIN: “Item
comme a une continue eau correspond une continue humidité, ainsi 4 une continue
grandeur correspond un continu nombre” ([8], IL.B, p.502).

L’analyse mathématique de Newton & Dedekind est basée sur le concept de grandeur
continue. Par ses coupures, ce dernier donne aux grandeurs continues un vrai statut

mathématique en les définissant par les nombres entiers.

4.2 Les nombres décimaux illimités représentent donc des “grandeurs continues” par
des nombres entiers. Mais il y a d’autres fagons de représenter ces grandeurs par des

nombres entiers. Voici une méthode connue des Grecs sous le nom d’anthyphérese
ou d’antanérese ([2], [16]): soient a = OA et b= OB:

Admettons toujours qu’en reportant suffisamment de fois (par exemple n + 1 fois)

*Notion équivalente a celle de “rapport de grandeur” évoquée et non précisée en 2.1, et mathéma-
tiquement équivalente & celle de nombre décimal illimité évoquée en 3.2. On trouvera un exposé d’une

théorie des coupures dans [15], pp.3-13.).
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OB, on dépasse A:

a = nb+r

olt > r (on devine ce que veut dire b > r),

puis

b = mir4+ng

ou m; est un nombre entier et r > ry,

r = ngry+re

ou ny est un nombre entier et ry > ry,

(3)

(4)

etc...On reconnait notre “algorithme d’Euclide”. On voit donc apparaitre une suite

de nombres entiers n,nq,ng,... dont on se dit qu’elle va caractériser le “rapport”

du segment a au segment b, le “rapport” 2.
g g ) b

Voyons I'intérét de cette notion et manipulons les égalités (2), (3) et (4) sans trop

de scrupules: (2) devient

S=n+
s "7y
(3) devient
b 1
— =y —
¥
et
_ 1
b - ni -|- %‘l ’
deés lors (5) devient
b n+ 2
Par (4), (6) devient
a M 1
g,
b 1 + #—i

(5)



on continue et on écrit
a + 1
— =n e e
1
b ni+ gt

Le second membre est ce que ’on appelle une fraction continue ou une fraction

continuée. Une notation pour ce second membre est
T8 Ty Mo s (7)

Ce procédé permet donc aussi de représenter les points d’une droite par des suites
de nombres entiers. On se dit que cette présentation doit montrer quelque chose de
plus profond que celle par les nombres décimaux puisque cette derniére attache une

importance au nombre 10, certainement & cause de nos 10 doigts.®

Voici un autre avantage:

4.3 Nous avons commencé I’exposé par v/2, terminons-le par /2. Tout d’abord, 1+ /2
est solution de ’équation
X?=2X+1

Divisons les deux membres de cette équation par X :

1
X = 24—
+X

Une hypothése fascinante et controversée a été avancée selon laquelle & coté de la théorie des rapports

de grandeurs qui nous est connue par les Eléments d’Euclide et qui est attribuée 4 Eudoxe, en existait
une autre basée sur l’anthyphérése, équivalente & la représentation des rapports de grandeurs par des
expressions (7) et qui pouvait conduire & la théorie d’Eudoxe. Voir par exemple [2] et [16]. Une phrase
d’Aristote joue un grand réle dans cette hypothése. En voici une traduction du mathématicien et historien
frangais Edmond Mazet qui fit en 1993 un cours inspirant sur les Eléments d’Euclide 8 ALTAI R (le Centre
d’Histoire des Sciences et des Techniques de 'ULB) et 4 'UMH :

ARISTOTE, Topiques VIII, 3, 158%29-159°1,

“En mathématiques aussi il y a des choses qui pourraient sembler n’étre pas faciles 4 démontrer faute
d'une définition, par exemple que la [droite] qui coupe le plan [=le parallélogramme)] parallélement
au cbté, divise semblablement la ligne et la surface, Mais une fois que la définition a été énoncée,
I'assertion devient immédiatement évidente; en effet les surfaces et les lignes ont la méme antanérése :

c’est 14 la définition de I’égalité de rapports.”
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4.4

On a donc envie d’écrire
1+vV2=2+—p ,
d’olt le
Théoréme 4.
Vv2=1;2,2,2,... (8)
m

L’expression décimale de /2 est 1,41421356. .. et I’on n’a aucune idée d’une loi qui
donnerait une certaine structure ou régularité a la suite de ces décimales. Alors que

manifestement (8) montre une harmonie & /2.

Alors, puisque ces fractions continuées
(a) fournissent une représentation des grandeurs continues par des suites de nombres
entiers indépendantes de notre usage de la numération décimale,
(b) montrent une structure & des nombres pour laquelle 'expression décimale ne
montre que du chaos,
pourquoi n’est-ce pas ce concept et la notation (7) qui se sont imposées?

Une réponse: malgré les difficultés énoncées en 3.2.2, la somme et le produit
des nombres décimaux illimités sont en harmonie avec la somme et le produit des

nombres décimaux limités rappelés en 3.1.

A la fraction continuée

1
nng,Ng,... =N+ ——5—
Lt
on peut bien sir associer les fractions
1
SR PR PR :”+ﬁ’—
M s

Le lecteur qui essayera de trouver un algorithme pour la p-itme “décimale” de la

somme et du produit de deux telles expressions aura une réponse a la question.
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