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1. Quand la realité se cache dans
I'imaginaire
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Une recette bien cachée

® SCIPION DEL FERRO (1465-1526)
# racine de I'équation du 3¢ degré : z° + px = ¢
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Une recette bien cachée

® SCIPION DEL FERRO (1465-1526)
# racine de I'équation du 3¢ degré : z° + px = ¢

® rapportée par Lubovico FERRARI (1522-1565) :
Cube le tiers de la chose,
ensuite prends le carré de la moitié du nombre,
ajoute ceci a ce qui a éte cubé,
la racine carrée de cette somme
plus la moitié du nombre donne un binome
et la racine cubique de ce binbme
plus la racine cubique de son résidu donne la chose
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Une recette bien cachée

® SCIPION DEL FERRO (1465-1526)
# racine de I'équation du 3¢ degré : z° + px = ¢

® rapportée par Lubovico FERRARI (1522-1565) :
Cube le tiers de la chose,
ensuite prends le carré de la moitié du nombre,
ajoute ceci a ce qui a éete cubé;
la racine carrée de cette somme
plus la moitié du nombre donne un binome
et la racine cubique de ce binbme
plus la racine cubique de son résidu donne la chose
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D’ou vient-elle ?

o x3+px:q
®» r=u+tv
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D’ou vient-elle ?

x3+px:q
T=U+

(u 4 )3 = u? + 3u?v + 3uv? + v° = u’ + 03 + 3uw(u + v)

o o o @

u 4+ 03 + (Buv + p)(u+v) = g
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D’ou vient-elle ?

:z:3+p:z::q

rT=Uu-+v

(u 4 )3 = u? + 3u?v + 3uv? + v° = u’ + 03 + 3uw(u + v)
u 4+ 03 + (Buv + p)(u+v) = g

Suv+p =0, ud 40’ =q < w33 = —-(%)3, us 403 = q
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D’ou vient-elle ?

© o o o o o

°

:z:3+p:z::q

rT=Uu-+v

(u 4 )3 = u? + 3u?v + 3uv? + v° = u’ + 03 + 3uw(u + v)
u 4+ 03 + (Buv + p)(u+v) = g

3uv+p =0, w3+ =q < u3v?’——(§)3, ud 403 =
w3, v3  racines de w2—qw—(§)3:0
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Bizarre !

® 23+ 6x =20

® = 10+ /108 + /10 — V108
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Bizarre !

® 23+ 6x =20

® = 10+ /108 + /10 — V108

® f(x)=23+625—-20, f'(z)=322+6>0
= [ strictement croissante = un seul zéro

Histoires d'iO ULes nombres aussi ont leurs complexes — p.5/40



Bizarre !

® 23+ 6x =20

= /10 + 108 + v/ 10 — /108

® f(x)=23+625—-20, f'(z)=322+6>0
= [ strictement croissante = un seul zéro

°

® 2216.2=84+12=20 = 2 estracine !

® 2=110++108 + V10 — /108 !
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Bizarre !

® 23+ 6x =20

® = =+/10+ /108 + v/10 — /108
® f(x)=23+625—-20, f'(z)=322+6>0
= f strictement croissante = un seul zéro
® 224+6-2=8+12=20 = 2 estracine |
® 2=1+/10+ 108 + v/10 — /108 |
® (1+V3)P=1+3V3+3-3+3V/3=10+6v3=10+108
® (1-3)P°=1-3V3+3-3-3V/3=10—6v3 =10—+/108
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Une recette cryptée

® 1539, NICCOLOTARTAGLIA (1500-1557) : communication a
GIROLAMO CARDANO (1501-1576)

o Lorsque le cube et les choses a coté
S’egalent a quelque nombre discret :
Trouves-en deux, espaces du connu,
Et fais en sorte, suivant l'us,

Que leur produit toujours égale
Le tiers cubé des choses, net.
Et le residu general

Des cotes cubes bien soustraits
Te donnera ta chose principale
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CARDANY

TARTAGLIA CARDANO
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Une histoire complexe

® 1545, CARDANO (Artis magnae sive de requlis algebraicis liber
unus) . il y a environ trente ans, SCIPIONE DEL FERRO de
Bologne, a résolu le probleme du présent chapitre et I'a
communiqué a ANTONIO MARIO FIOR de Venise; celui-ci lors d’un
concours qui 'oppose a NICOLAS TARTAGLIA de Brescia annonca
que NICOLAS ['avait resolu a son tour; a ma demande il [TARTAGLIA]
me I'a communiqué sans demonstration. Avec cette aide nous
avons cherche la demonstration, I'avons trouvee, bien qu’avec de
grandes difficultes, et nous l'avons éetablie comme suit

® FERRARI : [l y a quatre ans, comme CARDAN se rendait a Florence
et que j'étais son compagnon de voyage, nous vimes a Bologne
HANNIBAL DELLA NAVE, homme ingénieux et aimable, qui nous
montra un petit livre écrit jadis de la main méme de son beau-pere
ScIPION DAL FERRO, ou son invention était élégamment et
doctement expliquéee
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Des racines indigestes

® > — 150 =14

® =12+ 121+1/2—+—121 2?7

Histoires d'iOULes nombres aussi ont leurs complexes —p.9/40



Des racines indigestes

3 — 152 = 4

r =24+ =121+ /2 — /=121 2?7
43 —-15x4=64—60=4 = 4 estracine |
13 — 15 —4 = (v — 4)(2* + 42 + 1)

o o o o
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Des racines indigestes

3 — 152 = 4

r =24+ =121+ /2 — /=121 2?7

43 -15x4=64—60=4 = 4 estracine |
13 — 15 —4 = (v — 4)(2* + 42 + 1)

autres racines :  —2++3, —-2—+/3

3 racines réelles et la formule n’a pas de sens |

© o o o o ©
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Un cuisinier audacieux

® 1572, RAFAEL BOMBELLI (1526-1572) (Lalgebra parte maggiore
dell’aritmetica divisa in tre libri) :

J’al trouveé une autre sorte de racine carree tres
differente des autres, qui parait au chapitre sur le
cube egal a une quantité et a un nombre quand le
cube du tiers de la quantite est plus grand que le
carre de la moitie du nombre. [...]

Cette sorte de racine carree a pour son
algorithme des opérations differentes des autres
et a un nom different. [...]

Ceci peut paraitre tres sophistique mais [...]
d’abord je traiterai de la multiplication en donnant
les regles pour plus et moins

Histoires d'iOULes nombres aussi ont leurs complexes — p.11/40



Regles pour assaisonner les racines

9

Plus fois plus de moins fait plus de moins
Moins fois plus de moins fait moins de moins
Plus fois moins de moins fait moins de moins
Moins fois moins de moins fait plus de moins
Plus de moins fois plus de moins fait moins
Plus de moins fois moins de moins fait plus
Moins de moins fois plus de moins fait plus
Moins de moins fois moins de moins fait moins
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Regles pour assaisonner les racines

o Plus fois plus de moins fait plus de moins

Moins fois plus de moins fait moins de moins
Plus fois moins de moins fait moins de moins
Moins fois moins de moins fait plus de moins
Plus de moins fois plus de moins fait moins
Plus de moins fois moins de moins fait plus
Moins de moins fois plus de moins fait plus
Moins de moins fois moins de moins fait moins

® piu, meno, piu di meno, meno di meno :
= VoL
piu di meno via meno di meno fa piu :

(+vV-1D(=v-1) = +1

piu et piu di meno ne s’additionnent pas
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Faire du réel avec de I’imaginaire

® > — 150 =14

® =124+ 1214+ 32— /—121
= /241114 V2 —-11v/-1
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Faire du réel avec de I’imaginaire

® 23— 15z =14

® r=1/2+/—121 +/2—/—121
= 2+ 111+ V2—-11y/—1

® 24+/-1)P3=2243-22./-1+3-2-(vV/-1)?+ (V-1)?
=84+ 12¢/-1—-6—+vV—-1=2+11/-1

» 2—/-1P=22-3.22./-1+3-2-(vV—-1)? - (V-1)*
=8—12y/-1-6++V-1=2—-11y/-1
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Faire du réel avec de I’imaginaire

® 23— 15z =14
® =2+ —121+ /2——121
= 2+ 11v/—1+ V2 —11/—1

® 24+ V/-13=234+3.22./-14+3-2- (V-1 4+ (V-1)
=84+ 12¢/-1-6—-—vV-1=2+11/-1

» 2—/-1P=22-3.22./-1+3-2-(vV—-1)? - (V-1)*
=8—12y/-1-6++V-1=2—-11y/-1

® 2411142 -11V/=1=24V/—1+42—y/—1=4 |
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Un génie face a ses complexes

® GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ (1646-1716) :

® 1674 (lettre aHUYGENS) : /1 + /-3 + /1 —/=-3=+6
je ne me souviens pas avoir remarqué un fait plus singulier et
paradoxal dans toute I'analyse; je pense étre le premier a avoir

reduit des racines irrationnelles, de formes imaginaire, a des valeurs
reelles
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Un génie face a ses complexes

® GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ (1646-1716) :

® 1674 (lettre aHUYGENS) : /1 + /-3 + /1 —/=-3=+6
je ne me souviens pas avoir remarqué un fait plus singulier et
paradoxal dans toute l'analyse; je pense étre le premier a avoir

reduit des racines irrationnelles, de formes imaginaire, a des valeurs
reelles

1702 (Acta Eruditorum) : les racines imaginaires sont une subtile

et magnifique ressource de I'esprit divin, sorte d’hermaphrodite
entre l'existence et la non-existence
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Un génie face a ses complexes

® GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ (1646-1716) :

® 1674 (lettre aHUYGENS) : /1 + /-3 + /1 —/=-3=+6
je ne me souviens pas avoir remarqué un fait plus singulier et
paradoxal dans toute l'analyse; je pense étre le premier a avoir

reduit des racines irrationnelles, de formes imaginaire, a des valeurs
reelles

® 1702 (Acta Eruditorum) : les racines imaginaires sont une subtile

et magnifique ressource de I'esprit divin, sorte d’hermaphrodite
entre l'existence et la non-existence

® 1702 (lettre a VARIGNON) : ces imaginaires ont ceci d’admirable
que, dans le calcul, ils n’enveloppent rien d’absurde ou de

contradictoire et que cependant ils ne peuvent étre représentées
dans la nature des choses
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Fantaisies et imagination

® 1768, LEONHARDEULER (1707-1783) (Elemens d’algebre)

® [es racines carrées de nombres negatifs ne peuvent étre calculéees
parmi les nombres possibles: par conséquent nous devons dire
qu’elles sont des nombres qui sont impossibles, [ce qui] nous
conduit au concept [...] des nombres imaginaires ou des nombres
fantaisistes parce qu’ils existent seulement dans notre fantaisie ou
notre imagination [...] de pareils nombres [...] ne sont ni rien, ni plus
que rien, ni moins que rien;
cependant, ces nombres se présentent a I'esprit, ils ont lieu dans
notre imagination, et nous ne laissons pas d’en avoir une idee
suffisante; [...] par /—4, par exemple, on entend un nombre qui,
multiplié par lui-méme, fait —4.
C’est aussi pourquoi rien ne nous empéche d’appliquer le calcul a
ces nombres imaginaires et de les employer
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2. Les ondulations vraies des
croissances imaginaires
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L’analyse aussi s’encanaille

® 1714, ROGER COTES (1682-1716) (Logometria) :
ix = log(cosx + v/—1sinz)
argument difficilement compréhensible

Histoires d'iOULes nombres aussi ont leurs complexes —p.17/40



L’analyse aussi s’encanaille

® 1714, ROGER COTES (1682-1716) (Logometria) :
ix = log(cosx + v/—1sinz)
argument difficilement compréhensible

® 1730, ABRAHAM DE MOIVRE (1667-1754)
COST = %Q/cosnx + v —1smnx + % Q/cosnx —+/—1lsinnx
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L’analyse aussi s’encanaille

® 1714, ROGER COTES (1682-1716) (Logometria) :
ix = log(cosx + /—1sinx)
argument difficilement compréhensible

® 1730, ABRAHAM DE MOIVRE (1667-1754)
COST = %Q/cosnx + v —1smnx + % Q/cosnx —+/—1lsinnx

® 1739, DE MOIVRE (lettre a W. JONES) :
(cosz ++/—1sinz)!/" : n valeurs
cos (LE2T) 4 \/—Tsin (ZE2E1) (b =0,1,...,n — 1)

n n
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trigonométrie = calcul exponentiel

® 1740, EULER (lettre a Jean Bernoulli; publie en 1743) :
2cosr =eV T e VTl oging = eVTIE eV lE

)
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trigonométrie = calcul exponentiel

® 1740, EULER (lettre a Jean Bernoulli; publie en 1743) :
2cosr =eV T e VTl oging = eVTIE eV lE

)

® 1748, EULER (Introductio in Analisis infinitorum) :

cosx++/—1lsing =eTV71%  VTIT — o5+ +/—1sinz
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trigonométrie = calcul exponentiel

® 1740, EULER (lettre a Jean Bernoulli; publie en 1743) :
2cosx =eV 1% eVl o9ging =evVlr _ V-l

® 1748, EULER (Introductio in Analisis infinitorum) :

cosx ++/—1lsing =etVIE  oVTIT — o5 + /—1sinz
® 1777, EULER (publié 1794) : v—1:=1

)
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trigonométrie = calcul exponentiel

® 1740, EULER (lettre a Jean Bernoulli; publie en 1743) :
2cosr =eV T e VTl oging = eVTIE eV lE

® 1748, EULER (Introductio in Analisis infinitorum) :

cosr = —1lsinx = ei\/__lx, eVt — cos g + v—1sinx
1777, EULER (publié 1794) : v—1:=1

2]—|—1

Zk() k' :Z: Hrzjogﬁl

2741

Y . o
_Z] O( ) g]|+7’23 O( )]m:COSQf—‘,—ZSlnaj

(cosx + isinx)” = (e")" = "™ = cosnx + isinnx

o o

(cosx + isinx)(cosy + isiny)

COS X coS Yy — sinx siny + ¢(sin x cos y + cos z sin y)
e . e = ! TY) = cos(z + y) + isin(z + y)
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3. Comprendre ses complexes en
les mettant a plat
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L.a lumiere en sortant du tunnel

®» 1685, JOHN WALLIS (1616-1703) (De algebra Tractatus)

® De telle sorte que, dans le cas de racines negatives,
nous devons dire que le point B ne peut étre trouve,
comme suppose sur AC vers la droite, mais a gauche
de A etsurla méme ligne.
Nous devons dire ici, dans le cas d’un carre negatif, que
le point B ne peut étre trouve, ainsi qu’il était suppose,
sur la ligne AC mais au-dessus de cette ligne dans le
méme plan
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Le bon plan d’un cartographe

® 1798, CASPAR WESSEL (1745-1818) (Sur la représentation
analytique de la direction)

® Deésignons par +1 [l'unité positive rectiligne et par +€ une
certaine autre unité perpendiculaire a 'unité positive et ayant la
méme origine;
alors I'angle de la direction de +1 sera égale a 0° , celuide —1
a 180°, celuide ¢ a 90° , etceluide —e a —90° ou 270° .
Par la regle que I'angle de la direction du produit est égal a la
somme des angles des facteurs, nous avons
(+1)(+1) = +1;[...]; (=1)(=1)=+1;
(+1)(+€) = +e;[...]; (+€)(+e) = —1
De ceci on déduit que € estégal a/—1;

# coordonnées polaires : a+ b= (r,0), c+id= (s, p)
(a4 ib)(c +id) = (rs,0 + ©)
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Un comptable qui tire son plan

®» 1806, JEAN ROBERT ARGAND (1768-1822) (Essai sur une
maniere de représenter les quantités imaginaires dans les
constructions geométriques)

® Joute ligne parallele a la direction primitive est
exprimee par un nombre reel, et celles qui lui sont
perpendiculaires sont exprimees par des nombres
imaginaires ou de la forme +a\/—1,
et, enfin, celles qui sont tracees dans une direction
autre que les deux precedentes appartiennent a la
forme +a+by/—1,
qui se compose d’une partie reelle et d’une partie
Imaginaire. [...]
Ces lignes sont des quantites tout aussi reelles que
l'unité primitive
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Evidemment Gauss le savait !

® CARL-FRIEDRICH GAuUSS (1777-1855)

® 1811 (Lettre a BESSEL) :
de méme qu’on peut se representer tout le domaine
des quantités reelles au moyen d’une ligne droite
indefinie, de méme on peut se representer le domaine
complet de toutes les quantites, les reelless et les
Imaginaires, au moyen d’un plan indeéfini, ou chaque
point détermine par son abscisse a et son ordonnée
b , represente en méme temps la quantité a + bi
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Evidemment Gauss le savait !

® CARL-FRIEDRICH GAuUSS (1777-1855)

® 1811 (Lettre a BESSEL) :
de méme qu’on peut se representer tout le domaine
des quantités reelles au moyen d’une ligne droite
indefinie, de méme on peut se representer le domaine
complet de toutes les quantites, les reelless et les
Imaginaires, au moyen d’un plan indeéfini, ou chaque
point détermine par son abscisse a et son ordonnée
b , represente en méme temps la quantité a + bi

® 1825 (Lettre a Peter Hansen) :
Le vrai sens de /—1 se révéle vivement devant mon
ame, mais il sera tres difficile de I'exprimer en mots, qui
ne peuvent donner qu’une image suspendue dans l'air

® Gauss propose la terminologie nombre complexe
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Une question de mots ?

® 1831, GAuss (Theoria Residuorum Biquadraticorum. Comment.
Secund. : ces nombres imaginaires, en tant Qu'opposés aux
quantites réelles — autrefois, et méme encore aujourd’hui
occasionnellement, quoiqu’improprement appelés impossibles — ont
éte simplement tolerées plutot que de recevoir la citoyennete
complete, et apparaissent des lors plus comme un jeu joué avec
des symboles depourvus de sens, auxquels on se garde
absolument d’attribuer un quelconque substrat visuel, sans desir de
diminuer le riche tribut que ce jeu a contribué au tresor des relations
entre nombres reels. Si ce sujet a jusqu’ici éte considere du
mauvais point de vue et des lors enveloppé de mystere et
d’obscurité, c’est a cause surtout d’une terminologie inappropriee.
Si +1,—1 et /—1, au lieu d’étre appelés I'unité positive,
négative et imaginaire (ou pire encore impossible), avaient recu les
noms, disont, d’unité directe, inverse et latérale, il y aurait

il ! o of o
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Des symboles légitimes

® 1821, AUGUSTIN CAUCHY (1789-1857) (Cours d’analyse
algébrique) :
on appelle expression symbolique ou symbole foute combinaison
de signes algebriques qui ne signifie rien par elle-méme, ou a
laquelle on attribue une valeur difféerente de celle qu’elle doit
naturellement avoir [...]
on appelle expression imaginaire toute expression symbolique de la
forme o+ B3/ —1, «, B désignant deux quantités réelles; et I'on
dit que deux expressions imaginaires o + v/ —1, v+ dv/—1
sont égales entre elles, lorsqu’il y a égalité de part et d’autre, entre
les parties réelles « et y , et entre les coefficients de V-1,
savoir (3 et 0 . L'égalité de deux expressions imaginaires s’indique
[...] par le signe = ; et il en résulte ce qu’on appelle une équation
imaginaire. [...] toute équation imaginaire n’est que la représentation
symbolique de deux équations entre quantités réelles
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Apaiser sa soif de réel

® 1847, CAUCHY (Mémoire sur une nouvelle théorie des imaginaires,
et sur les racines symboliques des équations et des équivalences) :
mais il est evident que la théorie des imaginaires deviendrait
beaucoup plus claire encore et beaucoup plus facile a saisir, qu’elle
pourrait étre mise a la portée de toutes les intelligences, si I'on
parvenait a réduire les expressions imaginaires, et la lettre 1
elle-méme, a n’étre plus que des quantites reelles.
On prend pour convention fondamentale que la lettre symbolique 1
substituée a la lettre x dans une fonction entiére f(x) indiquera
la valeur que regoit non pas f(x) mais le reste de la division

algébrique de f(x) par x> 4+ 1 quand on attribue & x la valeur
particuliere 1
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Apaiser sa soif de réel

® 1847, CAUCHY (Mémoire sur une nouvelle théorie des imaginaires,
et sur les racines symboliques des équations et des équivalences) :
mais il est evident que la théorie des imaginaires deviendrait
beaucoup plus claire encore et beaucoup plus facile a saisir, qu’elle
pourrait étre mise a la portée de toutes les intelligences, si I'on
parvenait a réduire les expressions imaginaires, et la lettre 1
elle-méme, a n’étre plus que des quantites reelles.
On prend pour convention fondamentale que la lettre symbolique 1
substituée a la lettre x dans une fonction entiére f(x) indiquera
la valeur que regoit non pas f(x) mais le reste de la division

algébrique de f(x) par x> 4+ 1 quand on attribue & x la valeur
particuliere 1

®» unnombre complexe est une classe d’équivalence de polynémes
réels pour la relation “avoir le méme reste dans la division par
1+ z2”
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4. On trouve ses racines au sein de
ses complexes
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En comptant les racines

9o

une équation du premier degré ar+b=0 (a#0, b
reels) a exactement une solution reelle

une équation du second degré az? + bx +c=0
(a£0,b,c reels)a 0,1 ou 2 solutions reelles

une équation du troisieme degré ax?® + bx? + cr +d =0
(a#0,b,c,d réeels)a 1, 2 ou 3 solutions reelles

une equation du quatrieme degre
ar* + b3 +cr’ +dr+e=0 (a#0,b, c, d e réels) a
0,1, 2,3 ou 4 solutions réelles
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En comptant les racines

9o

une équation du premier degré ar+b=0 (a#0, b
reels) a exactement une solution reelle

une équation du second degré az? + bx +c=0
(a£0,b,c reels)a 0,1 ou 2 solutions reelles

une équation du troisieme degré ax?® + bx? + cr +d =0
(a#0,b,c,d réeels)a 1, 2 ou 3 solutions reelles

une equation du quatrieme degre
ar* + b3 +cr’ +dr+e=0 (a#0,b, c, d e réels) a
0,1, 2,3 ou 4 solutions réelles

une équation du second degré az? +bx +c=0 a
exactement 2 solutions(réelles ou imaginaires)

une équation du troisieme degré ax> + ba? +cx +d =0
peut avoir 1 solution reelle et 2 imaginaires
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Conjectures positives

® 1608, PETER ROTH (?-1617) : une équation de degré n a au
plus n solutions
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Conjectures positives

® 1608, PETER ROTH (?-1617) : une équation de degré n a au
plus n solutions

® 1629, ALBERT GIRARD (1595-1632) (une équation de degré n a
toujours n solutions) : toutes les equations d’algebre recoivent
autant de solutions, que la déenomination de la plus haute quantité le
déemontre
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Conjectures positives

® 1608, PETER ROTH (?-1617) : une équation de degré n a au
plus n solutions

® 1629, ALBERT GIRARD (1595-1632) (une équation de degré n a
toujours n solutions) : toutes les equations d’algebre recoivent
autant de solutions, que la dénomination de la plus haute quantite le
déemontre

® 1637, RENE DESCARTES (1596-1650) (une équation de degré n
a toujours n solutions) : sachez donc qu’en chaque équation,
autant que la quantité inconnue a de dimensions, autant peut-il y
avoir de diverses racines, c’est-a-dire de valeurs de cette quantite.
Au reste tant les vraies racines que les fausses ne sont pas toujours
réelles, mais quelquefois seulement imaginaires; c’est-a-dire, qu’on
peut bien toujours en imaginer autant que j’ai dit en chaque
équation, mais qu’il n’y a quelquefois aucune quantité qui
corresponde a celles qu’on imagine
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Conjectures négatives

® 1638, JEAN BEAUGRAND (1595-1640) (une equation de degré n
n’a pas toujours n solutions) : s’il y a une infinité d’équations qui
se produisent par la multiplication d’autres équations, il y en a aussi
une infinité d’autres qui ne peuvent étre produites suivant cet ordre.
[...] Lorsque non seulement elles ne sont point, mais qu’il implique
contradiction qu’elles soient, on ne les peut pas nommer avec
raison ni réelles ni imaginaires

Histoires d'iOULes nombres aussi ont leurs complexes — p.30/40



Conjectures négatives

® 1638, JEAN BEAUGRAND (1595-1640) (une equation de degré n
n’a pas toujours n solutions) : s’il y a une infinité d’équations qui
se produisent par la multiplication d’autres équations, il y en a aussi
une infinité d’autres qui ne peuvent étre produites suivant cet ordre.
[...] Lorsque non seulement elles ne sont point, mais qu’il implique
contradiction qu’elles soient, on ne les peut pas nommer avec
raison ni réelles ni imaginaires

®» 1702, LEIBNIZ : un polynéme réel ne peut pas toujours s’écrire
comme produit de facteurs du premier et du second degré
‘exemple”: 4 + at
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Conjectures négatives

® 1638, JEAN BEAUGRAND (1595-1640) (une equation de degré n
n’a pas toujours n solutions) : s’il y a une infinité d’équations qui
se produisent par la multiplication d’autres équations, il y en a aussi
une infinité d’autres qui ne peuvent étre produites suivant cet ordre.
[...] Lorsque non seulement elles ne sont point, mais qu’il implique
contradiction qu’elles soient, on ne les peut pas nommer avec
raison ni réelles ni imaginaires

®» 1702, LEIBNIZ : un polynéme réel ne peut pas toujours s’écrire
comme produit de facteurs du premier et du second degré
‘exemple”: 4 + at

® 1722, CoTES; 1730, DE MOIVRE : le “contre-exemple” de Leibniz
n’'en est pas un

® 1742, NICOLAS BERNOULLI (1687-1759) . autre ‘exemple’
soutenant LEIBNIZ, critiqué par EULER
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Essais de preuves...

® 1739, 1742, EULER (un polynéme reel peut toujours s’écrire
comme produit de facteurs du premier et du second degre) :

on resout si possible cette expression en facteurs simples
réels de la forme 1 — ap ; mais si cela ne peut étre fait, on
la résout en facteurs de dimension deux de la forme

1 — ap + Bpp , résolution qui peut toujours étre faite; de
cette facon l'expression ci-dessus pourra apparaitre sous la
forme d’un produit de facteurs simples 1 — ap ou de
dimension deux 1 — ap + Bpp , tous réels
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Essais de preuves...

® 1739, 1742, EULER (un polynéme reel peut toujours s’écrire
comme produit de facteurs du premier et du second degre) :

on resout si possible cette expression en facteurs simples
réels de la forme 1 — ap ; mais si cela ne peut étre fait, on
la résout en facteurs de dimension deux de la forme

1 — ap + Bpp , résolution qui peut toujours étre faite; de
cette facon l'expression ci-dessus pourra apparaitre sous la
forme d’un produit de facteurs simples 1 — ap ou de
dimension deux 1 — ap + Bpp , tous réels

® 1741, JEAN PAUL DE GUA (1712-1786) : toute equation
algebrique de degré n a n racines
(suppose qu’elle peut se resoudre par radicaux)
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Essais de preuves...

® 1746, JEAN LE ROND D’ALEMBERT (1717-1783) : analytique

soit un multinbme quelconque

™+ ar™ b+ 4+ frtg

tel qu’il n’y ait aucune quantite reelle qui étant substituee a la
place de x y fasse évanouir tous les termes, je dis qu'il y
aura toujours une quantité p + qgv/—1 a substituer a la
place de «x et qui rendra ce multinome égal a zéro
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Essais de preuves...

® 1746, JEAN LE ROND D’ALEMBERT (1717-1783) : analytique

soit un multinbme quelconque

™ 4 ax™ b+ 4 fr+g

tel qu’il n’y ait aucune quantite reelle qui étant substituee a la
place de x y fasse évanouir tous les termes, je dis qu'il y

aura toujours une quantité p + g/ —1 a substituer a la
place de «x et qui rendra ce multinome égal a zéro

® 1749, EULER : algébrique, inspiré par sa correspondance avec
NICOLAS BERNOULLI; suppose les racines fonctions algébriques
des coefficients

® 1774, JOSEPH-LOUIS LAGRANGE (1736-1813) : algébrique,
critique de la preuve d’EULER

® 1795, PIERRE-SIMON DE LAPLACE (1749-1827) . algeébrique

Histoires d'iOULes nombres aussi ont leurs complexes — p.32/40



Preuves...

°

1799, GAUSS : topologique; complétée par OSTROWSKI, 1927

® 1814, ARGAND : analytique; minimization de |P(z)
CAUCHY, 1820; completée par WEIERSTRASS, 1880

, reprise par

°

1816, GAUSS : algébrique du type d’EULER; partie analytique :
théoreme des valeurs intermédiaires

1816, GAUSS : analytique (calcul intégral)
1831, CAUCHY : analytique (résidus)

1849, GAUSS : topologique

© o o ©

1869, KARL WEIERSTRASS (1815-1897) : analytique (fonctions
holomorphes)
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Preuves...

© o o @ @ °

°

1799, GAUSS : topologique; complétée par OSTROWSKI, 1927

1814, ARGAND : analytique; minimization de |P(z)
CAUCHY, 1820; completée par WEIERSTRASS, 1880

, reprise par

1816, GAUSS : algébrique du type d’EULER; partie analytique :
théoreme des valeurs intermédiaires

1816, GAUSS : analytique (calcul intégral)
1831, CAUCHY : analytique (résidus)
1849, GAUSS : topologique

1869, KARL WEIERSTRASS (1815-1897) : analytique (fonctions
holomorphes)

théoreme fondamental de I'algebre . tout polynéme a coefficients
complexes a au moins une racine complexe
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5. Les complexes déemystifies par
les couples et les matrices
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Les couples se multiplient

® 1835, WiLLIAM ROWAN HAMILTON (1805-1865) (Conjugate
functions, or algebraic couples)

® 2= (a,b)eR? w=(c,d): z4+w:=(a+c,b+d)
2w = (ac — bd,ad + bc) ;(—1,0)(c,d) = (—¢,—d) = —(c,d)
(a,0)(c,0) = (ac, O) :=ac; (0,0)(0,d) = (—bd,0) = —bd
(0,1)(0,1) = —1, = (0,1), *=-1
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Les couples se multiplient

® 1835, WiLLIAM ROWAN HAMILTON (1805-1865) (Conjugate
functions, or algebraic couples)

® 2= (a,b)eR? w=(c,d): z4+w:=(a+c,b+d)
2w = (ac — bd,ad + bc) ;(—1,0)(c,d) = (—¢,—d) = —(c,d)
(a,0)(c,0) = (ac, O) = ac; (0, )(O d) = (—bd,0) = —bd
(0,1)(0,1) = —1, = (0,1), *=-1

® C(Ces définitions bien qu’arbitraires, ne sont pas contradictoires l'une
par rapport a l'autre, ni par rapport aux premiers principes de
l'algebre, et il est possible de tirer des conclusions legitimes, par un
raisonnement mathématique rigoureux, a partir des premisses
acceptees arbitrairement de cette facon. [...]
Dans la théorie des nombres simples, le symbole \/TI est
absurde, mais dans la théorie des couples le méme symbole
V/—1 aun sens et indique une extraction possible, ou un couple

Histoires d'iOULes nombres aussi ont leurs complexes — p.35/40



Les matrices forgent le produit

o ( @ =0 ) =al +0J
b a
I = L0 J = Vol (matrice symplectique)
“lo1) 7711 o YRR
a —b c —d\ [ ac—bd —(ad+ bc)
b a d c \ ad+bec  ac—bd
g 2 (0 -L\[O 1) _ (-1 0)\_ |
1 0 1 0 0 -1
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Les matrices forgent le produit

—b
» ( ! ) = al +bJ
b a
I L0 ool (matri lectique)
= = matrice symplectique
0 1) 10 YRR
a —b c —d\ [ ac—bd —(ad+ bc)
b a d c \ ad+bec  ac—bd
—1 —1 —1
o J2_ 0 0 _ 0 _ g
1 0 1 0 0 —1
® ARTHUR CAYLEY (1821-1895 . /a notion, qui est véritablement
fondamentale [...], sous-tendant et envahissant toute l'analyse

moderne et la géomeétrie est celle de quantité imaginaire en analyse
et d’espace imaginaire en géometrie
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6. Les complexes sont aussi une
question de physique
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Relativité

® 1905, HENRI POINCARE (1854-1912) (Sur la dynamique de
'électron)

#® regardons

x? y? Z? t\/?]‘
'CLJ7 y/7 Zl? t/\/j]‘
ZC//, y//7 Z//, t//\/jl
comme les coordonnées de trois points P, P’, P" dans
I'espace a quatre dimensions. Nous voyons que la
transformation de Lorentz n’est qu’une rotation de cet
espace autour de l'origine, regardee comme fixe
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Mécanique quantique

®» 1925, WERNER HEISENBERG (1901-1976) . pq — qp = sz
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Mécanique quantique

®» 1925, WERNER HEISENBERG (1901-1976) . pq — qp = sz

® 1926, ERWIN SCHRODINGER (1887-1961)
- 2
SO + s (0%, + Oyt + 02.00) = V(w,y, 2)¢p = 0

m2m

® 1965, RICHARD FEYNMAN (1918-1988) (Mécanique quantique):
on peut penser a I'’équation comme a la description de la diffusion
d’'une amplitude de probabilité d’un point a un autre. [...]
De fait, I'équation ressemble un peu aux equations de diffusion [...].
Mais il y a une difference essentielle : le coefficient imaginaire
devant la dérivée par rapport au temps donne un comportement
completement différent de celui que vous obtiendriez pour la
diffusion ordinaire [...].
La diffusion ordinaire donne lieu a des solutions exponentielles
reelles, tandis que les solutions de I'équation sont des ondes
complexes
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Conclusion

Comme Bart De Wever,

la mathematique donne des complexes a beaucoup de
gens,

mais n’est pas pres de se debarrasser des siens ...
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