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Introduction

De nombreux éléves rencontrent des difficultés quant a la mal-
trise des mécanismes logico-déductifs inhérents a |'activité ma-
thématique. Par ailleurs, ces mécanismes se situent bien souvent
en filigrane de I'activité mathématique; ce qui les rend difficile-
ment identifiables.
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Introduction

Notre exposé a pour objectif de mettre en exergue quelques-uns
des mécanismes déductifs propositionnels qui peuvent intervenir
dans le cadre de la résolution d'équations. En outre, nous mon-
trerons que ces mécanismes sont variés et relévent de différents
niveaux de complexité.
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Introduction

Pour ce faire, nous analyserons trois résolutions d'équations a
la lumiere de la déduction naturelle. Aussi, nous proposerons
une traduction de ces résolutions d'équations s'appuyant sur le
formalisme de la déduction naturelle.
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La résolution d’'une équation dont la seule variable est o consiste
e a identifier, parmi les valeurs assignables a «, celles qui rendent
ésolution . .

d'équations I"équation vraie.

En pratique, résoudre une telle équation revient généralement a
déterminer une expression logico-arithmétique qui lui est équiva-
lente et qui permet d'en identifier aisément les solutions.
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Dzt
La résolution de I'équation x2 + 5x + 6 = 0 peut s'effectuer en
montrant, par le calcul du discriminant, I'équivalence suivante.

Résolution
d'équations

x24+5x+6=0 sietseulementsi x=—2oux=—3
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Trois extraits de résolutions d’'équations sont ici considérés.

X2—8X—{—15_0
x2—4x+3

Résolution

d'équations e La résolution de I'équation

e La résolution de I'équation [x — 2| =5

—3)2
e La résolution de I'équation —(X 3) =0
X —
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Nous marquerons de couleurs différentes les éléments textuels de
Résolution ces résolutions suivant qu'ils indiquent :

d'équations

e |a présence d'une articulation logique

e la présence d'un mécanisme logico-déductif



4 3 14 c x?—8x+15 __
Résolution de I'équation ~—,*= =0
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x2—8x+15 _ A o ) — 2
a5 = 0si et seulement si x° —8x +15=0et x* —4x+3 #0.

Ho x? —8x+15=0si et seulement si x =3 ou x = 5.
Résolution
d'équations Hz x2 —4x+3=0siet seulement si x = 3 ou x = 1.
c Si x2—8x+15

m :0, alors x = 5.

Quid des mécanismes déductifs qui autorisent le passage de H1, Ho, Hz a C?



x?—8x+15 __ 0
x2—4x+3

Résolution de I'équation

Résolution

d’équations et Soit
déduction x2—4x+3
naturelle

x2—8x+15 __ 0

Par H;, il s'ensuit que x> —8x + 15 =0 et x> — 4x + 3 # 0.

Par H,, nous en déduisons que x = 3 ou x = 5.
Résolution

d'équations

Par 3, nous en déduisons que x # 3 et x # 1.

De ce qui précede, il suit que x = 5.

x2—8x+15

En conséquence, si “5—7""=

=0, alors x = 5.



x?—8x+15 __ 0
x2—4x+3

Résolution de I'équation

Résolution 2

d’équations et Soit X2_8—X+15 =0.
déduction x2—4x+3
naturelle

it Par H1, il s'ensuit que x> —8x + 15 =0 et x*> — 4x + 3 #0.

Degauquier

Par H,, nous en déduisons que x = 3 ou x = 5.

Résolution
d'équations

Par H3, nous en déduisons que x # 3 et x # 1.

De ce qui précede, il suit que x = 5.

x2—8x+15

En conséquence, si B o 3

=0, alors x = 5.

— Avrticulation logique —  Mécanisme logico-déductif
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Si0o<x—2 alors |x —2| =x—2.
Hp, Six—2<0,alors [x —2| = —(x —2).
Rt Hz Si|x—2|=5et|x—2]=x—2 alors x=7.

d'équations

Hs Si|x—2|=5et|x —2] =—(x—2), alors x = —3.

C Si|[x —2| =5, alors x =7 ou x = —3.

Quid des mécanismes déductifs qui autorisent le passage de H1, Ho, H3, Hqs a C?
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Deux cas seulement sont possibles, 0 < x —2 ou x — 2 < 0.

Supposons que 0 < x — 2. De H;, il suit que |x — 2| = x — 2.
Par H3, nous en déduisons que x = 7.

Résolution
d'équations

Supposons que x —2 < 0. De Hoy, il suit que |x —2| = —(x —2).
Par H4, nous en déduisons que x = —3.

En conséquence, si [x —2| =5, alors x =7 ou x = —3.
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Deux cas seulement sont possibles, 0 < x —2 ou x — 2 < 0.

Supposons que 0 < x — 2. De H;, il suit que |x — 2| = x — 2.
pir Par H3, nous en déduisons que x = 7.

Supposons que x —2 < 0. De Hoy, il suit que |x —2| = —(x —2).
Par H4, nous en déduisons que x = —3.

En conséquence, si [x —2| =5, alors x =7 ou x = —3.

— Avrticulation logique —  Mécanisme logico-déductif
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(x—3)?

x—3

0 si et seulement si (x —3)2 =0 et x — 3 # 0.

Hy  x —3 =0 si et seulement si x = 3.

Résolution 5
d'équations Hz  (x —3)? =0 si et seulement si x = 3.

c =g

x—3

Quid des mécanismes déductifs qui autorisent le passage de Hi, Haz, H3 a C?



Résolution de I'équation

Résolution 2

. X—

d’équations et Soit £—3) =0.

déduction x—3
naturelle

Par H1, il s'ensuit que (x —3)> =0 et x —3 # 0.

Par Ha, nous en déduisons que x # 3.
Résolution
d'équations

Par H3, nous en déduisons que x = 3.

Ce qui est absurde.

En conséquence, ();__33)2 # 0.




Résolution de I'équation

Résolution 2

. X—

d’équations et Soit £—3) =0.

déduction x—3
naturelle

Par H1, il s'ensuit que (x —3)> =0 et x —3 # 0.

Par H>, nous en déduisons que x # 3.
Résolution
d'équations

Par H3, nous en déduisons que x = 3.

Ce qui est absurde.

En conséquence, ();__33)2 # 0.

— Avrticulation logique —  Mécanisme logico-déductif
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Résolution Afin de préciser I'enchainement des mécanismes déductifs pro-
equations - . N y 7 . 1"z -
positionnels qui sont a I'ceuvre dans ces résolutions d’équations,
nous ferons appel au formalisme de la déduction naturelle.
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s La formalisation du raisonnement logique, telle qu'elle
gauquier a été développée en particulier par Frege, Russell et
Hilbert, est relativement fort éloignée du mode de rai-
sonnement qui est utilisé en réalité dans les démons-
trations mathématiques. On vise de la sorte a obte-
nir certains avantages formels appréciables. J'ai voulu
d’abord construire un formalisme qui soit le plus pres
possible du raisonnement réel. C'est ainsi que j'ai ob-
tenu un « Calcul de la déduction naturelle » [...].

Déduction
naturelle

G. Gentzen, Untersuchungen iiber das logische SchlieBen (1934)
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Un langage (propositionnel) L est composé d'un ensemble non
vide de symboles propositionnels p, (ot n € N) ainsi que des
symboles logiques L, =, A, V et —. Les formules d'un langage
Déduction L sont définies inductivement de la facon suivante.

naturelle

Au=p|L|=A[(ANA)|(AVA)|(A— A)
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Un raisonnement (propositionnel) est un couple (I', C) ou I est
un ensemble fini de formules d'un langage et C est une formule
de ce langage. Le raisonnement (', C) est noté ' - C.

Déduction
naturelle

Un raisonnement [ = C est correct s'il existe une déduction dont
la conclusion est C et dont I'ensemble des hypothéses est I'.
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Le concept de déduction ainsi que ceux d'hypothése et de conclu-
Déduction sion sont conjointement définis de facon inductive.

naturelle
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I'implication (—F)
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d’élimination de la disjonction (Vg)
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Résolution
d'équations et
déduction
naturelle

Déduction
naturelle

intuitionniste (L;)




Regle de I'absurde

Résolution
d'équations et
déduction
naturelle

Déduction
naturelle

classique (L)




Tableau récapitulatif des regles

Résolution

d’équations et
déduction -
naturelle Introduction Elimination
ent
gauquier . i
Conjonction AJ Ney  NEg
Implication — —E
Déduction
el Disjonction Vip Vi VE
Négation -y E
Absurde intuitionniste L;
Absurde classique L
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(p1 = p3), (p2 = p3) F ((p1 V p2) — p3) est-il correct?

(p1 — p3) [p1] e (P2 — p3) [p2] S

Déduction [(p1V p2)] p3 i

naturelle Y
P3 £

((prV p2) = p3)
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Afin d'identifier de facon précise et systématique les mécanismes
logico-déductifs présents dans les résolutions d'équations abor-
dées antérieurement, une traduction s'appuyant sur le formalisme
e de la déduction naturelle en est proposée.

logico-
déductifs



. 4 . 2_
Traduction de la résolution de X815 —
x?—4x+3
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M
(P> (P2 A opa)

H Hs (= (p2Azps)) ™ el
(o (n=ps) (ps & (P vs)) YR £
Ha (ro(ehops) el |, ((paVps) 5 ps) P
(o Pvp) [CYRDIN ~(pe V po)
(P2 — (P4 V ps)) P i (=pa A —ps) /[:M
(P v ps) g,
Mécanismes e i‘j ) -

logico-
déductifs




Traduction de la résolution
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Ha

(s =p)  Ipsl _,, Cre=p3) [l
Hs [p1] P Ha lp1] 2y
(P A\ p2) = p2) (np) (P A\ p3) — ps) (prps)
— T By, =i
(po v ~ps) (paV ps) (P Vps)
(pa V ps)

_—
o (1= (pa V ps))
Mécanismes

logico-
déductifs



Q)2
Traduction de la résolution de % =0
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Hi Hi

(pr > (p2Aop3)) (Lo (p2Aop))
Ha (i hop) e, Hs (o2 hom) ),
(ps o py) [CYSTDIN (2 py) YR
(ps = p3) e (p2 = pa) [

Pa

I N
L, . —pP1
Mécanismes

logico-

déductifs
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A la lumiére des traductions proposées, il apparait que les réso-
lutions d’équations que nous avons examinées font intervenir un
large éventail de mécanismes déductifs.

Mécanismes
logico-
déductifs
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Les mécanismes déductifs identifiés dans les résolutions d'équa-
tions couvrent la totalité des régles d'introduction et d’élimina-
tion des symboles logiques de la déduction naturelle.

Mécanismes
logico-
déductifs
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Mécanismes
logico-
déductifs

Mécanismes associés aux regles de la conjonction
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Mécanismes
logico-
déductifs

Mécanismes associés aux regles de |'implication
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Mécanismes
logico-
déductifs

Mécanismes associés

aux regles de la disjonction
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Mécanismes
logico-
déductifs

Mécanismes associés aux

regles de la négation




Deuxieme observation
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Les mécanismes déductifs identifiés dans les résolutions d'équa-
tions ne couvrent ni la regle de |'absurde intuitionniste ni la regle
de I'absurde classique.

Mécanismes
logico-
déductifs
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Mécanismes
logico-
déductifs

Mécanismes associés aux regles de |'absurde




Troisieme observation
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Certains des mécanismes déductifs identifiés dans les résolutions
d'équations ne correspondent a aucune régle du formalisme de
la déduction naturelle.

Mécanismes
logico-
déductifs
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Mécanismes
logico-
déductifs

Mécanismes associés a des raisonnements
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Les mécanismes déductifs qui ne correspondent a aucune régle
autorisée par le formalisme de la déduction naturelle peuvent étre
concus comme un recours a une forme de raisonnement dont la
Mécanismes correction est considérée comme établie.

logico-
déductifs




L'une des lois de De Morgan (DM)
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La forme de raisonnement —=(AV B) - (—=A A —=B) est correct.

A, [B]
—~(AV B) (AV B) —'1:

Mécanismes i
logico- -A -B Yl

déductifs (ﬁA A ﬁB)

R . — VlG
-(AV B) (AvV B)
—E

- —F




Le modus tollens (MT)
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it La forme de raisonnement (A — B), =B+ —A est correct.

Degauquier

(A-B) A
-B B _,
J_ l
Mécanismes —A !

logico-
déductifs



Le syllogisme disjonctif (SD)
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La forme de raisonnement (AV B),—A I B est correct.

—A [A]

(AvB) (B]

VE

Mécanismes
logico-
déductifs

® co||—



Le principe du tiers exclu (TE)
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La forme de raisonnement - (A V —A) est correct.

(Al [-A]

—Vy ———— Vi
[—v(A \ _\A)] (A \ —\A) [—\(A \Y% —\A)] (A \ _\A)
E E
. L 1
Mécanismes _ _ J—c
logico- —A A —F
déductifs 1

c

(AV —A)



Classification des mécanismes logico-déductifs
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quier o  Reégles sans déchargement d'hypothése
— le modus ponens (—¢)

o  Regles avec déchargement d'hypothese
— la disjonction de cas (Vg)

— le raisonnement par |'absurde (—)
Mécanismes
logico-

déductifs > Mécanismes déductifs complexes

— les lois de De Morgan (DM)
— le modus tollens (MT)

—  le syllogisme disjonctif (SD)
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Nous avons identifié, au travers du formalisme de la déduction
naturelle, un ensemble de mécanismes déductifs propositionnels
pouvant intervenir dans le cadre de la résolution d’'équations.

En outre, nous avons dégagé une classification de ces méca-
nismes qui permet de rendre compte a la fois de leur pluralité et
de leurs différents niveaux de complexité.

Conclusion
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