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1
La logique dans
les mathématiques



Question:

Dans quelles circonstances mobilise-t-on

ou a-t-on besoin de |a logique en
mathématiques ?




On a (au moins) besoin de logique pour :

Lire, écrire et
comprendre Raisonner
les énonces



Exemple 1: égalité

22

2229
Pourqum + —



Raisonnement possible :

On sait que% 1—0 et que 2 =

10 12
Donc + -=—+4—
15 15

10 12 _ 22
15 © 15 15

Or,

22

DOnC +— —.
15

12

15



Ingrédients pour
lire, écrire et comprendre

egalité
« donc »

Ingrédients pour
raisonner

Substitution pour les termes
egaux

SIA=B et B=C, alors A=C.



Quelles sont les conditions d'existence de l'expression
sulvante et pourquol ?

(x + 2)
(x —=3)(x—1)




Raisonnement possible :

Six =3,alors(x—3)(x—1) =0,

etsix =1,alors(x—3)(x—1) = 0.

Doncsix =3oux =1,alors(x—3)(x—1) =0.

Or, il fautque (x —3)(x — 1) # 0.

C-a-d. gu’il faut que 'on nait pasque (x = 3)(x — 1) = 0.
Donc il faut que 'on n'ait pas que x = 3oux = 1.
Doncilfautque x # 3 etx # 1.



Ingrédients pour
lire, écrire et comprendre

« Sl...alors »
«NE... Pas »/« # »
« OU »

« et »

« donc »

Ingrédients pour
raisonner

non(Aou B)
equivaut a:
non Aet nonB

Sijalque:
A= BetnonB
alors je peux en deduire que:
non A



Exemple 3: théoreme de Pythagore
« Pour tout triangle ABC rectangle en C, |AB|?=|AC|*+|BC|* »

. : \
Question:

e théeoreme de Pythagore
permet-il de dire si ABC est
rectangleen C?




Reformulation:

« Quel gue soit le triangle ABC,
s'il est rectangle en C, alors |AB|*=|AC|*+|BC|? »



La réciproque:

« Quel gue soit le triangle ABC,
si |AB|*=|AC|*+|BC|? alors il est rectangle en C »

La contraposée (équivalente au théoréme):

« Quel gue solt le triangle ABC,
si |AB|“#|AC|?+|BC|* alors il n’est pas rectangle en C »



Ingrédients pour
lire, écrire et comprendre

« quel que solt »
«Sl...alors »
«NE... Pas »/« # »

Ingrédients pour
raisonner

Réciprogue d'une implication
Contraposee d'une implication

Fquivalence entre une implication et sa
contraposee

Non-eéquivalence entre une implication
et saréciprogue



Exemple 4 : limite d’'une suite

« Une suite converge versun reel L ssi
pour tout intervalle ouvert centréeen L,
il existe un terme de la suite tel que
tous les suivants lul appartiennent. »




Soit une suite (X, )neny OU X, € R
Soit L un nombre réel.

(X)) nen CONVErge vers L ssi

VeeR, 3ieN VjeN (i<j=>x;€]L—¢e;L+¢[)



: : . 1
Soit la suite (X)) pen* OU X, = ~

1 1111
)2)3)415)"'

Cette suite converge-t-elle vers O 7




(1sidk e N n = 10k

\ 0 sinon

(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1, ..., 1, ...}
T T 1

X1 X10 X100

Cette suite converge-t-elle vers O ?



La suite (x,,)neny NE converge pas vers 0.

Soite = !
2

1 1
VieN djeN (iSj etxj€]0—5;0+§D



Ingrédients pour
lire, écrire et comprendre

« pour tout »/« ¥ »
« 1| existe »/« 3 »
«Sl...alors »/« = »
« sl et seulement si »
¢ NE... Pas »/« & »

« ety

Ingrédients pour
raisonner

Ordre des quantificateurs
Négation des quantificateurs

Négation de I'implication



Conclusion:

On a (au moins) besoin de logique pour :

Lire, écrire et
comprendre Raisonner
les énonces



Petite typologie des ingrédients logiques

B
Types de symboles
non logiques

JA
Connecteurs logiques

C
Régles d’inférence
& lois logiques

D,
Types d’énoncés




A Connecteurs logiques

Opérations permettant de former de nouveaux énonceés a partir d'énoncés donnés.

Soient deux énoncés| x=5 | et | x est pair |.

Négation X#5 X n‘est pas pair Quantification universelle

Conjonction || x=5et x est pair VX :X=5 VX : X est pair

Disjonction X=5ou x est pair

Implication Six=5 alors x est pair Quantification existentielle

Equivalence | |x=5 ssix est pair Ix : x=5 Ix : x est pair




B Types de symboles non logiques

Symboles Symboles
d’objets de fonctions
Unaires
Constantes Variables fonctionnelles —
0,1,2,3,me,... fgh,.. Binaires
Constantes fonctionnelles Ternaires
Variables +,—, x,+, 2 4/, sin, cos, ...
a,b,c,x,y,zt,..

(dontinconnues, paramétres,
nombres génériques,...)

Symbolesrelationnels

=, <, 2’ <, 5 ..

(Contexte des exemples donnés : algébre et analyse élémentaire)



C Reégles d'inférence

« Regles » permettant d'inférer un énoncé a partir d'un ou de plusieurs énoncés
déja donnés.

Modus tollens
A—B

non A

Modus ponens
A A—B
B

Lois de de Morgan

non B non(A ou B)

(non A) et (non B)

non(A et B)

(non A) ou (non B)

Réfutation par contre-exemple

dx (non P(x))
non(Vx P(x)) Et bien d'autres




D Types d'énoncés

Différentes composantes d'un texte mathématique.
Composantes fondamentales :

DEFINITIONS AXIOMES THEOREMES DEMONSTRATIONS

Composantes additionnelles, aux significations parfois floues, variables selon les
auteurs:

propositions remarques faits €énoncés
hypothéses theses propriétés

Le type d’'un énoncé détermine son réle dans le corpus mathématique.



2
Opacité delalangue
mathématique



La langue mathématique est
logiquement opaque

1. Qu'est-ce que la langue mathématique 7
2. Opacite liée aux connecteurs logigues
3. Opacite lige aux symboles non logiques



La langue mathématique est
logiquement opaque

1. Qu’est-ce que la langue mathématique ?
2. Opacite liée aux connecteurs logigues
3. Opacite lige aux symboles non logiques



Qu’est-ce que la langue mathématique ?

Langue Alphabet Syntaxe
francaise



Source des difficultés

Langue
naturelle




« Les multiplesde ? et de 12 sont multiplesde 3. »



« Les multiplesde 9 et de 12 sont multiplesde 3. »

A. «Lesmultiplesde 9 sontmultiplesde 3 etles
multiplesde 12 sont multiplesde 3. »

B. «Lesmultiplescommunsa ? eta 12 sont
multiplesde 3. »



« Les multiplesde 3 et de 4 sont multiplesde 12. »



« Les multiplesde 3 etde 4 sont multiplesde 12. »

A. «Lesmultiplesde 3sontmultiplesde 12 etles
multiplesde 4 sont multiplesde 12. »

B. «Lesmultiplescommunsa 3 eta4 sontmultiples
de 12.»



« Les multiples dt ofS @sont multiples de@

« Les multiples d{?)et de@ont multiplesde @»




« Les multiplesde 9 etde 12 sont multiplesde 3. »

A. multiples de chacun \/ B. multiples communs\/

« Les multiplesde 3 etde 4 sont multiplesde 12. »

A. multiplesde chacunx B. multiples communs\/



(a+b)*=a*+2ab+b*



(a+b)*=a*+2ab+b*

A. Vrai
B. Faux

C. Cadépend






A. Vrai

B. Faux

C. Cadépend



3a+/=12



A. Vrai

B. Faux

C. Cadépend



(a+b)*=a*+2ab+b* % n g _atb 344712

8

VralVaet Vb

Vral pour certaines
valeursdeaetdeb

a=-9b=25




Source des difficultés

Langue
naturelle




La langue mathématique est
logiquement opaque

1. Qu'est-ce que la langue mathématique 7
2. Opacité liée aux connecteurs logiques
3. Opacite lige aux symboles non logiques



Opacité liée aux connecteurs logiques

Preciser la signification des connecteurs

logiques et montrer les difficultés a les deceler.




Langue logique  Langue francaise

Neégation — ne... pas
Conjonction A et
Disjonction V ou
Implication —> Si... alors
Fquivalence > si et seulement si

Quant. universel \v/ tout
Quant. existentiel = au MoIiNs un




VI\I FGATION : Signification logique

— A estvral ssi A est faux



VN FGATION : Décalage entre « = » et « ne... pas »

Quelle est la négation de:

« Certainstextesde Leibnizsontécritsenfrancais. »

A. « Certains textes de Leibniz ne sont pas ecrits en
francals. »
B. «Aucun texte de Leibniz n'est ecrit en francais. »



VN FGATION : Décalage entre « = » et « ne... pas »

Quelle est la négation de:

« Certainstextesde Leibnizsontécritsenfrancais. »

A. « Certains textes de Leibniz ne sont pas ecrits en
francals. »
‘/ B. «Aucun texte de Leibniz n'est ecrit en francais. »



VN FGATION : Décalage entre « = » et « ne... pas »

Quelle est la négation de:

« Touslestextesde Leibniz sont écritsen francais. »

A. « Tous les textes de Leibniz ne sont pas ecrits en
francals. »
B. «Aucun texte de Leibniz n'est eécrit en francais. »



VN FGATION : Décalage entre « = » et « ne... pas »

Quelle est la négation de:

« Touslestextesde Leibniz sont écritsen francais. »

‘/ A. « Tous les textes de Leibniz ne sont pas ecrits en
francals. »
B. «Aucun texte de Leibniz n'est eécrit en francais. »



VCOI\UONCTION : Signification logique

(ANEB)estvraissiAestvraiet B estvrai



VCONJONCTION : Décalage entre« A»et«ety

Les phrases suivantes sont-elles synonymes ?

« Gottfriedesttombéets’estbriséle crane. »

« Gottfrieds’estbriséle craneetesttombé. »

Le « et » courant n'est pas toujours commutatif,
contrairement au « et » logique.



VCONJONCTION : Usage implicite

a<x<bsignifie(a <x)A(x <b)



VDISJONCTION - Signification logique

(AV B) estvraissi AestvraiouB estvrai (ou les deux)



DISJONCTION : Décalage entre « V » et « ou »

« Le menucomprend un café ou undessert. »

Le « ou » courant est souvent exclusif, contrairement
au « ou » logique.



VI\/I PLICATION : Signification logique

(A — B)estvraissi Aestfauxou B est vrai (ou les deux)



IMPLICATION : Décalage entre « = » et « si... alors »

Les affirmations sont-elles réfutées si...

« Situterminestasoupe,tuaurasundessert. »
» Gottfried neterminepas sasoupe et aundessert.

« Situneterminespas tasoupe,tun’auraspasdedessert. »
» Gottfriedterminesasoupeet n'apasde dessert.

Le « si... alors... » courant correspond souvent a
I'équivalence logique, et non a I'implication.



VQUANT. UNIVERSEL : Signification logique

Va A(a) estvraissi
A(a) estvrai pour toute valeur de «



QUANT. UNIVERSEL : Decalage entre « ¥V » et « tout »

La premiére phrase implique-t-ellela seconde ?

« Touslesspectateursontappreécié lapiece. »

« Aumoinsun spectateur a appréciélapiece. »

Oui dans la vie courante, non en logique.



VQUANT. UNIVERSEL : Usage implicite

(a + b)? = a? + 2ab + b*
signifie Vavb (a + b)? = a® + 2ab + b?

« Un carre estun losange. »
signifie « Tout carré est un losange. »



VQUANT EXISTENTIEL : Signification logigue

da A(a) estvral ssl
A(a) estvrai pour au moins une valeur de «



QUANT. EXISTENTIEL:
Decalage entre « 3 » et « certains/quelgues »

La premiére phrase implique-t-ellela seconde ?

« Certainstextesde Leibnizsont écritsenfrancais »

« Certainstextesde Leibnizne sont pas écrits enfrancais »

Oui dans la vie courante, non en logique.



VQUANT EXISTENTIEL : Usage implicite

Comment formaliser I’énonceé suivant?

« Tous les nombres naturels ne sont pas pairs. »
est synonyme de

« [l existe des nombres naturels qui ne sont pas pairs. »
volre
« Certains nombres naturels ne sont pas pairs. »



Opacité liée aux connecteurs logiques

o Difficulté aidentifier la signification des

connecteurs logigues
o Difficulté a deceler leur presence




La langue mathématique est
logiquement opaque

1. Qu'est-ce que la langue mathématique 7
2. Opacite liée aux connecteurs logigues
3. Opacité liée aux symboles non logiques



Rappel : Types de symboles non logiques

Symboles Symboles
d’objets de fonctions
Unaires
Constantes Variables fonctionnelles —
0,1,2,3,me,... fgh,.. Binaires
Constantes fonctionnelles Ternaires
Variables +,—, x,+, 2 4/, sin, cos, ...
a,b,c,x,y,zt,..

(dontinconnues, paramétres,
nombres génériques,...)

Symbolesrelationnels

=, <, 2’ <, 5 ..

(Contexte des exemples donnés : algébre et analyse élémentaire)



Difficulté 1: polysémie

Quel est le type du symbole « — » ?

6—x=9

= —X
— X

3
—3

Symbole de fonction binaire

Symbole de fonction unaire

Indice graphique du signe



Difficulté 1: polysémie

B a sia=0
la| = .
—a sia<(



Difficulté 1: polysémie

Le type logique d'un symbole peut changer

selon le contexte !




Difficulté 2 : erreur de catégorisation

12
5><7=5><12=60+4=15

« do something signal »

[Kieran, Knuth et al.]



Difficulté 2 : erreur de catégorisation

Des obstacles peuvent naitre de l'attribution

a un symbole du mauvais role.




3
Syntheéese



Conclusion:

On a (au moins) besoin de logique pour :

Lire, écrire et
comprendre Raisonner
les énonces

La langue mathématique est logiguement opague.
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