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Madrid, Junio 2024 (Convocatoria ordinaria)

Ejercicio 3. Opcién A

Dados los puntos A(0,0,1) y B(1,1,0), se pide:

a) Hallar una ecuacién del plano que pasa por los puntos A y B y es perpendicular al plano
z=0.

b) Hallar ecuaciones de dos rectas paralelas, 71 y 72, que pasen por los puntos A y B
respectivamente, estén en el plano = 4+ z =1 y tales que la distancia entre ellas sea 1.

Solucion:

a) Hallar una ecuacién del plano que pasa por los puntos A y B y es perpendicular al plano
z=0.

Sea 71 el plano buscado. Pasa por A(0,0,1) y B(1,1,0).
Un vector contenido en 7y es AB=B—A=(1-0,1—0,0—1)=(1,1,—1).
El plano z = 0 tiene como vector normal 7i.—o = (0,0, 1).
Como 71 es perpendicular al plano z = 0, el vector normal 77,—q debe ser paralelo a 7, es decir, es un
vector director de 7.
El plano m; estd determinado por el punto A(0,0,1) y los vectores directores AB = (1,1,-1) y fi,eg =
(0,0,1).
La ecuaciéon general del plano es:
z—0 y—0 2z-1
1 1 -1]=0
0 0 1

2(1-1—(=1)-0)—y(1-1—(=1)-0)+ (z—1)(1-0—1-0) =0
z(1) —y(1) + (2 = 1)(0) =0

b) Hallar ecuaciones de dos rectas paralelas, r; y 72, que pasen por los puntos A y B
respectivamente, estén en el plano = 4+ z =1 y tales que la distancia entre ellas sea 1.

Sea m el plano « + z = 1. Su vector normal es 7i,, = (1,0,1). Comprobamos si A(0,0,1) y B(1,1,0)
estan en my:

Para A: 0+1=1. Si.

Para B: 1+0=1. Si.

Las rectas r1 y 7o deben estar contenidas en mo. Por lo tanto, su vector director comun, d= (dy,da,ds3),
debe ser perpendicular a i, .

J.ﬁM:O = (dy,d2,d3)-(1,0,1) =0 = dy +d3 =0 = d3 = —d;.

El vector director es de la forma d = (d1,da, —dn).

Recta r1: Pasa por A(0,0, 1), vector d.

Recta r9: Pasa por B(1,1,0), vector d.

La distancia entre dos rectas paralelas r1(A,d) y r2(B,d) es
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Sabemos AB = (1,1, —1). Calculamos el producto vectorial:

LT k] . i}
AB X d == 1 1 —-1| = Z(—dl - (—dz)) —j(—dl - (_dl)) + k(d2 - dl)
di dy —d

= i(_dl + d2) - 4(0) + E(dg - dl) - (—d1 + dz,o,dg - dl)

Calculamos su médulo:

|AB x d| = \/(=dy + d)? + 02 + (dy — d1)2 = \/2(dy — d1)? = V/2|dy — d|.

Calculamos el médulo de d:

A = \Jd2 + 03 + (~da)? = \J2d2 + 3.

La distancia debe ser 1:

2|dy —d
le = V2|dy — dy| = \/2d3 + d3.
V/2d3 + d3

Elevamos al cuadrado:
2(dy — dy)? = 2d2 + d3
2(d3 — 2dydy + d?) = 2d3 + d3
2d3 — 4dydy + 2d3 = 2d3 + d3
d3 —4dydy =0 = dy(dy —4d;) = 0.

Esto da dos posibilidades para la relacion entre dy y d:
1. do = 0: El vector serfa d = (d1,0,—d;). Sidy =1, d=(1,0,—1). Este es fir,, normal al plano. Las
rectas no pueden tener un vector director normal al plano en el que estan contenidas. Este caso no es
vélido. B
2. dy —4dy =0 = dy = 4d;. Elegimos d; = 1, entonces do = 4. El vector director es d = (1,4, —1).
Este vector es perpendicular a 7i.,: (1,4,—1)-(1,0,1) =140 —1 = 0. Es vilido.
Las ecuaciones de las rectas son: Recta r1: Pasa por A(0,0,1), director d = (1,4, —1).

Recta ro: Pasa por B(1,1,0), director d= (1,4,-1).

r=14+p
ro=<cy=1+4u
z=—U

(Se pueden expresar en forma continua también).

T =\, x=1+p,
r: y =4\, y ray: y=144p,
Z:]_—>\7 Z = —MW.
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Ejercicio 3. Opcién B

Al ordenador de una impresora 3D se le suministraron ayer las coordenadas de los cuatro
vértices Py, P, P3; y P, de un tetraedro sélido, el cual construyé al momento. Se sabe que
P(1,1,1), P»(2,1,0) y P5(1,3,2), pero del cuarto punto P4(3,a,3) hoy no estamos seguros
del valor de su segunda coordenada.

a) A partir de la cantidad de material utilizado por la impresora sabemos que el volumen del
tetraedro es V = 1. También sabemos que la longitud de ninguna de sus aristas supera
la altura de la impresora, que es de 10. Determine los posibles valores de a.

b) Dado el punto Q(3,3,3) se quiere imprimir ahora el paralelepipedo que tiene a los
segmentos Py P>, PLP; y P;Q como aristas. ;Cudles serian los valores de las coordenadas
de los ocho vértices del paralelepipedo que habria que suministrar al ordenador?

Solucion:

a) A partir de la cantidad de material utilizado por la impresora sabemos que el volumen del
tetraedro es V = 1. También sabemos que la longitud de ninguna de sus aristas supera
la altura de la impresora, que es de 10. Determine los posibles valores de a.

Calculo del volumen:

El volumen de un tetraedro con vértices Py, Py, P3, Py es V = %| det(Pl_PQ, Pl_Pg, Pl_P4)\.
Calculamos los vectores con origen en Py(1,1,1):

PP,=P,—P =(2-1,1-1,0—1) = (1,0,—1).

PPs=Ps—P =(1-1,3-1,2—1)=(0,2,1).
PP,=P,—-P=0B-1a-13-1)=(2,a—1,2).

Calculamos el producto mixto (determinante):
0o -1

2 1
a—1 2

det(Pl_P27P1_P37P1_P4) =

N O =

=1(2(2) — 1(a — 1)) = 0+ (=1)(0(a — 1) — 2(2))
=14—(a—1)—1(0-4) =4 —-a+1)—(-4)=5—-a+4=9—a.

El volumen es V = 1|9 —al.
Nos dicen que V = 1.

1
6|9—a|:1 = |9 —al =6.

Esto implica dos posibilidades: 1. 9—a=6 — a=9-6=3.2.9—a=-6 — a=9+6=15.
Comprobacion de la longitud de las aristas (j 10):

Necesitamos calcular la longitud de las 6 aristas para a =3 y a = 15.

Aristas desde P;: |P1_P2| =/12402 4 (—1)2 = V2 < 10.

|P Py =02+ 22 + 12 = /5 < 10.

Sia=3, PPy =(2,2,2), |PLPy| = V22 +22 + 22 = /12 < 10.

Sia=15 PPy = (2,14,2), |PPy| = V22 + 142+ 22 = \/1+ 196 + 4 = /204. Como 142 = 196 y
152 = 225, v/204 esta entre 14 y 15, por lo que es mayor que 10. El valor a = 15 no es valido.
Comprobamos las otras aristas para a = 3:

PoPy=P3—Py=(1-23-1,2-0)=(-1,2,2), |PoPs| = /(-1)2+ 22+ 2 =T +4+4=19=
3 < 10.

Para a = 3, Py = (3,3, 3).
PPy=P,—P,=(3-2,3-1,3-0) = (1,2,3), | P
P3Py =P, — Py =(3-1,3-3,3-2)=(2,0,1), | Ps1
Todas las aristas son menores que 10 para a = 3.

5 co

-

w|=V12 422432 =1 +4+9=+14 < 10.
w|=vV22 402412 =4+ 0+1=+5<10.
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El tnico valor posible es a = 3.

‘El unico valor posible es a = 3.

b) Dado el punto Q(3,3,3) se quiere imprimir ahora el paralelepipedo que tiene a los seg-
mentos Py P, PLP; y P;Q como aristas. ;Cuales serian los valores de las coordenadas
de los ocho vértices del paralelepipedo que habria que suministrar al ordenador? El par-
alelepipedo estd determinado por el vértice inicial P;(1,1,1) y los vectores de las aristas concurrentes
en P: it = P Py =(1,0,-1). =P Ps=(0,2,1). =P, Q=Q—P, =(3-1,3—1,3—1) = (2,2,2).

Vs %
Vi 3
Vs Vs

Vi Vs

Los 8 vértices del paralelepipedo son:
- V=P =(1,1,1).
- Vo=P+i=(1 +(1,0,-1) = (2,1,0). (Este es Py)
+(0,2,1) = (1,3,2). (Este es P3)
+

- Vi=P +d=(1,1,1)+(2,2,2) = (3,3,3). (Este es Q)
- Vs=P +u+v=(2,1,0)+(0,2,1) = (2,3,1).

— Ve=P 4+ ad+@=(2,1,0)+(2,2,2) = (4,3,2).
—Ve=P+ 0+ =(1,3,2) +(2,2,2) = (3,5,4).

- Ve=P +ui+v+d=(23,1)4+(2,2,2) = (4,5,3).

Los vértices son: (1,1,1),(2,1,0),(1,3,2),(3,3,3),(2,3,1), (4,3,2),(3,5,4),(4,5,3). ‘
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Madrid, Julio 2024 (Convocatoria extraordinaria)

Ejercicio 3. Opcién A

Sean los puntos P(1,—1,3) y Q(2,1,—1);

a)
b)

Determine una ecuacién del plano respecto del cual ambos puntos son simétricos.

El segmento PQ es uno de los tres lados del triangulo cuya suma de los cuadrados de las
longitudes de sus lados es 34 y el tercer vértice se encuentraen larecta r=xc—2 =y = z.
Calcule las coordenadas del tercer vértice sabiendo que ninguna de sus coordenadas es
nula.

Solucion:

a)

b)

Determine una ecuacién del plano respecto del cual ambos puntos son simétricos.

El plano buscado, m, es el plano mediador del segmento PQ.

Pasa por el punto medio M = (12, =1t 3=1) — (3/2,0,1).

Es perpendicular al vector P_Q =Q — P =(1,2,—4). Este es el vector normal 7.
Ecuacién del plano: 1(z —3/2) +2(y —0) —4(z —1)=0. © —3/2+ 2y — 4z +4 = 0.
Multiplicando por 2: 22 — 344y —82+8=0 = 2z +4y—82+5=0.

[m=2x+4y—8z+5=0|

El segmento PQ es uno de los tres lados del tridngulo cuya suma de los cuadrados de las
longitudes de sus lados es 34 y el tercer vértice se encuentraenlarecta r=x—2 =y = z.
Calcule las coordenadas del tercer vértice sabiendo que ninguna de sus coordenadas es
nula.

Sea R el tercer vértice. R € r.
La recta r en paramétricas es t =2+ A,y = A,z = \. R(2+ X\, )\, \).
La condicion es

|PQ> + |PR]*> +|QR[* = 34

|PQI? =12+ 2% + (—4)? =21
PR=R-P=(14+X\1+X\\-3)
IPRP=(1+XN24+(1+XA)24+A=32=214+22+ X))+ (A2 —6A+9) =3)\2 -2\ + 11
QR=R-Q=M\A—1,A+1)
ORP =X+ A=122+A+1)2 =X+ A2 -2+ 1+ 22420 +1 =312 +2
Sustituyendo:
214 (3A\% — 2\ +11) + (3\2 +2) = 34
6A7 — 2\ + 34 = 34
6M2 -2 =0 = 2\(3A—1)=0
Soluciones: A=00 A =1/3.

SiA=0, R=(2,0,0). Tiene coordenadas nulas.
SiA=1/3, R=(2+1/3,1/3,1/3) = (7/3,1/3,1/3). No tiene coordenadas nulas.

. 711
El tercer vérticees R| —,—, — | .
33 3

7

&
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Ejercicio 3. Opcién B

Dado el punto P(5,—1,2) y las rectas:

-2 1 -0
r: L _ytl_z ,

3 -1 1

x_y:5a
S:
x4+ z=23.

se pide:

a) Estudiar la posicién relativa de ambas rectas y hallar la distancia entre ellas.
b) Determinar una ecuacién de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta
r.

Solucion:

a) Estudiar la posicién relativa de ambas rectas y hallar la distancia entre ellas.
Recta r: Punto P.(2,—1,0), vector v, = (3,—1,1).
Recta s: Vector s = (1,—1,0)x (1,0,1) = (—1,—1,1). Punto Ps: siz =0,y = =5, 2 = 3. Ps(0,-5,3).
¥, y Us no son proporcionales. Se cortan o se cruzan.
Vector PP, = P, — P, = (-2,—4,3).
Producto mixto [P;PS, Uy, Us):

—2 —4 3
3 —1 1| =—-2(0)+4(4) +3(—4) =16 — 12 = 4.
-1 -1 1

Como es # 0, las rectas se cruzan.
Distancia:

d —
(T7S) |’l—)ar X US‘
ik
U xTs=|3 —1 1|=(0,—4,—4)
-1 -1 1

Las rectas r y s se cruzan. d(r,s) =

b) Determinar una ecuacién de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta
r.

Sea t la recta buscada. Pasa por P(5,—1,2). Corta a r perpendicularmente en un punto M.
M es un punto genérico de r: M(2+ 3\, —1 — A, ).

El vector PM es director de ¢ y debe ser perpendicular a v,.
PM=M-P=2+3\=5,-1-X—(=1),A=2)=(3\—3,-\,A—2).

&

8
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PM %, =0
(BA =3, -\ A—2)-(3,-1,1)
33A—3) = 1(=\) +1(A —2)
IN—9+A+A—2=0 = 1IA—-11=0 = A=1

=0
=0

El punto de interseccién es M (2 + 3(1),—1—1,1) = (5,—2,1).
La recta t pasa por P(5,—1,2) y M(5,-2,1).

Vector director dy = PM = (0,-1,-1).

Ecuacién paramétrica de ¢:

T=25
t=<y=—-1—p
Z=L—
T =25,
t: y=-1—p, uweR.
z2=2—p,
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Madrid, Junio 2023 (Convocatoria ordinaria)

Ejercicio 3. Opcién A

Sean los puntos A(1,-2,3), B(0,2,—1) y C(2,1,0). Se pide:

a) Comprobar que forman un tridngulo T y hallar una ecuacién del plano que los contiene.
b) Calcular el corte de la recta que pasa por los puntos A y B con el plano z =1.
c) Determinar el perimetro del tridngulo T.

Solucion:

a) Comprobar que forman un tridngulo T y hallar una ecuacién del plano que los contiene.
Calculamos AB = (—1,4,—4) y AC = (1,3,-3). Como _Tl =+ %, los vectores no son proporcionales y
los puntos no estén alineados, formando un tridngulo T. El plano m que los contiene pasa por A y tiene
vectores directores AB y AC.

z—1 y+2 2-3
-1 4 —4 =0
1 3 -3
(=1)(0) = (y+2)(7) + (z=3)(=7) =0

“Ty+2)—-7(2-3)=0 = y+2+2-3=0 = y+2z—-1=0.

‘Los puntos forman un triangulo. Plano: y+ 2z —1=0.

b) Calcular el corte de la recta que pasa por los puntos A y B con el plano z = 1. Recta r por
A y B: Punto A(1, —2,3), vector AB = (=1,4,—4). Paramétricas: x =1 — X,y = =2+ 4\, 2 =3 — 4\
Interseccién con z = 1: 3—4X =1 = 4A =2 = X = 1/2. Punto: z =1-1/2 = 1/2,
y=-24+4(1/2)=0,z=1.

1
El punto de corte es <2,0, 1) .

c¢) Determinar el perimetro del tridngulo T. Perfmetro P = |AB|+|AC|+|BC|. |AB| = \/(—1)2 + 4% + (—4)% =

VIFI16+16 = v33. |AC| = /12432 +(-3)2 = VI+9+9 = V19. BC = C - B = (2,-1,1).
|BC|= 22+ (-1)2+12=Vi+1+1= 6.

’Perimetro =v33+V19+V6 u\

Ejercicio 3. Opcién B

Dada la recta r = mT_l =4 Z_+21, el plano w:x — 2 =2 y el punto A(1,1,1) se pide:

a) Estudiar la posicién relativa de r» y = y calcular su interseccién, si existe.
b) Calcular la proyeccién ortogonal del punto A sobre el plano .
¢) Calcular el punto simétrico del punto A con respecto a la recta r.

&

10
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Solucion:

a)

b)

Estudiar la posiciéon relativa de r y m y calcular su interseccion, si existe.

—

r: P.(1,0,-1),d, =(2,1,-2). m:2—2—2=0, i, = (1,0,-1).

dy - e = (2)(1) + (1)(0) + (—2)(=1) = 2+0+2 = 4 # 0. La recta y el plano se cortan en un tinico
punto.

Para encontrar la interseccién:

Paramétricas de r:  =14+2t,y =t,z = -1 — 2t

Sustituimos en

Ti(142t) = (—1=2t)—2=0 = 14+204+14+20—-2=0 = 4 =0 = t =0

Punto de interseccién I: (1 +0,0,—1—0) = (1,0, —1).

’La recta y el plano se cortan en el punto I(1,0,—1). ‘

Calcular la proyeccién ortogonal del punto A sobre el plano 7.

Sea A’ la proyeccién de A(1,1,1) sobre m: z — 2 —2=0.
Recta p perpendicular a m por A: dp, =7, =(1,0,-1). prz=1+t,y=1,z2=1—t.
Para encontrar la interseccién:

A=pnr:(14+t)—(1-t)—-2=0= 2t—-2=0 = t=1

A=(1+1,1,1-1) = (2,1,0).

‘ La proyeccién ortogonal es A’(2,1,0). ‘

Calcular el punto simétrico del punto A con respecto a la recta r.

Sea A" el simétrico de A(1,1,1) respecto a .

Primero, buscaremos el Plano 7 perpendicular a r por A:

fe=dy=(2,1,-2). 2@ —1)+1y—1)—2(z—1) =0 = 22 +y—22—1=0.
M=rNm r:x=14+2t,y=t,z=—-1-—2t.

21 +2t)+ (1) —2(-1-2t) =1=0 = 24+ 4 +1t+2+4t-1=0 = 9 +3=0 = t=-1/3

M(1—2/3,—1/3,—1+2/3) = (1/3,—1/3,—1/3)
M es punto medio de AA". A” =2M — A.

A" =2(1/3,-1/3,-1/3) — (1,1,1) = (2/3 —1,-2/3 — 1,-2/3 — 1) = (~1/3,-5/3,-5/3)

1 5 5
El punto simétrico es A” (—, -, —) .

&

11
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Madrid, Julio 2023 (Convocatoria extraordinaria)

Ejercicio 3. Opcién A

Sean el plano 7w :z =1, los puntos P(1,1,1) y Q(0,0,1) y la recta r que pasa por los puntos
PyaQ.
a) Verifique que los puntos P y Q pertenecen al plano .
b) Halle una recta paralela a r contenida en el plano z = 0.
c) Halle una recta que pase por P y tal que su proyeccién ortogonal sobre el plano 7 sea la
™

recta r, con la cual forme un dngulo de 7 radianes.

Solucion:

a) Verifique que los puntos P y Q pertenecen al plano .

El plano es 7w : z = 1. Para el punto P(1,1,1), su coordenada z es 1. Por tanto, P € w. Para el punto
Q(0,0,1), su coordenada z es 1. Por tanto, @ € 7.

‘Ambos puntos cumplen la ecuacién z = 1, por lo que pertenecen al plano 7.

b) Halle una recta paralela a r contenida en el plano z = 0.
Recta r:
Pasa por P(1,1,1) y Q(0,0,1). Vector director d,=QP=P—-Q = (1-0,1-0,1-1)=(1,1,0).

Recta buscada 1’ :
Debe ser paralela a r, por lo que su vector director d,» puede ser el mismo, d,» = (1, 1,0).

Debe estar contenida en el plano z = 0. Esto significa que todos sus puntos deben tener coordenada
z=0.

Necesitamos un punto que pertenezca a z = 0. Podemos elegir el origen O(0,0,0).
La recta r’ pasa por O(0,0,0) y tiene vector director (1,1,0).

Ecuacién paramétrica de 7':

r=0+1A=A
r=qy=0+1A=X , A€ER.
z=04+0A=0

Una recta paralela aren z=0es 7’ : (z,y,z) = (A, \,0). ‘

c) Halle una recta que pase por P y tal que su proyeccién ortogonal sobre el plano 7w sea la
recta r, con la cual forme un angulo de Z radianes.

4
Sea s la recta buscada. s pasa por P(1,1,1).
La proyeccién ortogonal de s sobre 7 : z =1 es la recta r.
Vector director de r es d, = (1,1,0).
Sea d_; = (a, b, ¢) el vector director de s.

Como s pasa por P € 7, la proyeccién de s sobre 7 es la interseccién del plano 7 con el plano «’ que
contiene a s y es perpendicular a . El vector normal a 7 es 7 = (0,0, 1).

12 (V4
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La proyeccién de d, sobre el plano 7 es d, — projﬁ(d_;).

e dy il
projz(ds) = \%’F =

(a,b,¢)-(0,0,1)
12

(0,0,1) = ¢(0,0,1) = (0,0, ¢).

El vector proyectado es (a,b,c) — (0,0, ¢) = (a,b,0).
Este vector proyectado debe ser paralelo a d, = (1,1,0).
Entonces, (a,b,0) = k(1,1,0) para algun k. Esto implica a = k,b = k.
Podemos tomar k = 1, asi que d, = (1, 1,c¢).
Como la proyeccién es 7, s no estd contenida en 7, por lo que ¢ # 0.
El dngulo 0 entre s (con ds = (1,1,¢)) y r (con d, = (1,1,0)) es 7 /4.
Usamos la formula del coseno del angulo entre dos vectores:

cosf = |df : dj‘
|ds||dy |

B [(1,1,¢) - (1,1,0)]
cos (Z) T VRrR V212102
V2 O 1(1) + 1(1) + c(0)] 12| 2

2 V2+ V2 V2@ + ) VAr22

Elevamos al cuadrado ambos lados:
2
V2 _ ( 2 )
2 S \WaA+ 22

2 4 1 4

= — == - = —
4 4+2c2 2 4+2c2
14422 =204) = 4+22=8 = 2 =4 — =2 — c=+V2.

Hay dos posibles vectores directores para s: do1 = (1,1,v/2) y des = (1,1, —/2). Como la recta s pasa
por P(1,1,1), las ecuaciones son:

s1=(z,y,2) = (1,1,1) + A\(1,1,V2)

se = (z,y,2) = (1,1,1) + A(1, 1, —\@)

Las posibles rectas son:
s1:(x,y,2) = (1+)\,1+)\,1+\/§)\)
so:(Tyy,2) = (1+ A1+ A1 —V2))

Ejercicio 3. Opcién B

=2
Dados el plano w: 2+ 3y +22+ 14 =0 y la recta r : {X 5’ se pide:
z = 5.

a) Hallar el punto del plano m&s préximo al origen de coordenadas.
b) Calcular la proyeccién ortogonal del eje OZ sobre el plano =.
c) Hallar la recta con direccién perpendicular a r, contenida en 7, que corte al eje OZ.

13
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Solucion:

a)

b)

Hallar el punto del plano mas préximo al origen de coordenadas.

El punto P del plano 7 mds proximo al origen O(0,0,0) es la proyeccién ortogonal de O sobre 7. Se
encuentra en la interseccién de w con la recta s que pasa por O y es perpendicular a 7. El vector normal
amesn, =(1,3,2). Este es el vector director de la recta s. Ecuacién de la recta s:

r=0+1A= X
s=y=0+3A=3A
z=042\=2\

Hallamos la intersecciéon P = s N« sustituyendo las coordenadas de s en la ecuacion de 7:
(A +3BA)+2(20)+14=0

A+9A+424+14=0
UA=-14 = A=-1.

Sustituimos A = —1 en las ecuaciones de s para obtener el punto P:

P=(-1,3(~1),2(~1)) = (-1, -3,-2).

El punto del plano méas préximo al origen es P(—1, —3, —2). ‘

Calcular la proyeccién ortogonal del eje OZ sobre el plano .

La proyeccién ortogonal p del eje OZ sobre el plano 7 es la recta intersecciéon de m con el plano 7' que
contiene al eje OZ y es perpendicular a . Plano «’: Contiene al eje OZ (vector director dpz = (0,0, 1)

y punto 0(0,0,0)). Es perpendicular a 7w (vector normal 7, = (1,3,2)). El vector normal a 7', ny,

debe ser perpendicular a dgz vy a .

ng =1 X dog = —i(3—0)—j(1—0)+ k(0 —0) = (3,—1,0).

O = oSy
O WSy
=N R

La ecuacién de 7’ es de la forma 32 — y + 0z + D = 0. Como pasa por 0(0,0,0), D = 0.
7 =3x—y=0.
La recta proyeccién p Es la interseccién de w y 7'.

_fa43y+2z414=0
3z —-y=0

r+3y+22+14=0,

La proyeccion ortogonal del eje OZ sobre 7 es la recta p : {3 0
x—y=0.

&

14


https://mentoor.es
https://mentoor.es

Mateméticas. Geometria mentoor.es

c) Hallar la recta con direccién perpendicular a r, que esté contenida en =, y que corte al
eje OZ.

r=2

z=2>5

vector director es d,. = (0,1,0).

Recta buscada t: Sea ci,; su vector director. Recta r = { . Su vector director puede obtenerse

haciendo y = . Entonces r : ( i, 5). U
ftJ_r:>dtJ_d :>dt (01 )
—tC7r=>dtJ_n7r:>dt( 2):

El vector dt es perpendicular a dT y 7ir. Podemos tomar ci; como su producto vectorial:

i(2—-0)—5(0—0)+ k(0 —1) = (2,0,—1).

QU

~

I

=8

3

X

3

Nt

Il
— O =
L =
N O I

I

La recta t debe cortar al eje OZ (x = 0,y = 0). Sea Q el punto de corte. @ tiene la forma (0,0, zg).

Como t C 7, el punto () debe pertenecer a m. Sustituimos Q(0,0, zg) en la ecuacién de
0+3(0)+2(20)+14=0 = 220 =—-14 = 29 =-T.

El punto de corte es Q(0,0, —7). La recta ¢t pasa por Q(0,0,—7) y tiene vector director d, = (2,0,—1).

Ecuacién paramétrica de t:

z =042\ =2\
t={y=0+0A=0 . AER.
z=—T—1A=-T—2A

La recta buscada es t = (z,y,z) = (2X,0,—7 — \). ‘

&
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Madrid, Junio 2022 (Convocatoria ordinaria)

Ejercicio 3. Opcién A

Con un dispositivo ldser situado en el punto P(1,1,1) se ha podido seguir la trayectoria de
una particula que se desplaza sobre la recta de ecuaciones

2z — y = 10,
T
x — z = —90.

a) Calcule un vector director de r y la posicién de la particula cuando su trayectoria incide
con el plano z = 0.

b) Calcule la posicién mas préxima de la particula al dispositivo laser.

c) Determine el dngulo entre el plano de ecuacién z + y =2 y la recta r.

Solucion:

a) Calcule un vector director de r y la posicién de la particula cuando su trayectoria incide
con el plano z =0.

Vector director d_;:

—

Normales: n; = (2,—1,0), nx = (1,0,—1). d, =n1 X np = =(1,2,1).

— DN S
|
—_
o

Posicidnen z=0: Siz=0:2-0=-90 = 2z =-90. 2r—y =10 = 2(-90) —y =10 =
180 —y =10 = y = —190. Punto Q(—90, —190,0).

Vector director: d, = (1,2,1). Punto (z=0): Q(—90,—190,0).

b) Calcule la posicién mas préxima de la particula al dispositivo laser.

Posicién mas préxima M: Es la proyeccién ortogonal de P(1,1,1) sobre . Es la interseccién de r con
el plano 7w L r que pasa por P.

Plano 7: 1 = dp = (1,2, 1).

Ecuacién: z+2y+z+D = 0. Pasapor P(1,1,1): 142(1)+1+D =0 = D = —4. 7 = z+2y+2—-4 = 0.
Interseccién M =r N .

Paramétricas de r (usando Q y d;): (z,y,2) = (=90 4+ A, =190 4+ 2\, \). Sustituimos en m: (—90+ \) +
2(=1904+20\) + A —4=0. =90+ A —380+4\A+ A —4=0 = 61\ —474=0 = A =T9.

Punto M: z = —90 + 79 = —11. y = —190 4+ 2(79) = —32. z = 79. M(—11,—32,79).

‘La posicién mas préxima es M (—11,—32, 79).‘

c) Determine el dngulo entre el plano de ecuacién =+ y =2 y la recta r.

Plano ¢ : x +y = 2. Normal n;, = (1,1,0). Recta r. Director d, = (1,2,1).

|1 |

ldr |7

dy -1y = (1)(1) +2(1) +1(0) = 3. |dy| = VIZ+ 22+ 12 = V6. |riy]| = VIZ+ 12+ 02 = V2.
16 (V4]
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: _ B8 _ 3 _
SmMo =757/~ Viz 2

a = arcsin(v/3/2) = 60°.

3

SIS

S

3

‘El angulo es a = 60° (o w/3 radianes). ‘

Ejercicio 3. Opcién B

Sean el plano wm =x + y+ z = 1, la recta

=1+,
boldsymbolry = S y =1 — A,
z=—1

A€ER,yel punto P(0,1,0).

a) Verifique que la recta r; estd contenida en el plano m y que el punto P pertenece al
mismo plano.

b) Halle una ecuacién de la recta contenida en el plano que pase por P y sea perpendicular
a 7.

c) Calcule una ecuacién de la recta, r2, que pase por P y sea paralela a r;. Halle el area
de un cuadrado que tenga dos de sus lados sobre las rectas r; y 7a.

Solucion:

a) Verifique que 1 Cw y P €.
rrenm (1+A)+(1—-X)+(-1)=14+1—1=1. Se cumple. Pen m: 0+ 1+ 0= 1. Se cumple.

‘Se verifican ambas condiciones.

b) Halle una ecuacién de la recta contenida en el plano que pase por P y sea perpendicular
a 7.

Recta s. Pasa por P(0,1,0). sCm. s L ry. d, L, = (1,1,1). d, Ld, = (1,-1,0). d, =1 x dyy =
i Kk
1 1=(1,1,-2). s:(z,y,2) = (0,1,0) + (1,1, -2) = (p, 1 + p, —2p).
0

= = S

-1

‘La recta es s = (x,y,2) = (u, 1 + p, —2;L).‘

c) Calcule r; paralela a r; por P. Halle el drea de un cuadrado...

Recta r: Pasa por P(0,1,0). Paralela a ry = dyo = dpy = (1,—1,0). 75 : (2,9,2) = (0,1,0) +
#(1,-1,0) = (t,1 — t,0).
Area del cuadrado: Lado L = d(ry,r2) = d(P,r1). Punto Py(1,1

-

- - - t J
1,0 — (—1)) = (—1,0, 1) drl = (1,—1,0). P1P X drl = |—1 O
1 -1

17 (V4]
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|d:1| =2. L =1/3/V2. Area = L? = 3/2.

re = (¢,y,2z) = (t,1 —t,0).

, 3
Area del cuadrado = Eu .

2
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Madrid, Julio 2022 (Convocatoria extraordinaria)

Ejercicio 3. Opcién A

Sean el plano w =z =« y los puntos A(0,—1,0) y B(0,1,0) pertenecientes al plano .

a) Si los puntos A y B son vértices contiguos de un cuadrado con vértices {A, B,C,D} que
se encuentra en el plano 7, encuentre los posibles puntos C y D.

b) Si los puntos A y B son vértices opuestos de un cuadrado que se encuentra en el plano
7, determine los otros dos vértices del mismo.

Solucion:

a) Si los puntos A y B son vértices contiguos de un cuadrado con vértices {A, B,C,D} que
se encuentra en el plano 7, encuentre los posibles puntos C y D.
El plano # =z — 2 = 0. Vector normal 7 = (1,0, —1).
Puntos A(0,—1,0) y B(0,1,0) estdn en .

Vector del lado conocido: 1@ = (0,2,0). Longitud L = 2.
Determinacién del vértice D: Sea D = (xp, yp,2p)-

Condicién 1:
Denr = zp=uxp

Asi D = (zp,yp,xp).

Condicién 2:

AD | AB

Vector ﬁ = (zp,yp + 1,zp).
ﬁ-ﬁ:Q(yD—ﬁ—l):O = yp =—1. Asi D = (ap,—1,zp).

AD| =L =2

|E|2:x%+02+x%=2x%=4 — zp==+V2

Condicién 3:

Calculo de los vértices C y D:
Posibilidad 1: Dy = (v/2,-1,v2). AD; = (v/2,0,v/2). C; = B+ AD; = (0,1,0) + (v/2,0,1/2) =
(v2,1,v2).

Posibilidad 2: Dy = (—v/2, —1,—+/2). ADs = (—/2,0, —/2). Co = B+ADj = (0,1,0)+(—+/2,0, —/2) =
(_\/5715_\/5)'

Solucién 1: C(v/2,1,v2),D(V2,—1,V2)
Solucién 2: C(—=v2,1,—v2), D(—v2, -1, —V/2)

b) Si los puntos A y B son vértices opuestos de un cuadrado que se encuentra en el plano
7, determine los otros dos vértices del mismo.

Centro del cuadrado:
A+ B

2

M =

=(0,0,0)
Determinacién de los otros vértices C y D:

19
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Semidiagonal m = (0,—-1,0),
Longitud |m\ =1.

W debe ser perpendicular a m y estar en 7.

C = (zc,y0,70). MC = (v¢,yc, w0)

mm =—yoc=0 = yc =0. Asi C = (z¢,0,2¢).
IMC2 = |MAP = 202 =12 = z¢ = +¥2.

Los vértices C y D:

C=(20%2)y
D= (_§7 7_§)

277 2

4nd), (00

Los otros dos vértices son < 205 , 0,

Ejercicio 3. Opcién B

Sean las rectas

Lyt2=0 r=2—2t,
€ =
r: Y ’ s:{y=0>5+2t, teR.
y—224+1=0,
z=1,

a) Estudie la posicién relativa de las rectas dadas y calcule la distancia entre ellas.

b) Determine una ecuacién del plano que contiene a las rectas r y s.

c) Sean P y () los puntos de las rectas r y s, respectivamente, que estidn contenidos en el
plano de ecuacién z = (0. Calcular una ecuacién de la recta que pasa por los puntos Py Q.

Solucion:

a) Estudie la posicién relativa de las rectas dadas y calcule la distancia entre ellas.

Puntos y vectores:

Recta s: Py = (2,5,0),dy = (=2,2,1). Rectar: z =X = y=2\-1 = z=—(2A—1)—2 = —2\—1.
P, =(-1,-1,0), d, = (-2,2,1).

Posicién relativa: d_; = d_;.

Paralelas o coincidentes.

Pser?2=—-1-2\ = A=-3/2. 5=—-14+2X = A =3. 0= A. No coinciden. Son paralelas

distintas.
Distancia:
’I”PS d’l”
d(r,s) = d(Py,r) = 2P X ]
||
P.P; = (3,6,0)
i 7k
.,
P.P;xd.=|3 6 0|=(6-3,18)
-2 2 1
20 (V4]
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s

|P, P, x dy| = /36 + 9 + 324 = /369

ld | =Vit+d+1=3

d(r,s) = V/369/3 = 3v/41/3 = /41

Las rectas son paralelas y distintas. La distancia es v 41 u.

b) Determine una ecuacién del plano que contiene a las rectas r y s.

= z+1 y+1 =z
El plano 7’ contiene P.(—1,—1,0) y los vectores d, = (—2,2,1) y P.Ps = (3,6,0). | —2 2 1| =
3 6 0

0(z+1)(—6)—(y+1)(-3)+2(-12—-6)=0 = —6x—6+3y+3—-182=0. -6z +3y—182—-3 =

0 = 2z—y+6z2+1=0.

‘El plano es 7w’ : 2z —y + 62z +1=0.

c) ...recta que pasa por los puntos P y Q.
PuntoP: Peryz=0.A=0 = P(-1,—-1,0). PuntoQ: Q € syz=0. t =0 = Q(2,5,0). Recta

t pasa por Py ). Vector director ]@ = (3,6,0). Simplificado v; = (1,2,0). Ecuacién paramétrica

(usando Q):
r=2+0
t=<y=5+25 , JdeR
z=0

Larectaest: (xz,y,z) = (2+6,5+25,0).‘

21
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Madrid, Junio 2021 (Convocatoria ordinaria)

Ejercicio 3. Opcién A
Sean la recta

.= —x—y+z=0,
|2z +3y—z+1=0.
y el plano # =2x+y — 2+ 3 = 0. Se pide:

a) Calcular el angulo que forman r y .

b) Hallar el simétrico del punto de interseccién de la recta r y el plano 7 con respecto al
plano z —y =0.

c) Determinar la proyeccién ortogonal de la recta sobre el plano .

Solucion:

a) Calcular el dngulo que forman r y .
Vector director de la recta r, d:«: Es perpendicular a los vectores normales de los planos que la definen,
n_i = (717 717 1) Yy TL_é = (2737 71)

-

dp =ni xny=|—-1 -1 =i(1-3)—j(1=2) + k(=3 —(=2)) = (=2,1,-1).

Vector normal del plano 7, riy = (2,1, —1).

£y
3

|dr|

El angulo « entre la recta r y el plano 7 cumple sin o =

gl

S

|7

dy 1 = (=2,1,-1) - (2,1, -1) = (=2)(2) + 1(1) + (=1)(=1) = =4+ 1+ 1 = -2.

ld] = /(=22 4+ 12+ (-1)2=V4+1+1=16.

el = /22 4+ 124+ (-1)2=V4+1+1 =6

. -2 2 1
sln@ = —F——— = - = .

V6v6 63

. (1
o =arcsin | - | .
3

a = arcsin(1/3) = 19,47°

b) Hallar el simétrico del punto de interseccién de la recta r y el plano 7 con respecto al
plano z —y =0.

Primero, buscaremos el punto de interseccién entre r y m: Necesitamos la ecuacion paramétrica de r.

22 (V74
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—x+2=0= z==1
20—241=0 = 2z—24+1=0 = z=-1
Asf P.(—1,0,—1). Ecuacién paramétrica de r:

Un punto P, de r: Siy =0,

r=(z,y,2) = (—1,0,—-1) + A\(=2,1,-1) = (=1 = 2A\, A\, =1 = \).

Sustituimos en la ecuaciéon del plano 7 : 2z +y — 2+ 3 =0:
21 =20+ N —-(-1=-XN)+3=0
24X+ A+1+2+3=0
2A+2=0 = A=1.
El punto de interseccién es P = (-1 —2(1),1,—-1—1) = (-3,1, -2).

El plano respecto al cual buscaremos la simetria esel: 0 =z —y =0 = —y + 2z = 0. Vector normal
1, = (0,—1,1).

Para hallar el simétrico respecto al plano o, hallamos la recta perpendicular al plano que pasa por P:

-

dy =1y = (0,—1,1).

s=(z,y,2) = (-3,1,-2) +¢(0,—1,1) = (=3,1 — ¢, =2 + ).

Hallamos el punto M = s N o (proyeccién de Pj,; sobre o):

—(1=-t)+(-2+4+t)=0 = —1+t—-2+t=0 = 2t—-3=0 = t=3/2.

El punto medio M es M = (3,1 —-3/2,-2+3/2) = (-3,—-1/2,-1/2).

El punto simétrico P’ cumple M = P’"%“y = P’ =2M — Pj,;.

P =2(-3,-1/2,-1/2)—(=3,1,-2) = (=6, -1, —1)—(—=3,1,-2) = (=643, —1—1, —=142) = (=3, -2, 1).

‘El punto simétrico es P’'(—3,—2, 1)‘

Determinar la proyeccion ortogonal de la recta sobre el plano .

La proyeccién ' es la interseccién del plano m con el plano 7’ que contiene a r y es perpendicular a .
Plano «':

Contiene a r (pasa por P.(—1,0,—1) y tiene vector d, = (—=2,1,-1)).
Es perpendicular a 7 (vector normal n; = (2,1, —1)).
El vector normal a 7/, n/, es perpendicular a d, y 1.

3 T . 3
ny =dpxrip=]-2 1 —1|=i(-1—(=1)) —j(2— (=2)) + k(-2 — 2) = (0, -4, —4).
2 1 -1

Podemos usar n,. = (0,1,1).

La ecuacién de 7’ es Ox + 1y + 1z + D = 0. Pasa por P.(—1,0,—1):

0(-1)+1(0) +1(~1)+ D=0 = —14+D=0 = D=1.

23
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Elplanoes 7' =y +2z+1=0.

Recta proyeccion r': Es la interseccién de 7y 7'.

= 2r+y—2+3=0
y+z2+1=0

2x4+y—2+3=0,

La proyeccién ortogonal es la recta r’ =
y+z2z+1=0.

Ejercicio 3. Opcién B

Sean los planos my=xz4+y=1y me=x+z=1.

a) Halle los planos paralelos al plano m; tales que su distancia al origen de coordenadas sea
2.

b) Halle la recta que pasa por el punto (0,2,0) y es perpendicular al plano .

c) Halle la distancia entre los puntos de interseccién del plano 7; con los ejes x e y.

Solucion:

a) Halle los planos paralelos al plano m; tales que su distancia al origen de coordenadas sea
2.

Un plano 7’ paralelo a my = 2 +y — 1 = 0 tiene la forma 7’ =z +y + D = 0.
La distancia del origen O(0,0,0) al plano 7’ es:

1(0) +1(0) +0(0) + D| _ |D)

N |
W) = s 7 2

Queremos d(O, ') = 2:

-

=2 = |D| =2V2.

S

Esto da dos soluciones: D = 2/2 vy D= —24/2.
Los planos son @, =z +y+2vV2 =0y mh=a+y —2v/2 = 0.

Los planos sonw+y+2\/§:0yw+y—2\/§:0.

b) Halle la recta que pasa por el punto (0,2,0) y es perpendicular al plano 7a.
Sea s la recta buscada. Pasa por P(0,2,0). ma = 2+ 0y + 2z — 1 = 0. Su vector normal es 175 = (1,0, 1).
Como s | o, el vector director de s, d_;, es paralelo a n5. Podemos tomar d_; = (1,0,1).

La ecuacién paramétrica de s es:

r=0+1A= A
s={y=2+0A=2 , AR,
2=0+1\= A
24 (V4]
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La recta es s = (x,y,2) = ()\,2,)\).‘

c) Halle la distancia entre los puntos de interseccién del plano 7; con los ejes x e y.
Planom =z +y=1.
Interseccion con eje X (y=0,2=0): t+0=1 = z = 1. Punto Px(1,0,0).
Interseccion con eje Y (x =0,2=0): 0+y=1 = y = 1. Punto Py (0,1,0).

Distancia entre Px y Py :

d(Px,Py) = |PxPy| = |Py — Px| = |(0~1,1—0,0 - 0)| = [(~1,1,0)]

d(Px,Py) = /(12 +124+02=v1+1+0= V2.

‘La distancia es v/2. ‘
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Madrid, Julio 2021 (Convocatoria extraordinaria)

Ejercicio 3. Opcién A
Dado el punto A(1,0,—1), larecta r=ax—1=y+1= z;2 yelplano n=z+y—2 =26, se
pide:

a) Hallar el angulo que forman el plano 7 y el plano perpendicular a la recta r que pasa
por el punto A.

b) Determinar la distancia entre la recta r y el plano .

c) Calcular una ecuacion de la recta que pasa por A, forma un dngulo recto con la recta r
y no corta al plano .

Solucion:

a) Hallar el angulo que forman el plano 7 y el plano perpendicular a la recta r que pasa
por el punto A.

Planom:z+y—2=6 = 7, =(1,1,-1).
Rectar: &3t = 4 = 222 — d, = (1,1,2).
Plano «: Perpendicular a r pasando por A(1,0,—1).
Su vector normal es 7iq = d, = (1,1,2).

Angulo 0 entre 7y a:

|ﬁ7r'ﬁoz‘ o ‘(1717_1)'(17172” o |1+1_2| _ 0

— = = =0.
7| |7Ta ] V36 V18 V18

cosf =

= 6 =90°.

‘Los planos son perpendiculares, forman un dngulo de 90°.

b) Determinar la distancia entre la recta r y el plano .

Posicién relativa r y m: dy - ity = (1,1,2) - (1,1,—1) =1+1—2 = 0.

Son paralelos o r C 7.

Punto de r: P.(1,-1,2). ;P. € #? 1+ (—1) — 2 = —2 # 6. No pertenece.
Luego 7 es paralela a 7.
Distancia d(r, ) = d(Py, )

_ DMHED-1@)=6] _ |8 _ 83
V12412 4(—1)2 V3 3

8v/3

d(r,m) = - U

c) Calcular una ecuacion de la recta que pasa por A, forma un dngulo recto con la recta r
y no corta al plano .
Recta s: Pasa por A(1,0,—1). Sea d, su vector director.
l.slr = ds Ld.=(1,1,2).
2. snocortaanm = s|m = ds L7, =(1,1,—1). ds es perpendicular a d, y 7i,. Podemos tomar

de = d, X Tig.

7
ds =1
1

&
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Podemos usar el vector proporcional d, = (1, —1,0).
Recta s: Pasa por A(1,0,—1), vector director (1,—1,0).
Ecuacién paramétrica:

=14+ A
s=Eqy=—A\
z=-1
=14},
S=y=—A\, AeR

Ejercicio 3. Opcién B

ﬁ
Il

o —2x+y—2z=1.

T — 2 y+1 z+4 x4+ z=2,
= = S =
1 1 -3 Y

a) Escriba una ecuacién de la recta perpendicular comin ar y a s.
b) Calcule la distancia entre r y s.

Solucion:

a) Escriba una ecuacién de la recta perpendicular comin ar y a s.

Recta r: Punto P(2,—1,—4), vector @ = (1,1, —3).

Recta s: Planos my : z4+2—2 =0, mp : —22+y—22z—1 = 0. Vector ¥ = 7i; x7ls = (1,0,1) x (-2,1,-2) =
(—=1,0,1).

Punto @ de s: Seax =0. z = +2(0) +2(2) =5. Q(0,5,2).

Vector w perpendicular a i y x 0= (1,1,-3) x (-1,0,1) = (1,2,1).

Plano 71: Contiene r y @. Punto P(2,—1, —4), vectores i, .

r—2 y+1 z+4
m=| 1 1 3 |=0= Tz-2)—-4y+1)+(2+4) =0 = Tx—4y+2—14=0
1 2 1
Plano my: Contiene s y . Punto Q(0,5,2), vectores ¥, .
x—0 y—5 z2-2
m=| -1 0 1 |=0 = —22—(y—5)(-2)+(2—2)(-2) =0 = 2—(y—5)+(2—2) =0 = 2—y+2+3=0
1 2 1

Recta perpendicular comun t = 7 N 7y:

t

Tr—4y+2—-14=0
r—y+z+3=0

t

r—y+2+3=0.

{7m—4y—|—z—14:0,
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b) Calcule la distancia entre r y s.

Vector PQ =Q — P = (0—2,5—(—1),2 — (—4)) = (—2,6,6).
Producto mixto [P_Q,ﬂ',zﬂ:

-2 6 6
1 1 —3]=-2(1)—6(1—-3)+6(0—(-1)) = —2+12+6 = 16.
-1 0 1

Como es # 0, las rectas se cruzan.
Moédulo del producto vectorial

|G x 0] = @] =(1,2,1)] = V12 + 22 + 12 =6

Distancia .
dr.s) = [PQ,u,7]| 16| 16v6  8V6
U Jaxd Ve 603
8v6
d(r,s):Tu
28 (V4]
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Madrid, Junio 2020 (Convocatoria ordinaria)

Ejercicio 3. Opcién A

Dadas las rectas r = {

r=—14 2},
y s=qy=—4-—)\, se pide:
z=A

x_y:27
3r—2z=-—1

a) Calcular la posicién relativa de las rectas r y s.
b) Hallar la ecuacién del plano perpendicular a la recta r y que pasa por el punto P(2,—1,5).
c) Encontrar la ecuacién del plano paralelo a la recta r que contiene a la recta s.
Solucién:
a) Calcular la posicién relativa de las rectas r y s.
riy=x—2,2z=3x+1. Punto A(0,-2,1), ¢, = (1,1, 3).
s: Punto B(—1,—-4,0), ¥s = (2,—-1,1).
Uy, Us no proporcionales. Se cortan o cruzan.
AB = (-1,-2,-1).
-1 -2 -1
[AB,U,,7s] = | 1 1 31=—-11-(=3)—(-2)1—-6)+(-1)(-1—-2)=—4+2(-5) —1(-3) =
2 -1 1
—4 — 1043 = —11 # 0. Las rectas se cruzan.
‘Las rectas r y s se cruzan.
b) Hallar la ecuacidén del plano perpendicular a la recta r y que pasa por el punto P(2,—1,5).
Plano 7 L r. Normal 7, = ¢, = (1,1, 3).
Ecuacién: x +y+3z2+ D = 0.
Pasa por P(2,—1,5): 2+ (-1)+3(5)+D =0 = 16+D =0 = D=-16. r=2+y+32—16=0.
‘rEw+y+3z—16:0
c) Encontrar la ecuacién del plano paralelo a la recta r que contiene a la recta s.

Plano o contiene a s (punto B(—1,—4,0), ¥s = (2,—1,1)) y es paralelo a r (contiene v, = (1,1, 3)).

z+1 y+4 =z
c=1| 2 -1 11=0
1 1 3

(z4+1)(-3-1)—(y+4)6-1)+2(2—-(-1))=0
4z +1) =5y +4) +32=0 = —dz—4—5y—20+3z=0.
4+ 5y —32+24=0.

oc=4rx+5y—32+24=0
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Ejercicio 3. Opcién B

Dados los puntos P(—3,1,2) y Q(—1,0,1) y el plano de ecuacién ©# =x + 2y — 3z =4, se

pide:

a)
b)

c)

Hallar la proyeccién de Q sobre .
Escribir la ecuacién del plano paralelo a m que pasa por el punto P.
Escribir la ecuacion del plano perpendicular a 7 que contiene a los puntos P y Q.

Solucion:

a)

b)

Hallar la proyecciéon de Q sobre .

Sea Q(—1,0,1) y el plano r =x + 2y — 32 —4 = 0.
Para hallar la proyeccién Q' de ) sobre m, se traza la recta perpendicular a m que pasa por @, cuya
direccidn es el vector normal 7, = (1,2, —3).

La ecuacion de la recta es:
ro (=14 X, 042X, 1—3)\).

Para hallar A se sustituye en la ecuacién del plano:

(—1+A)+2(20) —3(1-3))—4=0 — 14A—8=0,

Por tanto,

3 8 5
La proyeccién es Q' | ——, —, ——
O O ¢

Escribir la ecuacion del plano paralelo a @ que pasa por el punto P.

Un plano paralelo a 7 tiene el mismo vector normal, por lo que su ecuacion es:
r+2y—32+D=0.
Como debe pasar por P(—3,1,2):
-3+2-1-3-24D=0 = -3+2-6+D=0 = D=7.

Entonces,
#=x+2y—32+7=0.

mT=x4+2y—324+7=0

Escribir la ecuacion del plano perpendicular a @ que contiene a los puntos P y Q.

Sea o el plano perpendicular a 7. Como el plano 7 tiene vector normal 7, = (1,2, —3), éste estard
contenido en o. Ademds, o pasa por P(—3,1,2) y contiene el vector PQ =Q — P = (2,—1,-1).
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Una forma de obtener la ecuacion es usar el determinante:

r+3 y—1 z-2
2 —1 -1 |=0.
1 2 -3

Tras desarrollarlo se obtiene, tras simplificar:

z+y+z2=0.

c=x+y+2=0
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Madrid, Septiembre 2020 (Convocatoria extraordinaria)

Ejercicio 3. Opcién A

Dados el punto P(3,3,0) y la recta r = w_—_f =¥= z‘gl se pide :

a) Escribir la ecuacién del plano que contiene al punto P y a la recta r.
b) Calcular el punto simétrico de P respecto de r.
c) Hallar dos puntos A y B de r tales que el tridngulo ABP sea rectangulo, tenga drea % y

el angulo recto en A.
Solucién:

a) Escribir la ecuacién del plano que contiene al punto P y a la recta r.

Para definir un plano, necesitamos un punto y dos vectores directores contenido en él. Nos sirve el
vector director de la recta r, un punto de la recta r, que llamaremos Pr y el vector que une el punto P
y el punto Pr

%
dr:(ilvlao) _ _
Pr=(2,0,-1) v-3 y=3 z
T P=(3,3,0) — T -1 1 0j=0
7 1 3 1
PrP=(1,3,1)
0 -1 0 -1 1

La ecuacién del plano es:

’71': X+y—4z—6:O‘

b) Calcular el punto simétrico de P respecto de r.

Primero, encontraremos un plano perpendicular a la recta r y que, a su vez, contenga el punto P:
' Lr/Pen:
— — . . . .
n. =d.=(-1,1,0) — a: z+y+0z4+A=0
Per — =3434A=0 — A=0
El plano buscado es:

m=—-24+y=0

Como segundo paso, calcularemos el punto Q de corte del plano anterior con la recta r. La forma maés
comoda de hacerlo es encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta.

T=2-—A
re y=2A — —2-X)+A=0 — A=1
z=-—1

Sustituyendo lambda en r, hallamos el punto Q (1,1,-1)

&
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El punto Q es el punto medio entre P y su simétrico P’:

P+ P
2

Q= P'=2Q-P=2(1,1,-1)—(3,3,0) = (—1,—1,-2)

Por tanto,

’P’ = (-1,-1,-2) \

c) Hallar dos puntos A y B de r tales que el tridngulo ABP sea rectdangulo, tenga area % y
el angulo recto en A.

A y B pertenecen a la recta r. Por tanto, cumplen su ecuacién. Partiendo de las ecuaciones paramétricas
de la recta:

2—\ X
A B: Y
-1 A

I
‘:w

X
A Y
A

\ \
N

El vector 1@ tiene como expresién:
AB = (2~ pp, 1) — (2= MA, 1) = (—p+ Ap— A,0)

= (7:u + A)(lv 717 O)

Asumiendo que el dngulo recto estd en A:

A B

P

AP L AB . Portanto AP-AB =0
AP = (3,3,0) — (2— A A —1) = (1+ A3 - A1)
AP AB = ) (1+A3— A1) =
11+ 2) + (~1)B =N\ +0-1=0

A=1

Por tanto:

A=(1,1,-1)

AP = (2,2,1)

El area del triangulo puede calcularse como:

33
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? 7%

Exﬁ:(— 1 -1 0

2 2 1
ﬁxﬁ (—p+1) [ 7—74—4?}

1
Ar =5l + (=1, -1 )I**I po LV (1)2 + (1) + 42
v 2
8 V2
-3 6

R i kv

—u+1=1 — pu=0 — B(2,0,—-1)

p—1=1 — p=2 — B(0,2,-1)

Por tanto, hay dos posibles soluciones:

’A:(l,l,—l) y B:(2,0,—1)‘

A=(1,1,-1) y B=(0,2,-1)]

Ejercicio 3. Opcién B

Del paralelogramo ABCD, se conocen los vértices consecutivos A(1,0,—1), B(2,1,0)y C(4,3, —2).
Se pide:
a) Calcular una ecuacién de la recta que pasa por el punto medio del segmento AC y es
perpendicular a los segmentos AC y BC.

b) Hallar las coordenadas del vértice D y el drea del paralelogramo resultante.
c) Calcular el coseno del dngulo que forman los vectores AB y AC.

Solucion:

a) Calcular una ecuacién de la recta que pasa por el punto medio del segmento AC y es
perpendicular a los segmentos AC y BC.
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El punto M es el punto medio de R:

2'2" 2

M= %@:%[(4,3,—2”(1,0,—1)] - (5 3 3)

%
El vector director de la recta d,. es perpendicular a /@ y E :

77 F
- -
d=ACxBC=|3 3 —1|=-47 +47 10K = (-4,4,0)
2 2 =2
r=3+)
i 3
d'r: 47_470 —
T { (5 s 1 — 7 y=5-A
M= (333 3
(3.5.-3) 2=-3

En definitiva, la ecuacion de la recta es:

8
I
I Nl

+
> >

I\

|

|
W

b) Hallar las coordenadas del vértice D y el drea del paralelogramo resultante

AD=D—A=BC
D= |BCl+ A=1[(4,3,-2) - (2,1,0)] + (1,0,~1)
D =(3,2,-3)
T F
A:’@xﬁ‘z 1 1 1
2 2 =2

A=/(-4)2 +42 + 02 = V32 ud® = 4v/2 ud®

A = 4y/2ud?

c) Calcular el coseno del dngulo que forman los vectores AB y AC.

|AB| = (1,1,1)

AC| = (3.3,-1)
cosyp = AB - AC — 3-14+3-14+1-(-1) 5 5
B AC) VEATP I VEEELCDT VBV VAT
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5
= arccos —— = 48°53'
v V57

El dngulo es de 48°53'
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Madrid, Junio 2019 (Convocatoria ordinaria)

Ejercicio 3. Opcién A

Dadas la recta r = =1

(-1,0,-1), se pide:

> = y_—_;’ = z y la recta s que pasa por el punto (2,-5, 1) y tiene direccién

a) Estudiar la posicién relativa de las dos rectas.
b) Calcular un plano que sea paralelo ar y contenga a s.
¢) Calcular un plano perpendicular a la recta r y que pase por el origen de coordenadas.

Solucion:

a) Estudiar la posicién relativa de las dos rectas.
r: Punto A(1,3,0), ¥, = (2,-2,1).
s: Punto B(2,-5,1), ¥ = (—1,0,—1).
¥, Us NO son proporcionales = se cortan o cruzan.

AB=B-A=(1,-8,1).

1 -8 1
Producto mixto [AB, 7., 7] = | 2 -2 1 [=1(2—0)—(=8)(=2—(—1))+1(0—-2) =2+8(—1)—2 =
-1 0 -1

2-8-2=-8+#0.
Las rectas se cruzan.

‘Las rectasr y s se cruzan.‘

b) Calcular un plano que sea paralelo a r y contenga a s.

El plano 7 contiene a s, pasa por B(2,—5,1) y contiene a ¥ = (—1,0,—1). Como es paralelo a r,
contiene a ¥, = (2,—2,1).
r—2 y+5 z-1
T=| —1 0 -1(=0
2 -2 1
(z=2)0-2)=(w+5)(-1-(=2)+(-1D2-0) =0 -2-2) - (y+5)(1) +2(z-1) =0
—2r+4—-y—5+4+2:2-2=0 = —2x—y+2:—-3=0.2xr+y—224+3=0.

‘7r5293—|—y—2z+3=0‘

c) Calcular un plano perpendicular a la recta r y que pase por el origen de coordenadas.

El plano o es L r, su vector normal 71, = ¥, = (2,—-2,1). Ecuacién: 2z — 2y + z + D = 0. Pasa por
0(0,0,0): 2(0) —2(0)+0+D =0 = D =0. Ecuacién: 2z — 2y + z = 0.

’0'52:c—2y+z=0‘

Ejercicio 3. Opciéon B
Dados el punto A(2,1,0) y el plano 7 =2z + 3y + 4z = 36, se pide:
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a) Determinar la distancia del punto A al plano .
b) Hallar las coordenadas del punto del plano mas préximo al punto A.
c) Hallar el punto simétrico de A respecto al plano 7.

Solucion:

a) Determinar la distancia del punto A al plano .

2(2) +3(1) + 4(0) — 36|  [4+3-36] |-29| 29
d(A, 1) = _ _ — = \/2%ud
(4,m) NozE e JITOFr16 V20 V329

d(A, ) = v/29ud

b) Hallar las coordenadas del punto del plano mas préximo al punto A.

Es la proyeccion ortogonal M.

1. Recta r L« por A(2,1,0). ¥, =7, = (2,3,4).

r= (242X 143\ 4)).

2. Interseccion M = r N m:

224270 +3(1+3X) +4(4N) =36 = 44+ 4N +3+9A+16A =36 = 290+ 7 =36 = 29\ =
29 = A=1.

M=(2+2(1),143(1),4(1)) = (4,4,4).

‘El punto mas préximo es M (4,4,4). ‘

c) Hallar el punto simétrico de A respecto al plano .

M es punto medio de AA’. A’ =2M — A. A’ =2(4,4,4) — (2,1,0) = (8,8,8) — (2,1,0) = (6,7, 8).

El punto simétrico es A’(6,7,8). ‘
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Madrid, Septiembre 2019 (Convocatoria extraordinaria)

Ejercicio 3. Opcién A

Dados los puntos A(1,1,1),B(1,3,—-3) y C(—3,—1,1), se pide:

a) Determinar la ecuacién del plano que contiene a los tres puntos.
b) Obtener un punto D (distinto de A, B y C) tal que los vectores AB, AC y AD sean

linealmente dependientes.
c) Encontrar un punto P del eje OX, de modo que el volumen del tetraedro de vértices A,

B, C y P sea igual a 1.
Solucién:

a) Determinar la ecuacién del plano que contiene a los tres puntos.

El plano 7 estd determinado por el punto A y los vectores AB y AC.
AB=B-A4=(1-1,3-1,-3-1) = (0,2,—4).

AC=C—-A=(-3-1,-1—-1,1—1) = (—4,-2,0).

Podemos usar vectores proporcionales para simplificar: @ = %A_B =(0,1,-2)yv = %A =(-2,-1,0).
La ecuacién del plano 7 es:
T—=TA Y—YAa 22— 24
Uy Uy u, |=0
Vg Uy Uy

r—1 y—1 z—-1
0 1 -2 1=0
-2 -1 0

(z = 1)(1(0) = (=2)(=1)) = (y = D(0(0) = (=2)(=2)) + (= = D(0(=1) = 1(=2)) = 0
(z—1)(0-2)—(y—1)(0—4)+(2—=1)(0+2) =0
—2x—-1)+4(y—1)+2(z—-1)=0

Dividimos por -2:
(x—1)—20y—1)—(:=1) =0

r—1—-2y+2—-2+1=0
r—2y—2+2=0

T=x—2y—2+2=0

b) Obtener un punto D (distinto de A, B y C) tal que los vectores AB, AC y AD sean
linealmente dependientes.

Los vectores A_B, AC, AD son linealmente dependientes si y solo si los cuatro puntos A, B, C y D son
coplanarios, es decir, si D pertenece al plano 7 determinado por A, By C.

Necesitamos encontrar un punto D(x,y, z) que satisfaga la ecuacién del plano z — 2y —z2+2 =0y que
sea distinto de A, By C.

Podemos elegir un valor para x e y y calcular z. Por ejemplo, sea x = 0,y = 0.

0-2(0)—24+2=0 = —2+2=0 = 2z =2. El punto D(0,0,2) pertenece al plano .
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Comprobamos que es distinto de A(1,1,1), B(1,3,-3) y C(-3,-1,1). Si lo es.

’Un posible punto es D(0,0,2) (cualquier punto del plano distinto de A, B, C es vélido).‘

c) Encontrar un punto P del eje OX, de modo que el volumen del tetraedro de vértices A,
B, C y P sea igual a 1.

Un punto P del eje OX tiene coordenadas P(xzp,0,0). El volumen del tetraedro de vértices A, B, C y
P es: 1
V=l det(AB, AC, AP)|

Calculamos AP = P— A = (¢p—1,0—1,0—1) = (x,—1,—1,—1). Usamos los vectores AB = (0,2,—4)
y AC = (—4,—2,0) de antes.

oL zp,—1 -1 -1
det(AP,AB,AC)=| 0 2 -4
-4 -2 0
= (zp = 1)(2(0) = (=4)(=2)) = (=1)(0(0) = (=4)(=4)) + (=1)(0(=2) — 2(-4))
=(xzp—1)(0—-8)+1(0—16) — 1(0+38)
=—8(zp—1)—16 -8 = —8x,+8—16 — 8 = —8x, — 16.
El volumen es V = | — 8z, — 16|. Queremos que V = 1.
1
6|—8xp—16|=1 = | -8z, 16| =6
Esto nos da dos posibilidades: 1) =8z, —16 = 6 = -8z, =22 = 1z, = —% = —. Punto
Pl(_%’oao)' 2) _8'17;0 —16=-6 — _Sxp =10 = Tp = _1870 = _%' Punto PQ(_g’O’O)'

_ 11 5
Hay dos posibles puntos: Pl(—Z,O,O) y Pz(—Z,O,O).

Ejercicio 3. Opcién B

z+y—2z2=0,

,s=(x,y,z) =(1,2,3) + A(1,0,1),
Iy =Gy - (L2300

Dados el plano 7 =2x+ 3y —z =4,y lasrectas r = {

con )€ R, se pide:

a) Calcular el punto simétrico de P(1,2,3) respecto de .

b) Hallar la ecuacién de la recta perpendicular al plano, que pasa por el punto de interseccién
de las rectas ry s.

c) Calcular el dngulo que forman entre si las rectas ry s.

Solucion:
a) Calcular el punto simétrico de P(1,2,3) respecto de .

Sea P’(2',y',7") el punto simétrico de P(1,2,3) respecto al plano 7 = 2z + 3y — z = 4.
1. Hallamos la recta t perpendicular a m que pasa por P.

&
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b)

El vector director de t, ¥, es el vector normal del plano =, 7, = (2,3, —1).
La recta t es: (z,y,2) =(1,2,3) + u(2,3,—1) = (1 + 21,2 + 31,3 — p).

2. Hallamos el punto M, interseccion de la recta t y el plano 7. Sustituimos las coordenadas de ¢ en la
ecuacion de m:

20 +2p) +32+3u) —B—p) =4
244p+6+9pu—-3+p=4
MUp+5=4 = ldp=—-1 = p=—1/14.

El punto M es:
xy=14+2(-1/14)=1-1/7=6/7

Yy =2+43(—1/14) =2 — 3/14 = 28/14 — 3/14 = 25/14
v =3—(—1/14) =3+ 1/14 = 42/14 4+ 1/14 = 43/14
M(6/7,25/14,43/14)

3. M es el punto medio del segmento PP’'.

P+ P
2

@ =2(6/7)—1=12/7—-7/7=5)7
y =2(25/14) — 2 = 25/7 — 14/7 = 11/7
2 =2(43/14) — 3 =437 — 21/7 = 22/7

M = = P'=2M-P

El punto simétrico es P’(%, %, %)

L. ,,5 11 22
El punto simétrico es P’(—,

7T

Hallar la ecuacién de la recta perpendicular al plano, que pasa por el punto interseccion
de las rectas r y s.

1. Hallamos el punto de interseccion I de r y s.

Recta 7:

Sumando las ecuaciones x+y—z = 0y z+y+2 = 2, obtenemos 2z+2y =2 — z+y=1 —= y=1-=z.
Restando las ecuaciones (x +y+2) — (z+y—2)=2-0 = 22=2 = z=1.

Sustituyendo z =1 en la primera ecuacién: z+y—1=0 = y=1—=z.

Parametrizacién de r: (z,y,2) = (A, 1 =\, 1).

Punto A(0,1,1), 9, = (1,-1,0).

Recta s: (x,y,2) = (1 4+ X,2,3+ X). Punto B(1,2,3), vs = (1,0,1).

Igualamos las coordenadas paramétricas (usando p para s para evitar confusién): r : (A, 1 — A1)
st (14 p,2,34 p)

A=1+4+p
1—-A=2
1=3+u
De la tercera ecuacién: p=1—3 = —2.
De la primera ecuacién: A =1+ (—2) = —1.
Comprobamos en la segunda ecuacién: 1 — (—1) =1+ 1 = 2. Se cumple.
El punto de interseccién I se obtiene con A= —1lenr o pu=—2en s.
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Usando A = —1: I(—1,1—(—1),1) =I(—1,2,1).
Usando = —2: I(1+(—2),2,3+ (— 2))2]( 1,2,1).

2. Hallamos la recta t perpendicular a m que pasa por I( 1,2,1).
El vector director de ¢ es el normal de 7: ¥, = i, = (2,3, —1).
La ecuacién paramétrica de t es:

t= (I’,y,Z) = (71,271) +7(253771) = (71 + 2772+37’1 - 7)

T =—14 2,
La recta pedidaes t=< y =2+ 37, (yeR)|
Z:1_77

c) Calcular el dngulo que forman entre si las rectas r y s.

El d4ngulo 0 entre las rectas r y s es el dngulo agudo formado por sus vectores directores ¢, = (1, —1,0)
y Us = (1,0,1). Usamos la férmula del producto escalar:

cos =

O T = (1)) + (=1)0)+ (0)(1) =1+0+0=1. || = 12+ (-1)2+02 = V/I+1+0 = V2.

[T, =12+ 02+ 12=y1+0+1=+2

cosf = = —,

22 2
El dangulo es § = arccos(1/2) = 60°.

’El dngulo entre r y s es 60°.
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Madrid, Junio 2018 (Convocatoria ordinaria)

Ejercicio 3. Opcién A

Dados los planos w3y =4x+ 6y — 1224+ 1 =0, 73 = —2x — 3y + 62 — 5 = 0, se pide:

a)
b)

Calcular el volumen de un cubo que tenga dos de sus caras en dichos planos.
Para el cuadrado de vértices consecutivos ABCD, con A(2,1,3) y B(1,2,3), calcular
los vértices C y D, sabiendo que C pertenece a los planos 72 y g =x —y+ z = 2.

Solucion:

a)

b)

Calcular el volumen de un cubo que tenga dos de sus caras en dichos planos.

Primero, estudiamos la posicién relativa de los planos.

Vector normal de my: 71y = (4,6, —12), podemos simplificarlo a 7; = (2, 3, —6).

Vector normal de ma: 7ig = (—2, —3,6).

Observamos que 71 = —1 - 7i;. Los vectores normales son proporcionales, por lo que los planos son
paralelos o coincidentes.

Comparamos los términos independientes. Reescribimos w9 multiplicando por -1: 2z + 3y — 6z +5 = 0.
Comparamos con 7 (simplificada dividiendo por 2): 2z + 3y — 6z + 1/2 = 0.

Ay B, _ G _ 1/2

41— Dy _ -1 -
Como =5 - = Lpero =5 =15 # 1, los planos son paralelos y no coincidentes.

El lado del cubo, L, es la distancia entre los dos planos paralelos 7 y mo.
Usamos la férmula de la distancia entre planos paralelos Ax+By+Cz+D; =0y Az+By+Cz+ Dy = 0:

|D1 — Ds|
VETE Ot

Usamos las formas 22 4+ 3y — 62+ 1/2=0y 2x + 3y — 62+ 5=0.

[1/2 — 5| [1/2 —10/2] |—9/2] 9/2 9
L:d(ﬂ-l,ﬂ-Q): = = = - = —,
V22 +32+(—6)2  V4+9+36 V49 7T 14
El volumen del cubo es V = L3. 5
9 729
V= (14) = 5741
9\* 729
Volumen = [ — = ud®.
14 2744

Para el cuadrado de vértices consecutivos ABCD, con A(2,1,3) y B(1,2,3), calcular
los vértices C y D, sabiendo que C pertenece a los planos 72 y g3 =z —y+ 2z = 2.
El vector AB=B - A= (1-2,2—1,3—3)=(-1,1,0).

En un cuadrado ABCD, el vector BC debe ser perpendicular a AB y tener la misma longitud.
|AB| = /(-1)2+ 12402 = /1 + 1 + 0 = v/2. La longitud del lado es v/2.

El punto C pertenece a la recta interseccién de los planos mo y 3.
my=—-2r—-3y+6z—5=0

my3=x—Yy+z=2

Seaz=A Dernmg,c=y—2z+2=y—A+2.
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Sustituimos en my: —2(y —A+2) =3y +6A—-5=0 -2y +2A—4—-3y+6A—-5=0 -by+8\—9 =

0 = 5y=8\—-9 = y="53-2

Sustituimos y para encontrar x: z = 3= — )\ 42 = 8A=9-50410 — 3A4

. La recta interseccion r

es: 1 = (x,y,2) = (3>‘5—+1, 8)‘5—_9,)\). Un punto genérico de esta recta es C (3)‘%1, %, /\). El vector

5
Condicién 1: BC' es perpendicular a AB. BC - AB = 0.

BO =C—B= (32 1,829 9\ 3) BO = (3EL=5 8A=9-10 )\ 3) — (

3 —4 8X—-19
5 7 5

,/\—3> (-1,1,0) =0

3X—4 8A—19
()T +0(A=3) =0

—3A+44+8X-19
5

Para A = 3, el punto C es: xcz?ﬁ)ﬁ:g&:z. Yyo=—%— =" =2

Condicién 2: |BC|? = |AB|? = 2.

8(3)—9 __ 24-9 15 _

3A—4 8A-19
B EEA-3).

5

=0 = 5A—-15=0 = 5A=15 — A =3.

3. zc = 3. C(2,3,3).

Para A = 3, BC = (M 83)-19 3 3) — (954, 24219 0) = (2,2,0) = (1,1,0). [BC? =12+ 12 +

5
02=1+1+0=2. Se cumple.
El punto C es (2,3, 3).

5

Finalmente, hallamos D usando la propiedad del paralelogramo AD=BC. D= A+ BC = (2,1,3) +

(1,1,0) = (2+ 1,14+ 1,340) = (3,2,3).

1C(2,3,3) y D(3,2,3)]|

Ejercicio 3. Opcién B

2x =2
Dados el punto P(1,1,1) y las rectas r = Tty ’ s= L‘f =
5 + z = 6, -
a) Hallar la distancia del punto P a la recta r.
b) Estudiar la posicién relativa de las rectas r y s.

c) Hallar el plano perpendicular a la recta s y que pasa por el punto P.

Solucion:

a) Hallar la distancia del punto P a la recta r.

Primero, obtenemos un punto y vector director de r.
De2x+y=2,y=2—2x. Debzx+2=6, 2 =6 — bx.

Haciendo z = A, r = (\,2 — 2X\,6 — 5)).

Un punto de r es A(0,2,6) (para A = 0).

El vector director de r es ¥, = (1, -2, —5).

El punto exterior es P(1,1,1).

Formamos el vector AP = P — A = (1-0,1-2,1-6)=(1,—-1,-5).

La distancia es d(P,r) = %.
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b)

Calculamos el producto vectorial:

- - =

. L . .
AP x ¥, =1 -1 —=5|=4(5—10)—j(=5—(=5)) + k(-2 —(-1))
1 -2 -5

= (=5,0,—1).

Calculamos su médulo:

|AP x @] = /(=5)2 4+ 02 + (-1)2 =25+ 0+ 1 = V26
Calculamos el médulo del vector director:

5] = V12 + (=2)2 4 (=5)2 = VI + 4+ 25 =30

o) ¥B_[B_[5_5_,
d(P,r):\/gz\/fud

Estudiar la posiciéon relativa de las rectas r y s.

Recta r: Punto A(0,2,6), vector ¥, = (1, -2, —5).
z—2 __ y+1 __ z2—1

Recta s: &= = 5= = VR

Punto B(2,—1,1), vector 5 = (—1,1,1/3).

Podemos usar un vector proporcional ¥s = (—3,3,1).

Comprobamos si ;. y s son proporcionales: % #+ 72 No son paralelas. Se cortan o se cruzan.
Formamos el vector AB=B —A=(2-0,—-1—-2,1-6)=(2,—3,-5).
Estudiamos el producto mixto [AB, ¥, ¥Us]:

La distancia es

) 2 -3 -5
[AB,#,,5,)=|1 -2 -5
-3 3 1

=2(=2(=5) = (-5)3) = (=3)(1(1) — (=5)(=3)) + (=5)(1(3) — (=2)(-3))
= 2(—2+15) + 3(1 — 15) — 5(3 — 6)
=2(13) + 3(—14) — 5(=3) = 26 — 42 + 15 = —1.

Como el producto mixto es —1 # 0, los vectores son linealmente independientes. Las rectas se cruzan.

‘Las rectas r y s se cruzan.

Hallar el plano perpendicular a la recta s y que pasa por el punto P.

Sea 7 el plano buscado. Como es perpendicular a s, su vector normal 77, es el vector director de s.
Usamos 05 = (—3,3,1).

La ecuacién del plano es de la forma —3z + 3y + 12+ D = 0.

El plano pasa por P(1,1,1). Sustituimos para hallar D:

—3(1)+3(1)+1(1)+ D=0
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—-3+3+14D=0= 1+D=0 = D=-1.
La ecuaciéon del plano es =3z +3y+2—1=0.

=—3x+3y+2-1=0(03x—3y—z+1=0)|
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Madrid, Septiembre 2018 (Convocatoria extraordinaria)

Ejercicio 3. Opcién A

Se consideran los vectores @ = (—1,2,3), ¥ =(2,0,—1) y el punto A(—4,4,7). Se pide:

a)

b)
<)

Determinar un vector w; que sea ortogonal a 4 y ¥, unitario y con tercera coordenada
negativa.

Hallar un vector no nulo w: que sea combinacién lineal de 4@ y ¥ y ortogonal a v.
Determinar los vértices del paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de los vectores
— — . —

% y U y una de sus diagonales es el segmento OA.

Solucion:

a)

b)

Determinar un vector w; que sea ortogonal a # y ¥, unitario y con tercera coordenada
negativa.

Un vector ortogonal a & y ¥ es su producto vectorial & X .
=i(=2—=0) = J(1 —6) + k(0 —4) = (=2,5,—4).

Sea p = (—2,5,—4). Este vector es ortogonal a @ y . Para que sea unitario, lo dividimos por su
modulo:

151 = V/(—2)2 452 + (—4)2 = VA + 25 + 16 = V45 = 3v/5.

[

1 — 2 5 4
3va(72:5,—4) = (_3@3«5’ 3¢5)'
Racionalizando: p,, = (—%, 51\4)5,_%) = (—Qféga %a_%)'

4v5

Este vector p, tiene la tercera coordenada —=%, que es negativa. Por lo tanto, w) = pi.

Un vector unitario y ortogonal es p,, =

i

B (_2\/5 5v/5 _4\/§>

= 15 15 ' 15

Hallar un vector no nulo ws que sea combinacién lineal de @ y ¥ y ortogonal a v.

Un vector w5 combinacién lineal de ¢ y ¥ tiene la forma wy = AMi + p¥/ para algunos escalares A, p.
Wy = A—1,2,3) + p(2,0, —1) = (=X + 2u, 21,3\ — p).
Debe ser ortogonal a ¥ = (2,0, —1), lo que significa que su producto escalar es cero: ws - ¥ = 0.
(=X 4+2p,20, 32 — ) - (2,0,-1) =0

2(=A+2) + 0(2)\) + (—1)(3BA — p) = 0
2N+ 4p—3N+pu=0
“BABu=0 = Bbu=5\ = p=A\

El vector ws es de la forma:

Wy = (=X 42X, 2X, 30 — A) = (A, 21, 2\) = A(1,2,2).
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Como se pide un vector no nulo, podemos elegir cualquier A # 0. Por ejemplo, con A = 1.

Wy = (1,2,2).

‘u?z = (1,2,2) (o cualquier miltiplo no nulo) ‘

c) Determinar los vértices del paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de los vectores
% y U y una de sus diagonales es el segmento OA.

C

0] B

Sea el paralelogramo OBAC” con origen 0(0,0,0).

Los lados son OB (en direccién @ o #) y OC” (en direccién del otro vector).

Las diagonales son OC'+ OBy OC' — OB.

Los lados del paralelogramo son ki y mv para algunos escalares k, m, y la diagonal es OA = kit + m@.

(_4a4a 7) = k(_la 27 3) + m(2707 _1)

(—4,4,7) = (=k +2m, 2k, 3k — m)

Tgualando componentes:

—k+2m=—-4
2k =4
3k—m=17

De la segunda ecuacién, k = 2.

Sustituyendo k = 2 en la primera: —(2) +2m = -4 = 2m=-2 = m = —1.
Comprobamos en la tercera ecuacién: 3(2) — (—1) =6+ 1= 7. Se cumple.

Los lados del paralelogramo son 24 = (—2,4,6) y (—1)7 = (—2,0,1).

Los vértices del paralelogramo, partiendo del origen O(0,0,0), son: O = (0,0, 0).
Vi=0+42i=(0,0,0)+ (—2,4,6) = (—2,4,6).

Vo=0-9v=1(0,0,0)+ (—2,0,1) = (—2,0,1). (Usamos —¥ como lado)
A=0+2i—7=(-2,4,6) + (—2,0,1) = (—4,4,7). (Diagonal OA)

Los vértices son 0(0,0,0), V1(—2,4,6), A(—4,4,7) y Va(—2,0,1).

’Los vértices son 0(0,0,0), B(—2,4,6),C(—2,0,1), A(—4,4, 7).\

Ejercicio 3. Opcién B

Dados el punto P(0,—1,1) y la recta r, que pasa por el punto Q(1,0,1) y tiene como vector
director ¥ = (0,1,2), se pide:

a) Hallar la ecuacién implicita del plano que contiene a r y pasa por P.
b) Encontrar el punto S contenido en r tal que el vector SP sea perpendicular a la recta r.
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c) Hallar el area del tridngulo cuyos vértices son el punto P y dos puntos T4i,T2, contenidos
en la recta r, que estan a distancia /5 de P.

Solucion:

a) Hallar la ecuacién implicita del plano que contiene a r y pasa por P.
El plano 7 estd determinado por el punto Q(1,0,1) de la recta, el vector director de la recta ¥ = (0, 1, 2),
yelvector QP =P —-Q=(0—1,-1-0,1—1) = (=1,-1,0).
Comprobamos que Uy Q_P no son paralelos: % #* }1 Son linealmente independientes.
La ecuacién del plano 7 es:
T—TQ Y—Yg =<—Z2Q
Vg Uy Uy =0
P, QP QP
r—1 y—0 z-1
0 1 2 |=0
-1 -1 0
(z = 1)(1(0) = 2(=1)) = »(0(0) = 2(=1)) + (= = 1)(0(=1) = 1(=1)) =0
(-1D2)-y@2)+(z-1)(1)=0
20 —-2-2y4+2—-1=0

2c —2y+2z—-3=0

n=2r—2y+2—3=0

b) Encontrar el punto S contenido en r tal que el vector SP sea perpendicular a la recta r.

El punto S, al estar en la recta r, tiene coordenadas S(1, A, 1+2\) para algiin A € R (usando la ecuacién
paramétrica de r: (1,0,1) + A(0, 1, 2)).

El vector SP=P -8 =(0—1,—1—X\1—(1+2\) = (=1,—1— X, —2\).

La condicién es que SP sea perpendicular a r, lo que significa que SP es perpendicular al vector director
de r, ¥ =(0,1,2).

Su producto escalar debe ser cero: SP.-7=0.

(=1,-1—=X,—-2X)-(0,1,2) =0
—1(0) + (-1 =X (1) + (-2M)(2) =0
0—-1-X—4Xx=0
—1-5A=0 = HA=-1 = A=-1/5.
Sustituimos A = —1/5 en las coordenadas de S:
S=(1,-1/5,1+2(-1/5)) =(1,-1/5,1—-2/5) = (1,—1/5,3/5).

Este punto S es la proyeccién ortogonal de P sobre r.

‘El punto es S(1, —1/5,3/5).‘
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c) Hallar el area del tridngulo cuyos vértices son el punto P y dos puntos T4i,T2, contenidos
en la recta r, que estan a distancia /5 de P.

Los puntos T3, T5 estdn en la recta 7, por lo que T'(1,\, 1 4 2)\).
La distancia de P a T es d(P,T) = /5. d(P,T)? = 5.
El vector PT = T — P = (1 —0,A — (=1),(1 +2)) — 1) = (1A + 1,2)\). d(P,T)* = |PT|> =
2+ (A+1)2+ (202 =5.
I+ (A +2X+1)+4X* =5

1+ M +2X0+1+4X% =5
5A’+20+2=5
5A°+20-3=0
Resolvemos la ecuacion cuadratica para A:

)\_—21,/22—4(5)(—3)_—Qj:\/4+60_—2j:\/@_—2j:8
N 2(5) N 10 10 10

Dos soluciones para A:

—2+8 6
A = = —_— =
! 10 10 3/5
2.8 —10
= = — =—-1
A2 10 10

Los puntos T; y T5 corresponden a estos valores de A:
Para Ay =3/5: Th = (1,3/5,1+2(3/5)) = (1,3/5,1+6/5) = (1,3/5,11/5).
Para \g = —1: Ty = (1,-1,1+2(-1)) = (1,-1,1 - 2) = (1, -1, —1).
El drea del tridgngulo PTyT5 es 1|PT) x PTy|.
PTy=T,—-P= (1-0,3/5—(-1),11/5—-1)=(1,8/5,6/5)
PTy=Ty—P=(1-0,-1—(-1),-1—1) = (1,0,-2)

- —

B - i 7k
PTy x PTy=|1 8/5 6/5
1 0 -2

=i(—16/5—0) — j(—2 — 6/5) + k(0 — 8/5)
= (—16/5, —(—10/5 — 6/5), —8/5) = (—16/5, —(—16/5), —8/5) = (~16/5,16/5, —8/5).

Médulo:
) B 256 256 64
— _ 2 2 — 2 = —_— —_— -~
|PTy x PTy| = \/(—16/5) + (16/5)2 + (—8/5) % T 95 T o
_ /576 _ VBT6 24
V25 5 5
Area: 1 24 12
Area(PTIT) = = x — = —ud?
rea(PT1T5) 5 X 5 5 ud

) 12,
Area(PTT;) = 3 ud

50

&


https://mentoor.es
https://mentoor.es

Mateméticas. Geometria mentoor.es

Madrid, Junio 2017 (Convocatoria ordinaria)

Ejercicio 2. Opcién A

Dados los puntos P(1,-—2,1),Q(—4,0,1),R(-3,1,2),5(0,—3,0), se pide:

a) Hallar la ecuacién del plano que contiene a P, Q y R.

b) Estudiar la posicién relativa de la recta r, que pasa por los puntos P y Q, y la recta s, que
pasa por Ry S.

c) Hallar el drea del tridngulo formado por los puntos P, Q y R.

Solucion:

a) Hallar la ecuacién del plano que contiene a P, Q y R.

El plano 7 estd determinado por el punto P y los vectores P_Q y PR.
PQ=Q-P=(-4—1,0—(-2),1—1) = (=5,2,0).

PR=R—-P=(-3-1,1—(-2),2—1) = (-4,3,1).

Estos vectores no son proporcionales (=2 # %), por lo que definen un plano. La ecuacién del plano 7

4
€es:
T—xTp Y—Yrp Z2—2Zp
PQx PQy PQz =0
PR, PR, PR,

z—1 y—(-2) z-1

-5 2 0 |[=0
—4 3 1

r—1 y+2 z-1

) 2 0 |=0
—4 3 1

(x—1)2-1-0-3)—(y+2)(-5-1—-0-(—4)+(z—1)(-5-3—-2-(—4)) =0
(x—1)(2)—(y+2)(-5)+(z—=1)(-15+8) =0
2@ —1)+5(y+2)—7(z—1)=0
20 -24+5y+10-72+7=0
20+ 5y —72+15=0

mn=2x+5y—T72+15=0

b) Estudiar la posicién relativa de la recta r, que pasa por los puntos P y Q, y la recta s, que
pasa por Ry S.

Recta r: Pasa por P(1,—2,1) y tiene vector director @, = PQ = (—5,2,0).

Recta s: Pasa por R(—3,1,2) y tiene vector director 7y = RS = S — R = (0 — (—=3), -3 — 1,0 — 2) =
(3,—4,-2).

Comprobamos si los vectores directores v, y Us son proporcionales: _75 =+ %4.

No son paralelos, por lo tanto, las rectas r y s se cortan o se cruzan.

Formamos el vector PR = R — P = (—4,3,1) (calculado en el apartado a).
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Estudiamos el producto mixto [P_R, Uy, Us 2

) 4 3 1
PR, 0,7, =|-5 2 0
3 -4 -2

= —4(2(-2) = 0(=4)) — 3(=5(=2) = 0(3)) + 1(=5(—4) — 2(3))
= —4(—4) — 3(10) + 1(20 — 6)
=16-30+14=0

Como el producto mixto es cero, los tres vectores son linealmente dependientes (coplanarios). Dado
que los vectores directores no son paralelos, las rectas se cortan en un punto.

Las rectas r y s se cortan.‘

c) Hallar el drea del tridngulo formado por los puntos P, Q y R.

El édrea del tridngulo PQR es la mitad Qel moédulo del producto vectorial de dos vectores que forman
lados del triangulo, por ejemplo PQ y PR.

‘ 1 - -
Area(PQR) = §|PQ x PR]

Ya calculamos los vectores en el apartado a): PQ = (=5,2,0) y PR = (—4,3,1). Calculamos su
producto vectorial:

PQ x PR=|—

=0(2) — j(=5) + k(—=15+8) = (2,5, —7).
Calculamos el médulo de este vector:

|PQ x PR| =(2,5,—7)| = /22 + 52 4+ (=7)2 = VA + 25 + 49 = V/78.

El area del tridngulo es:
‘ 1
Area(PQR) = 5\/78ud?

. V78
Area(PQR) = 5 ud?

Ejercicio 3. Opciéon B

r+y—1=0,

r—z+1=0

b) Obtenga el punto de corte de la recta s=x=2—y =z —1 con el plano perpendicular a
s, que pasa por el origen.

a) Determine la distancia entre las rectas ri =x=y=zyrs =

Solucion:

Recta 7 :

&
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b)

b)

Obtenga el punto de corte de la recta s=x =2 —y = z — 1 con el plano perpendicular a
s, que pasa por el origen.
Pasa por el origen A(0,0,0) y tiene vector director ¥; = (1,1,1).

Recta r9: Buscamos un punto y vector director.
Hacemos z = A.

De la primera ecuacion: y=1—z=1-— A

De la segunda ecuacion: z=x+1= X+ 1.

Ecuacién paramétrica de ro: (A, 1 — A\, A+ 1).

Un punto de r2 (haciendo A = 0) es B(0,1,1).

El vector director de 9 es v = (1,—1,1).

Posicién relativa: Los vectores directores 73 = (1,1,1) y

U2 = (1,—1,1) no son proporcionales (1 # —5).
Las rectas se cortan o se cruzan. Vector AB = B — A = (0,1,1). Producto mixto [AB, 7y, ]:

11
1 1=01-(-1))-11-1)+1(-1-1)=0-0+1(-2) = —2.
1

0
[AB,¥1,7s] = |1
1 -1

Como el producto mixto es —2 # 0, las rectas se cruzan.

Distancia: .
|[AB, vy, U]

rr) =

Ya tenemos |[AB, 7, 7,]| = | — 2| = 2.
Calculamos 7] X Us:
i ]k B B
T xUy=1{1 1 1/=i(1—(-1))—j1-1)+k(-1-1)=(2,0,-2).
1 -1 1

Médulo: |# x G| = [(2,0,-2)| = /22 + 02 + (-2)2 = VA + 0+ 4=/8=2/2.
Distancia:

2 1 V2
d(’f‘l,’l"g) = 27\/5 = ﬁ = 7’&
d(ri,72) = fu

Obtenga el punto de corte de la recta s=x =2 —y =2 —1 con el plano perpendicular
a s, que pasa por el origen.

Primero, escribimos la recta s en forma paramétrica. De las igualdades: © =2 -y — y =2 —z.
r=2z—1 = z=ux+ 1. Haciendo z = X:

A
2—-A
14+ A

x
s=1y
z

Un punto de s es Ps(0,2,1) (para A = 0) y su vector director es s = (1,—1,1).
Sea 7 el plano perpendicular a s que pasa por el origen O(0,0,0).

El vector normal al plano 7 es el vector director de s: 7, = U5 = (1,—1,1).

La ecuacién del plano 7 es de la forma 1oz — 1y + 1z + D = 0.

Como pasa por el origen 0(0,0,0): 1(0) —1(0) +1(0)+ D=0 = D =0.

&
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La ecuacién del planoes t =z —y + 2z = 0.
Buscamos el punto de corte M entre la recta s y el plano .
Sustituimos las coordenadas paramétricas de s en la ecuacion de m:

N=-2=-XN4+1+XN=0
A—=24+A4+14+X=0
3IN-—1=0 = 3\=1 = )\:é.

Sustituimos A = 1/3 en las ecuaciones paramétricas de s:

1
sl
3
1 6-1 5
—o_-_2—>_72
y 3 3 3
1 341 4
=1 _—= — = =
e R

El punto de corte es M(%,

wlot
[SS1FN
~—

)

154
El punto de cortees M | —,—, — | .
33 3
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Madrid, Septiembre 2017 (Convocatoria extraordinaria)

Ejercicio 2. Opcién A

Dadas las rectas
{61’ —y—z=1,
rs =

20 —y+z=1
y
3x — by — 2z = 3,
o =
3z +y+4z =3.
se pide:

a) Estudiar la posicién relativa de r; y ra.
b) Calcular la distancia entre las dos rectas.
c) Hallar la ecuacién del plano que contiene a r; y al punto P(1,2,3).

Solucion:

a) Estudiar la posicién relativa de r; y 7o.

Primero, obtenemos un punto y un vector director para cada recta.
Recta r1: Resolvemos el sistema para obtener un punto A..
Sumando las ecuaciones: 8¢ — 2y =2 — 4x —y = 1.
Siz=0,y=—1.
Sustituyendo en la segunda ecuacién: 2(0) — (-1)+2=1 = 1+2=1 = 2=0.
Un punto de r; es A(0,—1,0).
El vector director v, es perpendicular a los vectores normales de los planos que definen rq, 1, =
(6,—1,—1) y 7i1p = (2,—1,1).
ik . q
1la XM =16 —1 —=1|=i(-1—-1)—74(6—(-2))+k(-6—(-2)) = (—2,—-8,—4).
2 -1 1

—

1=

31

Podemos usar un vector director proporcional: #; = (1,4,2).

Recta ro: Resolvemos el sistema para obtener un punto de la recta.

Restando las ecuaciones: —6y — 62 =0 = y=—2. Siz=0,y=0.

Sustituyendo en la segunda ecuacién: 3x +0+4(0)=3 = 3x =3 = z=1.

Un punto de r5 es B(1,0,0).

El vector director U2 es perpendicular a los vectores normales 7o, = (3, =5, —2) y 7iep = (3,1,4).

ijok| 3 3
By = fiza X iy = 3 —5 —2| = i(=20 — (=2)) = j(12 — (=6)) + K(3 — (~15)) = (18, 18, 18).
3 1 4

Podemos usar un vector director proporcional: 5 = (1,1, —1).
Estudio de la posicidn: Comprobamos si los vectores directores 07 = (1,4,2) y v = (1,1,—1) son
proporcionales:
1 £ 4
171
No son paralelos, por lo tanto, las rectas se cortan o se cruzan.
Formamos el vector AB=B—-A=(1-0,0-(-1),0-0)=(1,1,0).
Calculamos el producto mixto [AB, ¥y, Ua]:
11 0
1 4 2|=1(-4-2)-1(-1-2)4+01—-4)=-6—(-3)=-3.
11 -1

[AB, @, %) =
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Como el producto mixto es distinto de cero, los tres vectores son linealmente independientes y las rectas
se cruzan.

Las rectas r; y r2 se cruzan.‘

b) Calcular la distancia entre las dos rectas.

La distancia entre dos rectas que se cruzan 71 (A, 01) y r2(B, ¥2) se calcula mediante la férmula:

d(r1,7m2) = M
"1_)1 X 1)2|
Ya hemos calculado el producto mixto: |[AB,#,%]| = | — 3| = 3. Calculamos el producto vectorial
171 X 172:
i k| B B
Tixto=|1 4 2|=9(-4-2)—j(-1-2)+k(1—4) = (—6,3,-3).
11 -1

Calculamos su médulo:

|1 X T = |(=6,3,=3)| = V/(—=6)% + 32 + (=3)2 = V/36 + 9 + 9 = V/54 = 3/6.

La distancia es:

3 1 V6

d(ry,re) = —— = — = 2

(ri,m2) = 3% V6 6
V6
d(rl,rz)z?u

c) Hallar la ecuacién del plano que contiene a 7, y al punto P(1,2,3).

El plano 7 buscado estd determinado por un punto de 71, por ejemplo A(0,—1,0), el vector director de
r, 71 = (1,4,2), y el vector AP=P — A= (1-0,2—(-1),3-0) = (1,3,3).
Comprobamos que U7 y AP no son paralelos: % #+ %.
Son linealmente independientes.
La ecuacién del plano 7 es:
T—=TA Y—Ya z2—2zA
T=| vVig U1y v, | =0
AP, AP, AP,

z—0 y—(-1) z-0
1 4 2 |=0
1 3 3

r y+1

1

1

ECES
|
o

(

4

3

x(12-6) — (y+1)(3—-2)+2(3—-4)=0

6x—(y+1)(1)+2(-1)=0
6r—y—1—2=0
6r—y—2—1=0

T=6rx—y—2—1=0
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Ejercicio 3. Opcién B

Sea r la recta que pasa por los puntos P;(3,2,0) y P»(7,0,2). Se pide:
a) Hallar la distancia del punto Q(3,5,—3) a la recta r.
b) Hallar el punto de corte de la recta r con el plano perpendicular a r que pasa por el
punto Q.

Solucion:

a) Hallar la distancia del punto Q(3,5,—3) a la recta r.
La recta r pasa por P;(3,2,0) y tiene como vector director ¥ = PP,=P—P = (7-3,0—2,2—-0) =
(4,-2,2).
Podemos usar un vector proporcional ¥ = (2, —1,1).
Un punto de la recta es A = P;(3,2,0). El punto exterior es Q(3,5, —3).
Formamos el vector AQ = Q — A = (3-3,5—-2,-3-0) =(0,3,-3).
La distancia del punto Q a la recta r se calcula como:

Calculamos el producto vectorial:

w .
N

AQ x ¥ = 3l =i(3-1—(=3)-(=1)) = j(0-1—(=3)-2) + k(0 - (—1) — 3-2)

N O

-1

—_

=i(3—=3)—j(0+6) + k(0 —6) = (0, —6,—6).

Calculamos su médulo:

|AQ x 7] = (0, =6, —6)| = /02 + (=6)2 + (—6)2 = v/36 + 36 = V72 = 6v/2.

Calculamos el médulo del vector director:

7 =12, -1, = V2 + (12 + 2= VA+1+1= 6.

d(Q,r):%ﬁzq/g:G\/g:%:&f:N?i

d(Q,r) = 2v3u

La distancia es:

b) Hallar el punto de corte de la recta r con el plano perpendicular a r que pasa por el
punto Q.

Sea 7 el plano perpendicular a r que pasa por Q(3,5, —3).

El vector normal al plano 7 es el vector director de la recta r, i, = 7= (2,—1,1).
La ecuacién del plano 7 es de la forma 2z —y + z+ D = 0.

Como Q(3,5,—3) pertenece a 7, debe cumplir su ecuacién:

23) = (5)+(-3)+ D=0 — 6-5—-3+D=0 — —2+D=0 — D=2

La ecuacién del planoes n =2x —y+ 2+ 2 = 0.
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Para hallar el punto de corte M entre la recta r y el plano w, usamos la ecuacién paramétrica de r.
Usando P;(3,2,0) y ¢ = (2,—1,1):

r =342\
r=Eqy=2-2X
z=0+A

Sustituimos las coordenadas paramétricas de r en la ecuacion del plano 7:
2B+20)-2=-XND)+AN)+2=0
64+4N—24+A+X+2=0
6A+6=0 = 6A=—-6 = A=—1.

Sustituimos A = —1 en las ecuaciones paramétricas de r para hallar las coordenadas del punto de corte
M:

r=3+2-1)=3-2=1
y=2-(-1)=2+1=3
z=-1
El punto de corte es M (1,3, —1).

‘El punto de corte es M (1,3, —1).‘

Ejercicio 4. Opcién B
Se considera el tridngulo cuyos vértices son los puntos A(1,3,—1), B(3,1,0) y C(2,5,1) y se
pide:

a) Determinar razonadamente si el tridangulo es equildtero, isésceles o escaleno.
b) Obtener las medidas de sus tres dngulos.

Solucion:

a) Determinar razonadamente si el tridangulo es equilitero, isésceles o escaleno.
Calculamos los vectores que forman los lados del triangulo:
AB=B—-A=(3-1,1-3,0-(-1)) = (2,-2,1).
AC=C—-A=(2-1,5-3,1—(-1))=(1,2,2).
BC=C-B=(2-35-1,1-0)=(-1,4,1).
Calculamos las longitudes de los lados (médulos de los vectores):
AB| = /22 + (—2)2+ 12 =4 +4+1=9=3.
|AC| = V12 + 22422 = V1+4+4=V9=3.
|BO| = /(12 +42+12=V1+16 + 1 = V18 = 3V2.

Como dos lados tienen la misma longitud (|JAB| = |AC| = 3) y el tercero es diferente (|BC| = 3v/2), el
tridngulo es isdsceles.

‘ El tridngulo es Isésceles. ‘
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b) Obtener las medidas de sus tres dngulos.

Usamos el producto escalar para calcular los angulos. Angulo en A (c): Formado por AB y AC.

AB-AC  (2,-2,1)-(1,2,2)  2(1)+(-2)(2)+1(2) 2-4+2 0 0
o = = = = = = = —=0.
|AB||AC| 3-3 9 9 9

a = arccos(0) = 90°.
El tridngulo es rectdngulo en A.
Angulo en B (8): Formado por BA=—-AB=(-2,2,-1)y BC = (—1,4,1).

cos 8 = BA-BC _ (-2,2,-1)-(-1,41) _ (=2)(-D+24)+(-D(1) _2+48-1_ 9 _

|BA||BC| 3-3v2 9v2 9v2 9v2

B = arccos (?) = 45°,

Angulo en C (v): Formado por CA = —AC = (-1,-2,-2) y CB = —BC = (1,—4,-1). Como es
un tridngulo isésceles con |A?| = |Ab|, los angulos opuestos a estos lados deben ser iguales, es decir,
B =~. Por lo tanto, v = 45°. Comprobacién: La suma de los angulos es 90° 4 45° + 45° = 180°.

Sl

‘Los dngulos son o = 90°, 3 = 45°,~v = 45°.
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Andalucia, Junio 2024 (Convocatoria ordinaria)

Ejercicio 7

T—2y+z =2,

a) Halla el punto simétrico de P(2,2,1) respecto de la recta r = { )
y—z =

b) Halla el punto simétrico de Q(1,—1,—3) respecto del plano r=x—2y +z+ 6 =0.
Solucién:

r—2y+z =2,

a) Halla el punto simétrico de P(2,2,1) respecto de la recta r = { )
y—z =1

La recta r se halla en la interseccion de los planos

rT—2y+z =2,
r=
Yy—z =1

Se puede describir en forma paramétrica resolviendo de manera simultanea. De la segunda ecuacién
y — z = 1 se obtiene z = y — 1. Sustituyendo en la primera,

r—2y+y—-1)=2 = z—-y—-1=2 = z—-y=3 = z=3+y.

Tomando y como parametro ¢, resulta xt =3+t y z =t — 1. De este modo, la recta se describe como

r =1t+3
r=qy =t , teR.
z =t—1

También puede usarse la forma vectorial:
T (x,y,z) = (3, 0, —1) —I—t(l, 1, 1).

Sea P = (2,2,1). Para hallar el simétrico de P respecto de r, se procede del modo siguiente:
— Se encuentra el punto I de la recta r que es intersecciéon con la perpendicular desde P. Esto se
logra imponiendo que el vector 15? sea ortogonal a la direccién de r, que es (1, 1, 1).
— Si I es tal punto de interseccién, el simétrico P’ de P respecto de r es aquel para el cual I es el
punto medio del segmento PP’. Es decir, P’ =21 — P.

Considerando la forma vectorial:

I=(3,0 —1)+¢t(1,1,1),

el vector 137 = I — P ha de ser ortogonal a (1,1,1). De aquf se obtiene la ecuacién

[(B=2)41t (0—-2)+¢t, (-1=1)+1¢] - (1,1,1) =0.

&
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b)

Es decir,

I4+t)+(-2+t)+(-2+1t) =0,
cuya suma llevaa 14+t —2+t—2+t= -3+ 3t =0, de donde t = 1. Sustituyendo ¢ = 1 en la recta,
se halla

I1=3,0,-1)4+(1,1,1) = (4, 1, 0).

El punto simétrico P’ es tal que I sea el punto medio de PP’, de modo que
P=21-P=2(4,1,0) — (2,2, 1).
Con la operacién componente a componente,

P'=(8-22-20-1)= (6,0, —1).

Por tanto, el punto simétrico de P(2,2,1) respecto de la recta r es:

(6,0, —1)

Halla el punto simétrico de Q(1,—1,—3) respecto del plano 1 =x—2y +z+6 = 0.
Sea el plano
m: x—2y+24+6=0.

La ecuacién normal del plano es (1,—2,1) - (x y,z) + 6 = 0, de modo que su vector normal es 77 =
(1,—2,1). Para reflejar un punto @ = (1,—1,—3) respecto de =, se utiliza la férmula habitual de

reflexién, que puede resumirse asi:
AlL’o + By() + CZQ +D

!/
=Q — 2
Q Q A2 + B2 + 02
donde el plano es Az + By+ Cz+ D =0,y (20, Yo, 20) son las coordenadas del punto que se refleja.
En este problema, (A, B,C) = (1,—2,1) y D = 6. Entonces:

Azo+ Byo+Czo+D=1-14(-2) (1) +1-(-3)+6=1+2—3+6=6.
El cuadrado de la norma de n es 12 + (=2)? + 12 =1 + 4 + 1 = 6. Por tanto, la reflexién es

Q=Q-2¢ (1,2 1)=Q-2(1, -2, 1),

Dado @ = (1,—1,—3), se realiza la resta:
Q=(1,-1,-3) — 2(1, -2, 1) = (1 -2, =1 — (-4), -3 —2).

(Aa Ba C)a

Componente a componente:

Q/ = (717 37 75)

S

— - 0

O

Por tanto, el punto simétrico de Q(1,—1,—3) respecto del plano = es:

(-1, 3, =5)

&
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Ejercicio 8

=0
Considera las rectas r = { 7 ys=
20—z =0,

a) Estudia la posicién relativa de r y s.
b) Calcula la ecuacién del plano paralelo a r y s que equidista de ambas rectas.

Solucion:

a) Estudia la posicién relativa de r y s.
Recta r: Para r se tienen las ecuaciones
y=0, 22—2=0 = 2z=2x.
Tomando x =t como parametro,
r:(z,y,2) = (t 0, 2t).
Un punto sobre r es, por ejemplo, Ry = (0, 0, 0) (cuando ¢ = 0), y su vector director es d_: = (1, 0, 2).

Recta s: Se da por
r+y+7=0, z=0.

Al tomar & = 7 como parametro, entonces y = —7 — 7, y z = 0. Por tanto,
s:(z,y,2)=(r, —7 =17, 0).
. . -
Un punto sobre s es, por ejemplo, Sy = (0, =7, 0) (cuando 7 = 0), y su vector director es ds =
(1, -1, 0).

Comparacién de vectores directores: (1,0, 2) y (1, —1, 0) no son proporcionales, por lo que 7 y s no
son paralelas.

Bisqueda de interseccion: Para un posible punto comtn, se igualan las parametrizaciones:

(¢, 0,2t) = (r, —7 =7, 0).
Ello supondria t = 7, 0 = —7 — 7y 2t = 0. De 2t = 0 se sigue t = 0, y asi 7 = 0. Pero entonces
0= —0— 7 impone 0 = —7, lo cual es absurdo. No hay solucién y, por tanto, r y s no se cortan.

Comprobacion de coplanaridad: Se analiza si hay un solo plano que contenga ambas rectas. Se toma el
vector entre un punto de r y un punto de s, por ejemplo,

RypSo=(0—-0,-7-0,0-0)=(0, =7, 0).
Si los tres vectores
— — —_—
dT = (17 07 2)7 ds = (17 _17 0)7 R(]SO = (07 _77 0)

fueran coplanarios, el determinante de la matriz que forman daria cero. Se construye la matriz con
estos vectores como filas:

1 0 2
M=1[|1 -1 0
0 -7 0
Calculamos su determinante:
1 0 2
det(M)=1|1 -1 0
0 -7 0

&
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b)

Desarrollamos por la primera fila:

-1 0 1 0 1 -1
N N A T
Calculamos los determinantes menores:
-1 0 1 -1
O R Ol e A e B R

Sustituyendo:

det(M) = 1(0) +2(—=7) = —14 # 0.

Dado que el determinante es distinto de cero, los tres vectores no son coplanarios, lo que implica que
las rectas r y s no estan contenidas en un mismo plano y, por ende, son rectas que se cruzan.

Se cruzan

Por lo tanto, las rectas r y s no estdn contenidas en un mismo plano y, por ende, son
rectas que se cruzan.

Calcula la ecuacién del plano paralelo a r y s que equidista de ambas rectas.

Un plano es paralelo a una recta si su vector normal es ortogonal al vector director de la recta. Aqui,

el vector normal 7 del plano buscado debe ser ortogonal a d,. = (1, 0, 2) y también a ds = (1, —1, 0).
Entonces, N
d

F=d % d,=(1,0,2) % (1, —1,0) = (2, 2, —1).

Cualquier plano con normal (2,2, —1) puede escribirse como
20 4+2y—2z+d=0,

con d real. Queremos que dicho plano esté a la misma distancia de ambas rectas. Para la distancia
de una linea a un plano, si la linea es paralela al plano, basta con medir la distancia entre el plano y
cualquier punto de la recta. Asi:

— En r, tomamos Ry = (0,0,0). Su distancia al plano 2z + 2y — z+d =0 es

12:0+2-0-0+d| |d| _ld]
V22+22 4 (-1 VA+4+1 30

d(r, plano) =

— En s, tomamos Sy = (0,—7,0). La distancia al mismo plano es

12:04+2-(=7)—0+d| | —14+d]
3 o 3 ’

d(s, plano) =

&
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Para que el plano equidiste de las dos rectas, necesitamos

|d| | —14+d|

dl=|-14+d]|
- - dl =] ~14+d|

La solucién que funciona (sin caer en contradiccién) es d = 7:

i=7 = JTI=T
| —14+7|=|-7|=T1,

asi se cumple la igualdad. El plano buscado es
20 4+2y—2z+4+7=0.
Su distancia a ambos ejes directores de las rectas es 7/3.

Por lo tanto, el plano paralelo a r y s que equidista de ambas rectas es:

2x+2y—z—|—7:0‘
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Andalucia, Julio 2024 (Convocatoria extraordinaria)

Ejercicio 7

=142\
Considera el plano r=x—-2y+z—2=0y larectar= ¢y =\ ,AER.
z=1

a) Estudia la posicién relativa de 7 y r.
b) Calcula la ecuacién de la recta contenida en m que pasa por el punto P(2,—-1,—2) y es
perpendicular a r.

Solucion:
a) Estudia la posicién relativa de 7 y r.
Sustituimos la ecuaciéon paramétrica de la recta r en el plano 7 para estudiar la posicién relativa:
IT+20)-20)+(1)—2=0 = 14+22-224+1-2=0 = 0=0.

Esta igualdad, siempre cierta, implica que todos los puntos de la recta satisfacen la ecuacién del plano,
lo que indica que la recta r estd contenida en el plano 7:

™

Por lo tanto, la solucién es:

La recta r estd contenida en el plano 7.

b) Calcula la ecuacién de la recta contenida en 7m que pasa por el punto P(2,-1,—2) y es
perpendicular a r.

El vector director de la recta r es:
7. = (2,1,0).
La recta buscada debe ser perpendicular a r, por lo que su direccién @ = (a, b, ¢) verifica:

-0.=0 = (a,bc)-(2,1,00=2a+b=0.

Ademas, como la recta estd contenida en el plano 7, su direcciéon también debe ser perpendicular al
vector normal del plano 7, = (1,-2,1):

U-y=0 = (a,b,c)-(1,-2,1)=a—2b+c¢=0.

2a+b=0
a—2b+c=0

Podemos elegir a = 1 (valor arbitrario), as{ obtenemos:

21) +b=0 L Jp=-2
1-2b+c=0 c=2-1=-4—-1=-5

65
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Por tanto, un vector director adecuado es:

IS

—(1,-2,-5).

Finalmente, la recta pedida, que pasa por el punto P(2, —1, —2), tiene la ecuacién paramétrica:

r=2+4+p
y=—1-2u , peR.
z=—2—-5U

Por lo tanto, la solucién es:

T=24+pu
y=-1-2p peR
z=—-2-5u
66
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Ejercicio 8

Considera los puntos A(4,0,0) y B(0,2,0). Calcula los puntos del plano OXZ que forman un
tridngulo equilatero con A y B.

Solucion:

Sea el punto buscado del plano OXZ, C(z,0,z), ya que pertenece a dicho plano y, por tanto, tiene la
coordenada y = 0. Para que el tridngulo ABC' sea equildtero, se deben cumplir:

AC =BC =AB

Calculamos las distancias:

1. Distancia AB:

AB=+/(0-42+(2-02+(0-02=v16+4=v20=2V5
2. Distancia AC:

AC =\/(x =42+ (0-0)2+ (2 — 0)2 = /(z — 4)2 + 22

BC=y(z—02+(0-22+(z—02=122+4+22

Igualamos estas distancias para formar el tridngulo equilatero:

1. AC = AB:
VE—424+22=2/5 = (z-4)2+22=20
Vaz+4+22=2V5 = 224+2244=20 = 2>+:°=16

Obtenemos el siguiente sistema:

3. Distancia BC:

2. BC = AB:

(r —4)2+2%2=20
224+ 22=16

Restamos la segunda ecuacién de la primera:

(x—4)?+22—(2°+2)=20-16 = 2°-8r+16—2°>=4

Simplificando:
8r416=4 = —8r=-12 = x:%
Sustituimos z = % en la ecuacién z? + 22 = 16:
3\? 9 9 55
— 2 = — 2 = 2 = _—_ = —
<2> + z 16 = 4+z 16 = =z 16 1 1

Por tanto, obtenemos dos puntos simétricos respecto al plano OX:

Por tanto, los puntos buscados son:

01:<3 OM%) . 02:<3 O,Jﬂ

2’ 2 2’ 2
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Andalucia, Junio 2023 (Convocatoria ordinaria)
Ejercicio 7

El plano perpendicular al segmento de extremos P(0,3,8) y Q(2,1,6) que pasa por su punto
medio corta a los ejes coordenados en los puntos A, B y C. Halla el area del triangulo cuyos
vértices son los puntos A, By C.

Solucion:

Primero, hallamos el vector I@:

PO=(2-0,1-3,6—8)=(2,-2,-2).

El punto medio del segmento PQ es:

04+2 3+1 846
M= (2E2 2L 80N g ),
2 2 2
La ecuacién del plano perpendicular a I@ que pasa por M es:
2 —-1)—-2(y—2)—2(z—7) =0.
Simplificando:
20 —2—-2y+4—-22414=0 = zxz—-y—2+8=0.

Calculamos los puntos de interseccién con los ejes:

e ConelejeOX: y=2z=0= = -8, punto A = (-8,0,0).
e ConelejeOY: z=2=0=y=38, punto B = (0,8,0).
e Coneleje OZ: t =y=0= z=38, punto C = (0,0, 8).

Los puntos del tridngulo son A = (—8,0,0), B =(0,8,0) y C = (0,0,8).
Y

» B(0,8,0)

(0,0,8)

El area del tridangulo es la mitad del médulo del producto vectorial de dos lados:

AB = (8,8,0), AC = (8,0,8).
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Producto vectorial:

1

AB x AC =

— 7(64) — j(64) + k(—64) = (64, —64, —64).

o 00 =
O 0.y
o O I

El drea es la mitad del médulo de este vector:

‘ 1
Area = 5\/642 + (—64)2 + (—64)2 = 323 v

Por tanto, la solucién es:
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Ejercicio 8

Considera el punto A(—1,1,3) y la recta r determinada por los puntos B(2,1,1) y C(0,1,-1).

a)
b)

Halla la distancia del punto A a la recta r.
Calcula el area del triangulo cuyos vértices son A, B y C.

Solucion:

a)

b)

Halla la distancia del punto A a la recta r.

La recta r pasa por B(2,1,1) y tiene direccién:

BC=C-B=(0-21-1,-1-1)=(-2,0,-2).

El vector ﬁ es:
AB=B-A=(2+1,1-1,1-3) = (3,0,-2).

La distancia del punto A a la recta r es:

de |@xl¥|
_W.

Calculamos el producto vectorial:
i J ok
ABxBC=|3 0 -2|=/(0,10,0).
-2 0 -2

Luego,

|AB x BC| = 10.

El médulo de B?’ es:

IBC| = /(=27 + 02 1 (—2)2 = V& = 2V2.

Por tanto,

Por lo tanto, la solucién es:

Calcula el area del triangulo cuyos vértices son A, B y C.

El drea del tridngulo ABC' es la mitad del médulo del producto vectorial de dos lados:

Area = %|/@ X @|
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B C

Calculamos @:
AC=C—A=(0+1,1-1,-1-3) = (1,0, 4).

Ahora calculamos el producto vectorial:

i j ok
ABxAC =3 0 —2|=1(0,10,0).
1 0 -4
Entonces, el area del triangulo es:
1 2
§|(0, 10,0)|==-10=5u

Por lo tanto, la solucién es:
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Andalucia, Julio 2023 (Convocatoria extraordinaria)
Ejercicio 7

Considera los planos 1y =x—-y+z=0y s =x+y =2.

a) Calcula la distancia entre la recta interseccién de 71 y m2 y el punto P(2,6,—2).
b) Halla el dngulo que forman 7y y ma.

Solucién:
a) Calcula la distancia entre la recta interseccién de 7; y 72 y el punto P(2,6,—2).

La recta interseccién se obtiene resolviendo el sistema:

T—y+z2=0
T+y=2

Tomando y como parametro A, resulta:
x=2—-X z=y—zxz=A—(2-X)=2\-2.

Asi, la recta interseccion es:
ri(2—=XA A\ 2X0—-2), MeR.

Sea P = (2,6,—2). La distancia del punto a la recta se obtiene mediante el producto vectorial:

|ﬁ><17|

—

d:
4]

donde A es un punto de la recta (tomando A =0, A = (2,0,—2)) y el vector director es:

7= (-1,1,2).

Entonces,
AP=P—A=(2-2,6-0,-2+2) = (0,6,0).

El producto vectorial es:

—

2
Zﬁxﬁ: 0

-1

= (12,0,6).

—= O .
N O I

Su mdédulo es:

(12,0,6)] = V122 4 02 + 62 = /144 + 36 = V180 = 61/5.

La distancia pedida es:
05 5 _SEg

d: =
[(-1,1,2)] I+1+4 V6
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Por lo tanto, la solucién es:

b) Halla el dngulo que forman 7; y 7.
Los vectores normales de los planos son:
ﬁl = (17_171)7 ﬁ? = (15170)

:

7

T2

El dngulo entre los planos es el angulo entre estos vectores normales:

ity 7| 1-14(=1)-141-0| _ o,

cos(f) = ——— = = =
O = il ~ R e T T Ve

Por tanto,
6 = 90°.

Por lo tanto, la solucién es:
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Ejercicio 8

Calcula el volumen del tetraedro que limita el plano determinado por los puntos A(0,2, —2),
B(3,2,1) y C(2,3,2) con los planos cartesianos.

Solucion:

El tetraedro estd formado por el plano determinado por los puntos A, B y C' y los planos cartesianos x = 0,
y = 0, z = 0. Primero, hallamos la ecuacién del plano que pasa por los puntos 4, By C:

AB =(3,0,3), AC =(2,1,4).

Obtenemos el vector normal al plano mediante el producto vectorial:

-

ﬁ:ﬁxﬁ:

=(-3,-6,3).

N W
— O S
= o

La ecuacién del plano es, por tanto:

—3(x—0)—6(y—2)+3(z+2)=0 = —3zr—6y+124+324+6=0 = x+2y—z=06.

Encontramos los puntos de interseccion con los ejes coordenados:
Conelejex: y=0,2=0 = z=6, P,=(6,00).
Conelejey: z=0,2=0 = y=3, P,=(0,3,0).
Conelejez: z=0y=0 = z=-6, P,=(0,0,—6).

El volumen del tetraedro es un sexto del valor absoluto del producto escalar del vector posicién de uno de
los puntos con el producto vectorial de los otros dos:

—

V =—|0P, - (OP, x OF,)|,

=
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siendo O = (0,0, 0):
— —

OF, = (6,0,0), OP, =(0,3,0), OF, = (0,0,6).

Calculamos primero el producto vectorial:

i 7k
OP,xOP, =10 3 0/|=(~18,0,0).
00 —6

Luego, el producto escalar:

——

OP, - (—18,0,0) = (6,0,0) - (—18,0,0) = —108.
Finalmente, el volumen del tetraedro es:

1 108
= — —1 = — = ]_ 3.
V=gl -108 == =18u

Por lo tanto, la solucién es:
18 u?
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Andalucia, Junio 2022 (Convocatoria ordinaria)
Ejercicio 7

Se consideran los vectores 4 = (—1,2,3) y ¥ = (2,0, —1), asi como el punto A(—4,4,7).

a) Calcula a y b para que el vector @ = (1,a,b) sea ortogonal a & y .
b) Determina los cuatro vértices de un paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de

los vectores @ y ¥, y que tiene al vector OA como una de sus diagonales, siendo O el origen
de coordenadas.

Solucién:
a) Calcula a y b para que el vector @ = (1,a,b) sea ortogonal a @ y .
Para que el vector W sea ortogonal a i, su producto escalar debe ser cero:
w-d=(1)(-1)+(a)(2) + (b)B)=—-1+2a+3b=0.
Para que el vector W sea ortogonal a v, su producto escalar debe ser cero:
W-7=(1)(2) + (a)(0) + (b)(—-1) =2 —b=0.
De la segunda ecuacién, obtenemos directamente el valor de b:
2-b=0 = b=2.

Sustituimos el valor de b en la primera ecuacién para encontrar a:

—142a+6=0 = 2a+5=0 = 2¢a=-5 = a=-—-.

Por lo tanto, los valores son:

b) Determina los cuatro vértices de un paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de

los vectores @ y ¥, y que tiene al vector OA como una de sus diagonales, siendo O el origen
de coordenadas.

Sea el paralelogramo de vértices O, B, A, D. Los lados O? y (ﬁ tienen las direcciones de u y v
rﬁyectivamente. Esto significa que O@ =y O? = uv para algunos escalares \ y p. La diagonal
OA se forma por la suma de los vectores O? y OD:

OB +0D = O4.
76 (V4]
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Sustituyendo las expresiones de los vectores:

Tgualando las componentes, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

—“A+2u =-4
2\ =4
3A—p =7

De la segunda ecuacién, encontramos A:
20 =4 = =2
Sustituimos A = 2 en la primera ecuacién:
—242u=-4 = 2u=-2 = pu=-1L
Verificamos que estos valores de A y p satisfacen la tercera ecuacion:
32)—(-1)=6+1=T.

La tercera ecuacién también se cumple. Ahora podemos encontrar los vértices del paralelogramo. Un
vértice es el origen O(0,0,0). Los otros dos vértices adyacentes al origen son:

B=0B=\i=2(-1,2,3) = (—2,4,6),
D=0D = pui=—1(2,0,-1) = (~2,0,1).
—
El cuarto vértice A es el punto dado (—4,4,7), que es el extremo de la diagonal OA.

A

Y

Por lo tanto, los cuatro vértices del paralelogramo son:

\0(0,0,0), B(~2,4,6), A(—4,4,7), D(—2,0,1)\
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Ejercicio 8

Considera larectar=x—2 = %1 = Zgl, asi como la recta s determinada por el punto P(1,2,3)
y el vector director ¥ = (1 + a, —a, 3a).

a) Calcula a para que las rectas r y s se corten.
b) Calcula a para que las rectas r y s sean perpendiculares.

Solucion:

a) Calcula a para que las rectas r y s se corten.

Primero, expresamos la recta r en forma paramétrica. Igualando la expresiéon dada a un parametro A,

tenemos:
r—2=N = z=24)
Lon = y=-x
-1
-1
ZQ =) = =142\

Asi, la recta r puede escribirse como (z,y,2) = (24+ A, —A, 1+ 2X). Un punto de la recta r es R(2,0,1)
y su vector director es d, = (1,—1,2).

Ahora, expresamos la recta s en forma paramétrica. Sabiendo que pasa por el punto P(1,2,3) y tiene
vector director ¥ = (1 + a, —a, 3a), su ecuacién paramétrica es:
=1+ p(l+a),
y=2+p(—a) =2—apy,
z =3+ u(3a).
Asi, la recta s puede escribirse como (z,y,2) = (1 + u(1+ a),2 — ap, 3 + 3ap).

r

interseccién

S

Para que las rectas r y s se corten, debe existir un punto comun, es decir, deben existir valores de A\ y
1 tales que las coordenadas sean iguales:

24+ 2=14+u(l+a),
—A=2—apu,
142X =3+ 3apu.

De la segunda ecuacion, tenemos A = —2 4 ap. Sustituimos esta expresion de A en la primera ecuacion:
24 (—2+4au)=1+p(l+a) = au=l+p+ap = 0=14p = p=-1.

Ahora sustituimos A = -2+ ap y p = —1 en la tercera ecuacién:

1+2(—2+a(-1)) =34+3a(-1) = 1-4-2a4=3-3a—3-2a=3-3a = 3a—2a=34+3 = a=6.
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Por lo tanto, las rectas r y s se cortan para:

b) Calcula a para que las rectas r y s sean perpendiculares.

Calculamos el producto escalar de d, y ¥ e igualamos a cero:

dp - T=1)(14a)+ (-1)(—a)+(2)Ba) =0 = l4+a+a+6a=0 = a=—

ool =

P,

Por lo tanto, las rectas r y s son perpendiculares para:
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Andalucia, Julio 2022 (Convocatoria extraordinaria)

Ejercicio 7

r =542\
Considera las rectasr=x+1=y—-a=-zys=<y=-3
z2=2—A

a) Calcula a para que r y s se corten. Determina dicho punto de corte.
b) Halla la ecuacién del plano que pasa por P(8,—7,2) y que contiene a la recta s.

Solucién:
a) Calcula a para que r y s se corten. Determina dicho punto de corte.

Primero, escribimos la ecuacién de la recta r en forma paramétrica. Sear=z+1=y—a=—2z = pu.
Entonces, las ecuaciones paramétricas de r son:

r=pu—1
r=qy=u+a
z=—U
La recta s ya estd dada en forma paramétrica:
T =5+2\
s=qy=-3
z=2—-A

Pinterseccién

S

Para que las rectas r y s se corten, debe existir un punto que pertenezca a ambas rectas. Igualamos
las coordenadas correspondientes:

w—1=>5+2)\
w+a= -3,
—p=2—-A\
De la segunda ecuacién, despejamos pu:
p=-3—a

Sustituimos esta expresion de p en las otras dos ecuaciones:

(-3-a)—1=5+2\ = —4-a=5+2\ = 2\=-9—aq,
—(-3—a)=2-X = 3+a=2-X = A=-1-a

&
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b)

Resolvemos por sustitucién:
2(-1—a)=-9—a = T=a

Asi, el valor de a para que las rectas se corten es @ = 7. Para encontrar el punto de corte, sustituimos
a =7 en la expresién para A (o u):

A=—-1l—-a=-1-7=-8.
Sustituimos A = —8 en las ecuaciones paramétricas de s:
r=5+2(-8)=5-16=-11, y=-3, z=2-(-8)=2+4+8=10.
El punto de corte es (—11, —3,10).

Por lo tanto, para a =7, las rectas se cortan en el punto:

(—11,-3,10)

Halla la ecuacién del plano que pasa por P(8,—7,2) y que contiene a la recta s.

Para determinar dicho plano, primero observamos que la recta s se encuentra dada en forma paramétrica.
Un punto cualquiera de s se obtiene tomando A = 0, lo que proporciona

S(5, =3, 2).
Ademds, la direccion de la recta s se lee directamente de sus pardmetros, resultando
s = (2,0, —1).

Como el plano debe incluir tanto la recta s como el punto P(8,—7,2), necesitamos otra direccién
independiente dentro del plano. Para ello, consideramos el vector que va desde el punto S (en la recta)
hasta P, es decir

SP=(8-5 —T—(=3),2—2) = (3, -4, 0).

S °
\.S\
En un plano, dos direcciones cualesquiera que pertenezcan a él permiten encontrar un vector normal
mediante el producto vectorial. Por tanto, el vector normal 77 de nuestro plano se obtiene como

=7, xSP= (20, —1) x (3, -4, 0).

El determinante correspondiente nos da

ik
ii=|2 (j) 1| =i(0-0—(=1)-(=4)) —j(2-0 = (=1)-3) + k(2 (—4) = 0- 3),
3 -4 0

lo que se traduce en
i = (4, -3, -8).
Podriamos dejarlo tal cual o tomar su opuesto (4, 3, 8) para mayor comodidad.
Teniendo un vector normal 77 = (A, B,C') y un punto Q(zo, Yo, 20) perteneciente al plano, la ecuacién
se escribe como

A(x—z9) + Bly—yo) + C(z—2) =0.
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En este caso, podemos usar como punto @ cualquiera que sepamos que esta en el plano, por ejemplo
S(5,-3,2) de la recta. Con 77 = (4, 3, 8) y @ = 5, la ecuacién se vuelve

4(x—5) + 3(y+3) + 8(»—2)=0.
Desarrollando y simplificando se obtiene
4+ 3y + 82 —27=0.

Por dltimo, verificamos que el plano también contiene el punto P(8, —7,2) sustituyéndolo en la ecuacién
(verificacién que, al hacerse, da cero).

Por lo tanto, el plano pedido es:

\4x+3y+8z—27:0
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Ejercicio 8

Sean el plano r=x+y—-z=2ylarectar=x=3% =z — 1.

a) Calcula, si existe, el punto de interseccién de 7 y r.
b) Dado el punto Q(2,6,3), halla su simétrico respecto del plano .

Solucién:
a) Calcula, si existe, el punto de interseccién de 7 y r.
La recta puede parametrizarse usando A\ € R:
r: =X\ y=3\ z=A+1
Sustituyendo en el plano m:

A3 -(A+1)=2 = 3A-1=2 = A=1
/7“

(1,3,2)

Asi, el punto de interseccion es:
(1,3,2).

Por lo tanto, la solucién es:
(1,3,2)

b) Dado el punto Q(2,6,3), halla su simétrico respecto del plano 7.

Usamos la férmula del punto simétrico Q' respecto de un plano:

AIO+By0+CZQ+D
A2+ B2 +(C?

Q=Q-2 (A, B,C)
siendo 7 : x +y — z — 2 = 0, tenemos:

(A,B,C)=(1,1,-1), D=-2, Q=(2,6,3).
Calculamos primero la distancia numerador:

1-241-6+4(-1)-3-2=2+6-3-2=23

Luego:
3 3

Q/ = (27673) - 2m(1, ]-7 _1) = (27673) - 2§(L 17 _1)

Simplificando:
Q =(2,6,3) —2(1,1,-1) = (2,6,3) — (2,2, -2) =(0,4,5).
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31

— - 0

Por lo tanto, la solucién es:
(0,4,5)
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Andalucia, Junio 2021 (Convocatoria ordinaria)

Ejercicio 7

Considera las rectas

2 —3y+2-2=0 v=3-2
T — z—2=
E{ 3 +y2 tor1=g Y STYYToLEA
rreymesT = 2= —2+42)
a) Calcula el plano perpendicular a la recta s que pasa por el punto P(1,0,—5).
b) Calcula el seno del dngulo que forma la recta r con el plano 7 = —2x+y + 2z = 0.
Solucién:

a) Calcula el plano perpendicular a la recta s que pasa por el punto P(1,0,-5).

b)

La recta s estd dada en forma paramétrica:

r=3-—2\
s=qy=—-14+ X
z==24+2\

El vector director de la recta s se obtiene de los coeficientes de A, que es Uy = (=2, 1, 2).

—

Un plano perpendicular a la recta s tendréd como vector normal el vector director de la recta s. Por lo
tanto, el vector normal del plano que buscamos es 77 = (—2,1,2).

La ecuacién de un plano con vector normal @7 = (A, B,C) que pasa por un punto P(xg, Yo, 20) €S
A(z — zo) + By — o) + C(z — 20) = 0. En nuestro caso, P(1,0,—-5) y 7 = (-2,1,2).

Sustituyendo los valores, obtenemos la ecuacion del plano:

2-1)+1y-0)+2(z—(-5)=0 = 7' =-2zx+y+22+12=0.

Por lo tanto, la solucion es:

7= —20+y+2:+12=0

Calcula el seno del angulo que forma la recta r con el plano 7 = —2x+y + 2z =0.

La recta r estd dada por la interseccién de dos planos:

20 —3y+2—2=0
—3r+2y+22+1=0
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El vector director de la recta r es el producto vectorial de los vectores normales de los dos planos. Los
vectores normales son iy = (2,—3,1) y iz = (—3,2,2).

i J ok 3 . L
=1y Xfg={2 =3 1/=(-6-2)i—(4—(=3))j+(4-9k=-8—T7j—5k=(-8,-7,-5).
-3 2 2

El plano 7 tiene ecuacion —2z + y + 2z = 0. Su vector normal es 7, = (—2,1,2).

El angulo a que forma una recta con un plano es el angulo complementario del &ngulo 8 que forman el
vector director de la recta y el vector normal del plano. Es decir, a = 90°— 3, por lo que sin(a) = cos(3).
El seno del angulo que forma la recta r con el plano 7 se puede calcular utilizando la férmula:

sin(a) = [0 7|

A

Calculamos el producto escalar v, - 7i:

Calculamos los modulos de los vectores:
|| = /(—=8)2 + (=7)2 + (=5)2 = V64 + 49 + 25 = V/138,

el =V (=22 + (1)2+ (22 =V4+1+4=9=3.

Sustituimos estos valores en la férmula del seno del dngulo:

-1 1
sin(a) = 1 =

V1383  3V138

Por lo tanto, la solucién es:
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Ejercicio 8

Larectar = % = yzi‘l = Zg3 y la recta s, que pasa por los puntos P(1,0,2) y Q(a, 1,0), se cortan

en un punto. Calcula el valor de a y el punto de corte.
Solucién:

Primero, vamos a escribir las ecuaciones paramétricas de ambas rectas. La recta r estd dada en forma con-

tinuas: %ig = yTH = % Igualando cada fraccién a un parametro A, obtenemos las ecuaciones paramétricas
de 7: +3
I2 =\ = z=2\-3
4
P20 = y=2-4,
-3
23 =X = z=3\+3
Asi, las ecuaciones paramétricas de la recta r son:
r=2\—3
r=qy=2\—4
z=3\+3

La recta s pasa por los puntos P(1,0,2) y Q(a,1,0). El vector director de la recta s es U5 = PQ=Q-P=
(a—1,1-0,0—-2) = (a — 1,1,—2). Utilizando el punto P(1,0,2) y el vector director ¥, las ecuaciones
paramétricas de la recta s son:

donde p es otro pardmetro. Si las rectas r y s se cortan en un punto, entonces existe un punto cuyas
coordenadas satisfacen las ecuaciones paramétricas de ambas rectas para algunos valores de A y p. Igualando
las coordenadas correspondientes, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

2A-3=14+(a—1)p
2 —4=p
3AN+3=2-2pu

Sustituimos la ecuacién 2 (u = 2A — 4) en la ecuacién 3:

BA+3=2-22\—4) = A=1

Ahora sustituimos el valor de A = 1 en la ecuacién 2 para encontrar el valor de pu:

p=201)—4=2—-4=-2.

Finalmente, sustituimos los valores de A =1y u = —2 en la ecuacién 1 para encontrar el valor de a:
2(1)-3=14(a-1)(-2) = a=2.

Por lo tanto, el valor de a para que las rectas se corten es a = 2. Para encontrar el punto de corte, sustituimos
el valor de A = 1 en las ecuaciones paramétricas de la recta r:

z=2(1)—3=-1,
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y=2(1) —4=-2,
z2=3(1)+3=6.
El punto de corte es (—1, —2,6).
Podemos verificar este punto sustituyendo a = 2 y 4 = —2 en las ecuaciones paramétricas de la recta s:
r=1+42-1)(-2)=1+1)(-2)=1-2=—1,
y=-2
z2=2-2(-2)=2+4=6.

El punto coincide, por lo que el punto de corte es correcto.

Por lo tanto, la solucién es:

a =2 vy el punto de corte es (—1,—2,6) ‘
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Andalucia, Julio 2021 (Convocatoria extraordinaria)
Ejercicio 7

La recta perpendicular desde el punto A(1,1,0) a un cierto plano 7 corta a éste en el punto
B(1,3 3)

a) Calcula la ecuacién del plano 7.

b) Halla la distancia del punto A a su simétrico respecto a 7.

Solucién:
a) Calcula la ecuacién del plano .

La recta que pasa por A y es perpendicular al plano m contiene el punto B, que es el punto de interseccion
con el plano. Esto significa que el vector AB es normal al plano 7. Calculamos el vector AB:

AB=B - A= 1—1,1—1,1—0 = 0,—1,1 .
2 2 22

B

Podemos tomar como vector normal del plano 7 cualquier vector paralelo a ﬁ Un vector paralelo
més sencillo es 7 = —2AB = (0,1, —-1). La ecuacién de un plano con vector normal @7 = (ng, ny, n,) que
pasa por un punto (o, Yo, 20) €S Ng(x —20) +ny(y —yo) + 12 (2 — 20) = 0. En este caso, el vector normal

s (0,1,—1) y el punto del plano es B (17 % 5) Sustituyendo estos valores, obtenemos la ecuacién del
plano 7

1 1 1
O(z—1)+1 V-5 +(-)z=2)=0 = y—§—z—|—§:O = wm=y—2z=0.

Por lo tanto, la ecuacién del plano es:

T=y—2=0

b) Halla la distancia del punto A a su simétrico respecto a 7.

Sea A’ el punto simétrico de A respecto al plano 7. El punto B es el punto medio del segmento AA’,
ya que la recta que une A y A’ es perpendicular al plano w y B es el punto de interseccién.
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- ———> - %
St

e
A/

La distancia entre A y su simétrico A’ es el doble de la distancia entre A y el plano 7, que es la distancia

entre A y B. Calculamos la distancia entre los puntos A(1,1,0) y B (1, %, %) utilizando la férmula de
la distancia entre dos puntos en el espacio:

1N\ 1\ V2
A(AB) = \/(os )7 F (o P+ (a2 = %1 i+ (3-1) +(3-0) =2
La distancia entre el punto A y su simétrico A" es 2 - d(A4, B):

d(A,A’):2-72:\f2.

Por lo tanto, la distancia del punto A a su simétrico respecto a 7 es:
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Ejercicio 8

Considera las rectas

3+ A
1

4]
If

X
r= Yy
z=-3—A

z+y=1
z=0

a) Estudia la posicién relativa de r y s.

b) Halla la recta que corta perpendicularmente ar y a s.

Solucion:

a) Estudia la posiciéon relativa de r y s.

La recta r pasa por el punto P. = (3,1,—3) y tiene vector director #. = (1,0, —1). La recta s estd
definida por las ecuaciones implicitas £ +y = 1 y 2 = 0. Para obtener su forma paramétrica, hacemos
x = p. Entonces y =1—2=1—p,y z=0. Por lo tanto, la recta s pasa por el punto Ps = (0,1,0)
(para pu = 0) y tiene vector director 75 = (1,—1,0).

Primero, comprobamos si los vectores directores son paralelos. Los vectores ¢, = (1,0,—1) y U5 =
(1,—1,0) no son proporcionales, ya que no existe un escalar k tal que (1,0,—1) = k(1,—1,0). Por lo
tanto, las rectas r y s no son paralelas.

A continuacién, comprobamos si las rectas se cortan. Para ello, igualamos las coordenadas de un punto
genérico de 7 con un punto genérico de s:

3+A=p
1=1—p
-3-2=0
De la tercera ecuacién, obtenemos A = —3. Sustituyendo este valor en la primera ecuacion:

3+(-3)=p = p=0.
Comprobamos la segunda ecuacion:
1=1-0 = 1=1.

Las tres ecuaciones son consistentes, por lo que las rectas r y s se cortan. El punto de interseccion se
obtiene sustituyendo A = —3 en las ecuaciones de r (o = 0 en las ecuaciones de s):

— Parar: 2 =3-3=0,y=1, z=-3—(-3) =0. Punto (0,1,0).

— Paras: 2=0,y=1-0=1, 2=0. Punto (0, 1,0).

]Dinterseccién
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b)

Por lo tanto, la solucién es:

Las rectas r y s son secantes en el punto (0,1,0) ‘

Halla la recta que corta perpendicularmente ar y a s.

Dado que las rectas r y s se cortan en el punto P = (0, 1,0), la recta que corta perpendicularmente a
ambas debe pasar por este punto y tener un vector director perpendicular a los vectores directores de
ry s. El vector director de esta recta serd el producto vectorial de 7, y Us:

E — — —

=1 =0-0=(=1)(=1)i=(1-0=(=1)(1))j+(1-(=1)=0-1)k = (=1, -1, -1).
-1 0

O S

1
W= T, X Us = |1
1

Podemos tomar como vector director de la recta buscada el vector d = (1,1,1), que es paralelo a w. La
recta que pasa por el punto P(0,1,0) y tiene vector director d = (1,1, 1) tiene las siguientes ecuaciones
paramétricas:

r=04+t=t
r=Sy=1+t
z=04+t=t

Por lo tanto, la recta que corta perpendicularmente ar y a s es:

r=1
r=qy=1+t
z=1
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Andalucia, Julio 2020 (Convocatoria ordinaria)
Ejercicio 4
Siendo a # 0, considera las rectas

z—1 x—3 y—-3 =z+1

r=x—-1=y—-2= s = = =
* Y a —a -1 2

a) Estudia la posicién relativa de ambas rectas segun los valores de a.
b) Para a = 2, determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de corte der y s
y es perpendicular a ambas.

Solucion:

a) Estudia la posicién relativa de ambas rectas segin los valores de a.

Las rectas tienen vectores directores:
o= (1,1,a), U= (—a,—1,2)
Comprobamos si pueden ser paralelas:
v =kty, = (1,1,a) =k(—a,—1,2).

Esto genera el sistema:

1=—-ka, 1=-k, a=2k.

)

De la segunda ecuacion, tenemos k = —1. Sustituyendo en la primera y tercera:

l=—(-1la = a=1y a=2(-1)=-2.
No existe un valor comuin para a, luego las rectas nunca son paralelas. Ahora comprobamos si se cortan
resolviendo el sistema conjunto:

z—1

r—1=y—-2= =\ = xz=A+1, y=A+2, z=al+1

-3 -3 1
z =Y 1 :Z;r =u = z=-au+3, y=-—-pu+3, z=2u-—1
—a _

Tgualamos ambas parametrizaciones:

Adl=—ap+3, A+2=—-p+3, ar+1=2p—-1
De la segunda ecuacion despejamos facilmente u:
A4+2=—p+3 = p=1-A\
Sustituyendo p en la primera y tercera ecuacion:
A+1l=—a(l-X)+3 = A+l=—-a+ar+3 = INl—-a)=2—q,
ard+1=2(1-X)—-1 = ar+1=2-2\-1 = Aa+2)=0.

De la segunda, tenemos dos opciones:
— A =0 implica (de la primera ecuacién) que

2—a=0 = a=2.

Entonces, para a = 2 se cortan.

&
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— Si A # 0, entonces
a+2=0 = a=-2

Sustituyendo en la primera:

AM142)=2+2 = 3X=4 = A=4/3.

Entonces, para a = —2 también se cortan.
r S
Resumiendo:
— Las rectas se cortan paraa =2y a = —2.

— Para cualquier otro valor de a, las rectas no son paralelas ni se cortan, por lo que se cruzan.

Por lo tanto, la solucién es:

Se cortan si @ = £2; se cruzan para cualquier otro valor

b) Para a = 2, determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de corte der y s
y es perpendicular a ambas.

Para a = 2, las rectas son:

Primero hallamos el punto de interseccién resolviendo el sistema conjunto:

r=A+1 r=—-2u+3
rT=qy=A+2 , S=EQy=—pu+3
z=2\+1 z=2u—1

Igualando ambas parametrizaciones:
A+1=—2u+3, A+2=—pu+3, 22+1=2u—1.

De la segunda ecuacion:
A42=—p+3 = p=1-A\

Sustituyendo en la primera y tercera:
A+1=-21-M)+3 = A+1=-242\+3 = I=0,
22 4+1=21-))-1 = 1=2-2x-1 = X=0.
Obtenemos facilmente A = 0. Sustituyendo en la parametrizacion de 7:

P=(1,2,1).
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Ahora buscamos la recta perpendicular a ambas. Su vector director es perpendicular a los vectores

directores de r y s:

?

o =(1,1,2), ¥s=(-2,—1,2).

Calculamos el vector perpendicular usando el producto vectorial:

— .

5
2
U=Tp X Us=| 1

|
)

|
[
SRR

Resolviendo:

t=(1-2-2-(-1),-(1-2—-2-(=2)),1-(-1)—=1-(-2)) = (4,-6,1).

Entonces, la recta perpendicular buscada es:

Perpendicular

Por tanto, la recta perpendicular buscada es:
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Ejercicio 8

Se considera el punto A(1,—2,0) y la rectar = {

a)
b)

z+y=0
y—324+2=0

Calcula la ecuacién del plano que pasa por A y es perpendicular a r.
Calcula la ecuacién del plano que pasa por A y contiene a r.

Solucion:

a)

b)

Calcula la ecuacién del plano que pasa por A y es perpendicular a r.

La recta r estd dada como la interseccién de dos planos. Para encontrar su vector director, calculamos
el producto vectorial de los vectores normales de estos planos. Los vectores normales son 7i; = (1,1, 0)
y 2 = (0,1, -3).

=(1-(=3)=0-1)i—(1-(=3)=0-0)j+(1-1—1-0)k = (=3,3,1).

A

El plano que pasa por A(1,—2,0) y es perpendicular a r tiene como vector normal el vector director de
r, es decir, 7i; = (—3,3,1). La ecuacién del plano es de la forma n,(z —xo) +ny(y —yo) +n: (2 —20) = 0.

Bz—1)+3y—(-2)+1(z=0)=0 = —3z+3y+z+9=0.

Por lo tanto, la solucién es:

\—3x+3y+z+9:0

Calcula la ecuacién del plano que pasa por A y contiene a r.

El plano que contiene a la recta r debe contener un punto de r y su vector director. También debe
pasar por el punto A. Primero, encontramos un punto de la recta r. Hacemos z = 0 en las ecuaciones

de 7:

=0

Ty S>y=-2 = zr=-y=2
y+2=0

Asi, el punto P(2,—2,0) pertenece a la recta r. El vector director de r es @, = (—3,3,1). El plano
que buscamos estd determinado por el punto A(1,—2,0) y la recta que pasa por P(2,—2,0) con vector
director ¥, = (—3,3,1).

&
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Consideramos el vector

PA=A—P=(1-2-2-(-2),0-0)=(~1,0,0).

—
El vector normal del plano serd perpendicular a 9, y a PA. Calculamos el producto vectorial:

1
. =

fip =10, x PA=|-3 =(3-0-1-0)i —(~=3-0—1-(=1))7+(=3-0—3-(=1))k = (0, -1,3).
-1

O WSy
O =

La ecuacién del plano con vector normal (0, —1,3) que pasa por A(1,—2,0) es:

0(z—1)—1(y—(-2))+3(z—0)=0 = y—3z+2=0.

Por lo tanto, la solucion es:

y—32+2=0
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Andalucia, Septiembre 2020 (Convocatoria extraordinaria)
Ejercicio 4

dr — 3y +4z=1

Considera el plano r=x—y+az=0y larectar =
3xr—2y+2=0

a) Halla a sabiendo que 7 es paralelo a r.
b) Determina el plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1,2,3).

Solucion:
a) Halla a sabiendo que 7 es paralelo a r.
El plano m = z — y + az = 0 tiene como vector normal 7, = (1,—1,a). La recta r estd dada por

la interseccién de dos planos. Su vector director ;. se puede obtener como el producto vectorial de
los vectores normales de los dos planos que la definen. Los vectores normales son 7, = (4,—3,4) y

iy = (3,-2,1).
i 7k B B B

U =my X7y = |4 =3 4= ((=3)(1)—(4)(=2))i—((4)(1) = (4)(3))j +((4)(=2) = (=3)(3))k = (5,8, 1).
3 -2 1

Para que el plano 7 sea paralelo a la recta r, el vector normal del plano 7, debe ser perpendicular al
vector director de la recta v,.. Esto significa que su producto escalar debe ser cero:

e G=0 = OB+ (1)) +()1)=0 = a=3

r

Por lo tanto, la solucién es:

b) Determina el plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1,2,3).

Un plano perpendicular a la recta r tendré como vector normal el vector director de la recta 7, = (5,8, 1).

r

&
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La ecuacién de un plano con vector normal (ng,n,,n,) que pasa por un punto (o, Yo, 20) €s ng(x —
x0) + ny(y — yo) + nz(2 — 20) = 0. En este caso, el punto es P(1,2,3) y el vector normal es (5,8,1):

5x—1)+8y—2)+1(z2—3)=0 = br—5+8y—16+2—-3=0 = OSr+8y+z—-24=0.

Por lo tanto, la solucién es:

[5r+8y+2—24=0
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Ejercicio 8

Considera el plano r=x—-y+2z=2y larectar=

a)
b)

y+1 _ z4+2

.
2 1 —-1°

Calcula la distancia entre r y .
Halla la ecuacién general del plano perpendicular a 7 que contiene a r.

Solucion:

a)

b)

Calcula la distancia entre r y .

Primero, determinamos si la recta r y el plano 7 son paralelos. El vector normal del plano 7 es
i = (1,—1,1). El vector director de la recta r se obtiene de su forma continua: o, = (2,1,—1).
Calculamos el producto escalar del vector normal del plano y el vector director de la recta:

Ty = (1)(2) + (—1)(1) + (1)(=1) =2—1— 1 =0.

Como el producto escalar es cero, el vector normal del plano es perpendicular al vector director de la
recta, lo que significa que la recta es paralela al plano o estd contenida en él. Para determinar si la
recta estd contenida en el plano, tomamos un punto de la recta. De la forma continua de r, un punto
es P.(0,—1,—2). Sustituimos las coordenadas de este punto en la ecuacién del plano:

0)—(-D)+(-2)=0+1-2=-1.

Como —1 # 2, el punto P, no pertenece al plano, por lo que la recta r es paralela al plano 7 y no esta
contenida en él.

La distancia entre una recta paralela a un plano es la distancia de cualquier punto de la recta al plano.
Usamos la férmula de la distancia de un punto (zo, yo, 20) al plano Az + By + Cz+ D = 0:

_ |Azg 4+ Byo + Czp + D)
A2+ B2+ C?

La ecuacién del plano es x —y +z —2 =0, y el punto es P,.(0, —1,—2). Sustituimos los valores:

d

o WO+ EDEY+FOED =2 o+l-2-2] [=3 3 g
VD2 F (—1)2 4 (1)2 VI+I+1 V3 V3 '

Por lo tanto, la solucién es:

La distancia entre la recta r y el plano 7 es v/3 unidades

Halla la ecuacion general del plano perpendicular a 7 que contiene a r.

El plano que buscamos contiene a la recta r, por lo que su vector normal debe ser perpendicular al
vector director de r, ¢, = (2,1, —1). Ademés, este plano es perpendicular al plano 7, por lo que su
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vector normal también debe ser perpendicular al vector normal de 7, 7, = (1, —1,1). El vector normal
del plano buscado, 7 ,yevo0, seréd el producto vectorial de ¥, y 7i,:

ik B B B
Tinuevo = Up X 1lr = |2 1 =1 = ((1)(1) = (=1)(=1))i = ((2)(1) = (=1)(1))j + ((2)(=1) = (1)(1)k
1 -1 1
—(0,-3,-3).
Podemos tomar como vector normal 77 = (0,1,1) (dividiendo por -3). El plano contiene a la recta r,

_9).

Y

por lo que pasa por el punto P,.(0, —1,

La ecuacién del plano con vector normal (0,1,1) que pasa por (0, —1,—2) es:

0(z—0)+1(y—(-1)+1(z—(-2))=0 = 0+@y+1)+(2+2)=0 = y+2z+3=0.

Por lo tanto, la solucién es:
y+z+3=0
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