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. DEFINICJA

WIELOMIANEM STOPNIA v, nelN, JEDNE] ZMIENNE] RZECZYWISTE] x NAZYWAMY WYRAZENIE,
KTORE MOZNA ZAPISAC W POSTACI:

WO = 0t X™ + Oy "+ o,X + O,

GDZIE Oy Oypogy Qg yeeeny 04,00 € IR ) Oy, + 0

* TWIERDZENIE O RESZCIE
RESZTA Z DZIELENIA WIELOMIANU W) PRZEZ DWUMIAN (x-0) WYNOSI Wia.

*  TWERDZENIE O CAEKOWITYCH PIERWIASTKACH WIELOMIANVY

JEZELI WSZYSTKIE WSPOLCZYNNIKI WIELOMIANY W&, GDZIE:
WO = 0 X"+ Oy ™+ g + 0

SA LICZ8AMI CAEKOWITYMI | WIELOMIAN W() MA PIERWIASTEK CAEKOWITY, TO PIERWIASTEK TEN
ZNAJDVJE SIE W Z8IORZE DZIELNIKOW WYRAZU WOLNEGO 0.

*  NIEROWNOSCI WIELOMIANOWE
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1. WARTOSC BEZWZGLEDNA LICZBY

o Wartos¢ bezwzgledng liczby rzeczywistej x definiujemy wzorem:

_(x da x=0
le_{—-x da x<0

Liczba |x| jestto odlegtos$¢ na osi liczbowej punktu o wspoirzednej x od punktu
0 wspotrzednej 0.

e Dla dowolnej liczby x mamy:

x| = 0 |x| =0 wtedy itylko wtedy, gdy x =0 | —x| = |x|

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y mamy:

[x +y| < x| + |yl lx =yl < |x| + |yl [x -yl = |x| - |yl

Ponadto, jesli y # 0, to:

|x|_lxl

yl =l

¢ Dla dowolnych liczb rzeczywistych a oraz r = 0 mamy:

|x —al <r wtedyitylkowtedy,gdy a—-r<x<a+r
|x —al >r wtedyitylkowtedy,gdy x<a-—r lub x=>a+r

2. POTEGI | PIERWIASTKI

e Niech n bedzie liczbg catkowita dodatnig. Dla dowolnej liczby rzeczywistej a
definiujemy jej n-tg potege:

a=a-a:..-a
L ——
n razy
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e Pierwiastkiem arytmetycznym %/a stopnia n zliczby a > 0 nazywamy liczbe b > 0
taka, ze b" = a.

W szczegolnosci, dla kazdej liczby rzeczywistej a prawdziwa jest rownosc:

Va2 = |af
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Jezeli a < 0 orazliczba n jest nieparzysta, to Va oznaczaliczbe b < 0 taka, ze
b" = a.

W zbiorze liczb rzeczywistych pierwiastki stopni parzystych z liczb ujemnych nie istnieja.

Niech m, n bedg liczbami catkowitymi dodatnimi. Definiujemy: Yoo -5 - ob
. -n — 0/
- daa#0: a"=_ oraz a =1 %:@
o Nh

m
— daa=>0: an="4Yam
™ "
(o) =N
_m 1
n

- dlaa>0: a =W WWS.L%

Niech r, s bedg dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Jesli a > 0 i b > 0, to:

a’-as=a’ts (@) =a’s —=q"s

(a-b)"=a"-b" (%) =

Jezeli wyktadniki r, s sg liczbami catkowitymi, to powyzsze wzory obowigzujg dla
wszystkich liczb a # 0 i b # 0.

Niech x, y bedg dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
Jezeli a € (0,1), to nieréwnos¢ a* < a” jest rownowazna nieréwnosci x > y.
Jezeli a € (1, +), to nieréwnos$¢ a* < a” jest rbwnowazna nieréwnosci x < y.

3. LOGARYTMY

Niech a > 0 i a # 1. Logarytmem log, b liczby b > 0 przy podstawie a nazywamy
wyktadnik ¢ potegi, do ktérej nalezy podnies¢ a, aby otrzymaé b:

log, b =c wtedy i tylko wtedy, gdy a=>b

Roéwnowaznie:

a108ab =bh

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x > 0,y > 0 oraz r prawdziwe sg rownosci:

log,(x -y) =log,x +log,y log, x" =1 -log, x

logg (g) = logg x — log, ¥
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Wz6r na zamiane podstawy logarytmu: /,ﬁ 2 b= % /ojmb
o

jezeli a>0,a#1,b>0,b#1 oraz ¢ > 0, to:

l _ log, c
BB = log, b
W szczegdlnosci:
log, b = :
PBa = log, a

Zapisy logx oraz lgx oznaczajg log, x.

4. SILNIA. WSPOLCZYNNIK DWUMIANOWY

» Silnig liczby catkowitej dodatniej n nazywamy iloczyn kolejnych liczb catkowitych od
1 do n wigcznie:

n=1-2-..-n

Ponadto przyjmujemy umowe, ze 0! = 1.

Dla dowolnej liczby catkowitej n = 0 prawdziwa jest rownosé:

n+D!=n-(n+1)

e Dla liczb catkowitych n, k spetniajgcych warunki 0 < k < n definiujemy wspdétczynnik
dwumianowy G:) (symbol Newtona):

!
i,

Prawdziwe sg rownosci:
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nn nn-1)n-2)-...(n—k+1)
(k)= k!

@=1 @=n ()= ()=
O-G")  O+GI)=GTH
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5. WzO6R DWUMIANOWY NEWTONA

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b
mamy:

(a+b)" = (E) a® + @) av b+ ..+ G:) a**pk + ..+ (nf 1) ab™ 1 + CD b

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b:

W
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(a—b)" = (’U‘) a — (’1‘) a1+ .+ (1) (};‘) a"kpk 4+ .+ (=1)" (:) b"

6. WZzORY SKROCONEGO MNOZENIA

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b:

(a+ b)? = a? + 2ab + b? (a + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b3

(a — b)? = a? — 2ab + b? (a —b)? =a® —3a?b + 3ab? - b3

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dowolnych liczb rzeczywistych a, b mamy:

a*—b*=(a—b)(@*+a"?h+ ..+ a" kb1 + . +ab™?%+p" 1)

szczegoblnosci:

a? —b?=(a—-b)(a+b) a’?—1=((a-1)(a+1)
a® — b3 = (a—b)(a?+ ab + b?) al—-1=(@—-1@*+a+1)
a® + b3 = (a + b)(a® — ab + b?) ad+1=>@+1@-a+1)

at—1=(@-D@'+a" %+ ..+a+1)

7. FUNKCJA KWADRATOWA

Wyréznikiem A tréjmianu kwadratowego ax? + bx + ¢ (a # 0, b, ¢ € R) zmiennej
rzeczywistej x nazywamy liczbe

A = b? — 4ac

Postaé ogélna funkciji kwadratowej: f(x) = ax?+bx+c, a#0, b,c€R, x ER.
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e ROWNANIE 0SI SYMETRII PARABOLI X=P » :2{9_ o Xt% GDZIE X4, X, TO MIEJSCA
a 2
ZEROWE FUNKC])I KWADRATOWE]

o Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku w punkcie

b A

W = (p,q) gdzie P=—5- q=—7

Gdy a < 0, to ramiona paraboli skierowane sg ku dotowi. Gdy a > 0, to ramiona paraboli

skierowane sg ku gorze.
a<0 = gx® a>0 ¥y =ax*
y A y A
W= (o0, 4] W= [q,0e0)
Ffmpﬂ.l’.dmle- (“"'—'.?] Fo’u predriole I:?,*“?)
f\ o presiote [p, +o0) . . f\ o predziate (- 20,9 ]
of\1 x 0| 1 X
X=‘P —  Ydonanie oS
Symetnil por0olL

e Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej f(x) = ax? + bx + ¢

(liczba pierwiastkow tréjmianu kwadratowego, liczba rzeczywistych rozwigzan rownania
kwadratowego ax? + bx + ¢ = 0) zalezy od wyréznika A:

1. jezeli A > 0, to funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe (tréjmian kwadratowy ma
dwa rozne pierwiastki rzeczywiste, rownanie kwadratowe ma dwa rozwigzania
rzeczywiste):

—b—+2 =—b+\/3

=" 2 2a

2. jezeli A = 0, to funkcja kwadratowa ma dokfadnie jedno miejsce zerowe (tréjmian
kwadratowy ma jeden pierwiastek, réwnanie kwadratowe ma doktadnie jedno
rozwigzanie rzeczywiste):

b

“=%n=-g
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3. jezeli A < 0, to funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych (tréjmian kwadratowy nie
ma pierwiastkéw rzeczywistych, réwnanie kwadratowe nie ma rozwigzan
rzeczywistych).

e Posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowe;j:

fx) =alx—-p)*+gq
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* WZORYVIETE'A

PRZYKEADY, JAK PRZEKSZTALCIC WYRAZENIA ABY MOZNA 8Yt0 ZASTOSOWAC WZORY VIETE'A

-5UMA ODWROTNOSCI PIERWIASTKOW ROWNANIA

A 4 X+

% X, XXy,
-~ SUMA KWADRATOW PIERWIASTKOW ROWNANIA
1 1 L
% F k™ (g o) = Txim,

-5UMA ODWROTNOSCI KWADRATOW PIERWIASTKOW ROWNANIA

& 2 A
A A - Xt X (% %) - 2y
% & xb xb_ [ 2
X4 2 () (%= %)

~ KWADRAT ROZNICY PIERWIASTKOW ROWNANIA
2 1 2 2
[k =3 = % “Bgre # 8 = (0% ~dg%,
~SUMA SZESCIANOW PIERWIAS TKOW ROWNANIA

3 3 1
Xt X = (x1+xz][(x4+xx) "3)(.,}(4]
~5UMA ODWROTNOSCI SZESCIANOW PIERWIAS TKOW ROWNANIA

4 X;)[(Xﬁxa) -Bx,x;]
B g VT
R (%, %)
~SUMA CZWARTYCH POTEG PIERWIASTKOW ROWNANIA

L 2
X, +x, = [( X * Xl)z— -Zx,fx,J - 2xx)

* ROWNANIA KWADRATOWE Z PARAMETREM

e

2
ax +bx +c =0

~ JESLI 08A ROZWIAZANIA NALEZA
DO PRZEDZIALV (a; +so) TO:

X, >0

X+ X,

>2a

A

W

X, >

A (:g-o‘)(x;-oﬁ >0

~ JESLI 08A ROZWIAZANIA NALEZA
DO PRZEDZIALV (-so0, o), TO:

X, <a

X+ X, <2a

N

BRAK ROZWIAZAN

4
DWA ROZNE ROZWIAZANIA JEDNO ROZWIAZANIE
{fl* 0 a+0
a2 0 A=0
/ \
v
PRZECIWNYCH TAKICH SAMYCH
ZNAKOW ZNAKOW
Xq-xK<O x1-xl>o
/ \
08A UJEMNE 08A DODATNIE
Xq*X&<O }(1+x&)o
X'I'X:{_>O X,,'XK>O
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A<

A

!

A

X, <a

(x-a),-a) >0



Jezeli A = 0, to funkcje kwadrat

owg mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej:

f(x) =alx —x)(x — x3)

Wzory Viéte'a

Jezeli A >0, to

x1+

Qla

Xo = == X1X2 =
a

8. Ciaal

Wzér na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego (a,,), okreslonego dla n = 1, o pierwszym

wyrazie a, iroznicy r:

>0 CIAG ROSNACY

a,=a;+(n—-Dr <0 CIAG MALEJACY

v=0 CIAG STAEY

Wzory na sume¢ S, poczgtkowych n wyrazéw ciggu arytmetycznego:

n

2

a, +
S, =— a"-n

2a, +(n—Dr
— ‘N

S
B 2

Dla sgsiednich wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,) prawdziwa jest rownosé:

an

ap-1 + Ani1

dl
2 a

n=2

wyrazie a, iilorazie q:

Wzér na n-ty wyraz ciggu geometrycznego (a,), okreslonego dla n = 1, o pierwszym

an

a,-q" ! da n=>2

Wzory na sume Sn poczatkowych n wyrazéw ciggu geometrycznego:
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n

1-q
1-g¢q

Su dia

aq

qg+1 Spo=n-a; dla g=1

IG MATEMATYKAGRYZIE
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Dla sgsiednich wyrazéw ciggu geometrycznego (a,) prawdziwa jest rownosé:

(@n)? =an_1apyy dla n>2

Suma wyrazéw nieskoriczonego ciagu geometrycznego

Dany jest nieskoriczony cigg geometryczny (a,), okreslonydla n > 1, o ilorazie q.
Niech (S,) oznacza cigg sum poczatkowych wyrazéw ciggu (a,), to znaczy cigg
okreslony wzorem S, = a, +a, + ..+a, dan=1.

Jezeli |q| < 1, tocigg (S,) ma granice réwna:

a,q

S = lim S, =
1-g¢q

n—oo

Granice te nazywamy sumg wszystkich wyrazéw ciggu geometrycznego (a,,).

Twierdzenie o granicy sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciagéw zbieznych

Jezeli ciggi (a,) i (b,), okreslone dla kazdej liczby naturalnej n = 1, sg zbiezne
i lim a, =a oraz lim b,, = b, to ciagi (a, + b,), (a, —b,), (a,-b,) sa zbiezne,

n—oco n—oo

a ponadto:

lim(a, +b,) =a+b lim(a, —b,) =a—0>b lim(a, b, =a-b
n—oco n—oo n—oco

Jezeli ponadto b, # 0 dla n>1 oraz b # 0, to cigg (g—:) jest zbiezny i

li ap\ _a
lim (32) =3

Twierdzenie o trzech ciggach

Jezeli wyrazy ciggoéw (a,,), (b,) i (c,), okreslonych dla n = 1, spetniajg nieréwnos¢
ap <b,<c, da n=1,aciagi (a,) i (c,) sazbiezne do wspdinej granicy
lim a, = lim ¢, = g, to ciag (b,) jest zbiezny, a ponadto lim b, = g.

n—eo n—oo

n—oo

Procent sktadany

Jezeli kapitat poczatkowy K, ztozymy na okres n lat na lokacie bankowej, ktorej
oprocentowanie wynosi p% w skali rocznej, a kapitalizacja odsetek nastgpuje po
uptywie kazdego roku trwania lokaty, to kapitat koncowy K, jest okreslony wzorem:

Kn=1<0-(1+1%)n
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e Woybrane granice:

n

dla kazdego a > 0
dla kazdego q € (—1,1)

dla kazdego k > 0

1

lim (1 + —) =e
n—oo n
lim Vn=1
n—oo
lim Va=1
n—oo
limqg™" =0

1
lim —=0
n—oo N

mn—co

lim nk = 4o

dla kazdego k > 0

9. TRYGONOMETRIA

« Definicje funkciji trygonometrycznych kata ostrego w tréjkgcie prostokatnym

. a
sina = —
C

b
cosd = —
[

t a
a=—
8¢=1

e Definicje funkcji trygonometrycznych dowolnego kata
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B

A

o W PIERWSZE] CWIARTCE SAME PLUSY,
W DRUGIE] TYLKO SINUS,

W TRZECIEJ

TANGENS | COTANGENS,

A W CZAWARTE] COSINUG"

Y4
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3
e ®
sina = ; kot rozwarty kot ostry
x « € (90°, 480°) « €(0, 90")
cosa = — M(x,y)
R T e Y sink >0
tgaf=z, oile x #0 E’g‘;"jjg l s > 0
x Eéi <0 : tjéot >0
geco T J4 2@
gdzie : a
= ] 2 2 r i
r=|0M| x2+y2>0 . 0 %
Lsg;oi << g o« € (430 240") SLﬁo{ <0 o« € (240° 360")
& 50 W0Wsd > 0
ﬁ X >0 i* <0
geco ()




o Whykresy funkcji trygonometrycznych

yt y = sinx
AW : : : / >
1 1 3
-1 | § 0 =1 T -1 2 ¥
2 2 2
-
—
D-l
w
r~
>
ol
v
<
x
Z
A
s y y = cos x
(V1]
r_
<T
[
= t t t >
<T
x —1 - 0 ~qF T =T 21 X
2
W’ =1t
=z
o
~
ol
Wi
~
w
r~
o
ol
W’
=
;-
= : : y4 : y=tex
P : : : :
[a ) ' ' }
O ! : : I
o 5 : : |
e i | 1t | |
=2 i ! ! ;
% | ! : !
- ; 1; 1; 3; >
(@] ! i ! !
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% e Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata
2
g sin?a + cos?a =1
~

sina

tga =
& cosa

1
da « #:E:tr+k1r,

keZ
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e Wartosci funkcji trygonometrycznych dla wybranych katow

0° 30° 45° 60° 90°
a 0 1 1 1 1
6 4" 3" 2"
1
sina 0 i E J_§ 1
2 2 2
cosa 1 ‘/._5 E 1 0
2 2 2
tga 0 ? 1 V3 nie istnieje

e Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katow

Dla dowolnych katéw a oraz f prawdziwe sg réwnosci:

sin(e¢ + B) = sinacos B + cosa sin 8
sin(a — ) = sinacos§ — cosa sinf
cos(a + B) = cosacosf —sinasinf

cos(a — B) = cosacosf + sinasinf

Ponadto:
tga+tgp T
tg(a+ﬁ)=m gdy a,ﬁ,a+ﬁ¢§+km keZ
tga—tgp T
to(a—B8) =——————2° d LB, a — —+kn, kel
gla—p) 1+ ma-th gdy @f,a—f#5+kn

e Funkcje trygonometryczne podwojonego kata

ZAPRASZAM NA PEENE KURSY DO MATURY ‘PODSTAHONE] | ROZSZERZONE] NA APP MATEMATYKAGRYZIE PL
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sin2a = 2sinacosa

_ 2 a2
cos 2a = cos“ a — sin“ a
cos2a = 2cos?a—1

cos2a =1-—2sin’a

oile tga istniejei tgZa # 1
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e \Wybrane wzory redukcyjne

sin(90° — @) = cosa cos(90° — a) = sina
sin(90° + @) = cosa cos(90° + a) = —sina
sin(180° — a) = sina cos(180° —a) = —cosa tg(180° —a) = —tga

sin(180° + a) = —sina  cos(180°+ @) = —cosa tg(180°+ a) = tga

e Sumy, réznice i iloczyny funkcji trygonometrycznych

: . . a a—p a+p a—-p
sina + sinf = 2 sin cos cosa + cosff = 2 cos cos

2 2 2 2
: : a+pf a-p a+p  a—-f
sina — sinf = 2 cos 5 sin—; cosa —cos B = —2sin 5 sin—

sina -sinf = —%[cos(a + B) — cos(a — B)]
cosa-cosf = %[cos(a + B) + cos(a — B)]

sina-cosf = %[sin(a + B) + sin(a — B)]

e Okresowoscé funkciji trygonometrycznych

Dla kazdego kata a i liczby catkowitej k prawdziwe sg zwigzki:

sin(a + k - 360°) = sina cos(a + k - 360°) = cos a

Ponadto jezeli a #+ 90° + m - 180° (gdzie m € Z), to:

tg(a +k-180°) =tga

ZAPRASZAM NA PEENE KURSY DO MATURY PODSTHHOWEJI ROZSZERZONEJ NA APP MATEMATYKAGRYZIE PL

*  PARZYSTOSC FUNKC] TRYGONOMETRYCZNYCH

sin (=) = ~sine
FUNKCIE NIEPARZYSTE — WYKRESY TYCH FUNKC]I ’Gj(""i)" - tao{
6A SYMETRYCZNE WZGLEDEM PUNKTV (0,0) cig(+) = =iyt

FUNKC]E PARZYSTE — WYKRESY TYCH

Vol
FUNKC]l 6A SYMETRYCZNE WZGLEDEM 061 OY cos(—) = cos o

.LOSINVUS Z]ADA MINVS'
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10. PLANIMETRIA

Przyjmujemy nastepujgce oznaczenia w trojkgcie ABC:

a,b,c — dtugosci bokéw w trojkgcie ABC

a, B,y — miary katéw wewnetrznych trojkata
lezgcych, odpowiednio, przy wierzchotkach
A, B oraz C

R, r — dtugosci promieni okregow,

odpowiednio, opisanego i wpisanego
w trojkat ABC
hq, hy, h, — wysokosci tréjkgta opuszczone, odpowiednio, z wierzchotkéw A, B i C.

p — potowa obwodu tréjkgta ABC, {j.
_at+b+c
P="3
C
e Twierdzenie Pitagorasa (wraz z twierdzeniem odwrotnym do niego)
b
a
Jezeli w tréjkgcie ABC kat y jest katem prostym, to:
A c B

a’? + b? = ¢?

Jezeli w tréjkacie ABC dtugosci bokéw spetniajg rownosé a? + b% = c?, tokat y jest
katem prostym.

e Twierdzenie sinusow

e Twierdzenie cosinuséow

a? =b%+c?—2bc-cosa

ZAPRASZAM NA PEENE KURSY DO MATURY ‘PODSTAHOHEJ | ROZSZERZONE] NA APP MATEMATYKAGRYZIE PL

b? = a? + ¢? — 2ac - cos

c? =a?+ b%? —2ab - cosy
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e \Wzory na pole trojkata ABC

1
Ppagc = Eab -siny = Ebc ~sina = zca: sinp

abc
PAABC:E Ppppc=p"T

Paasc =P —a)(® —b)(p - ¢)

1, sinﬁ-siny_l .

B siny-sina 1 sina - sin 8
Sl ——% e — il
ARBE ™ sina 2 sin B 2 siny

i 2

Paapc = 2R? - sina - sinf - siny

o Zwigzki miarowe w tréjkgcie prostokgtnym

Przyjmijmy, ze w trojkgcie ABC kat przy wierzchotku C jest kgtem prostym. Niech D
bedzie spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka C na podstawe AB trojkata.

ZAPRASZAM NA PEENE KURSY DO MATURY PODSTANOWE] | ROZSZERZONEJ NA APP MATEMATYKAGRYZIE PL

Wodweczas:
ab
h. =+/|AD| - |DB| hc=?
_a+b-c 5 i b
Tiss 2 = c
B=hb b =
a=c-sina=c-cosff=b-tga=>b-——
8 tep | A . D
e Zwigzki miarowe w trojkacie rownobocznym
a — dtugos¢ boku tréjkata rownobocznego
h — wysokos¢ trojkata rownobocznego
C
a3 a?\J/3
b= Pa=—3
a h a
1 2
=—h R=-h
T 3 B
A a B
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e Cechy przystawania trojkatow

C M

A B K L

a) cecha przystawania ,bok—-bok-bok” dla tréjkatéw ABC i KLM:
dtugosci bokéw tréjkata ABC sg rowne odpowiednim diugosciom bokéw tréjkata
KLM, np.: |AB| = |KL|, |BC| = |KM|, |CA| = |ML]|

b) cecha przystawania ,bok—kat—bok” dla tréjkatow ABC i KLM:

dtugosci dwoch bokoéw trojkgta ABC sg rowne odpowiednim dtugos$ciom dwdch
bokéw trojkata KLM i katy miedzy tymi parami bokéw sg przystajgce, np.:
|AB| = |KL|, |BC| = |KM| i |4ABC| = |ALKM|

c¢) cecha przystawania ,kat—bok—kat” dla tréjkatow ABC | KLM:

dtugos¢ jednego boku tréjkata ABC jest rowna diugosci jednego boku trojkgta KLM
i kagty przylegte do tego boku tréjkgta ABC sg przystajgce do odpowiednich katéw
przylegtych do odpowiedniego boku tréjkgta KLM, np.:

|AB| = |KL| oraz |4BAC| = |4KLM| i |4ABC| = |4LKM|

e Cechy podobienstwa trojkatow
C

A B K L

a) cecha podobienstwa ,bok-bok-bok” dla trojkgtow ABC i KLM:

dtugosci bokéw trojkata ABC sg proporcjonalne do odpowiednich dtugosci bokéw

B AB BC CA
tréjkata KLM, np.: 1KL: - IlLMll - ||MKI I

b) cecha podobienistwa ,bok—kat-bok” dla trojkgtow ABC i KLM:
dtugosci dwoch bokow tréjkgta ABC sg proporcjonalne do odpowiednich diugosci
dwéch bokéw trojkgta KLM i katy miedzy tymi parami bokéw s3 przystajgce, np.:

AB| _ |AC
||KL|| IlKMll |4BAC| = |4LKM)|

ZAPRASZAM NA PEENE KURSY DO MATURY ‘PODSTAHOHEJ | ROZSZERZONEJ NA APP MATEMATYKAGRVYZIE PL

c) cecha podobienstwa ,kat—kat—kat” dla trojkgtow ABC i KLM:

katy tréjkata ABC sg przystajgce do odpowiednich katéw trojkgta KLM, np.:
|A#BAC| = |4LKM| i |4ABC| = |4KLM| i |4ACB| = |4KML|
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Twierdzenie o dwusiecznej kata

Jezeli dwusieczna kata wewnetrznego (zewnetrznego) tréjkgta ABC poprowadzona
z wierzchotka C przecina prostg zawierajgcg odcinek AB w punkcie D, to:

|AD| _ |AC|
|BD|  |BC]|

Twierdzenie Talesa (wraz z twierdzeniem odwrotnym do niego)

Rézne proste AB i CD przecinajg sie w punkcie P, przy czym spetniony jest jeden
z warunkow:

—punkt A lezy wewnatrz odcinka PB oraz punkt C lezy wewnatrz odcinka PD
LUB
—punkt A lezy na zewnatrz odcinka PB oraz punkt C lezy na zewnatrz odcinka PD.

|AB| _ |CD|

Jezeli PA| = W,to proste AC i BD sg réwnolegte.
Jezeli proste AC i BD sgréwnolegte, to L‘:‘,—ir =%.

: A\,
ST X\

Koto

Pole P kota o promieniu r jest rowne:

‘ P = nr?

Obwod L kota o promieniu r jest rowny:

‘ L =2nr
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* TROJKATY CHARAKTERYSTYCZNE

*  TWIERDZENIE O SRODKOWYCH W DOWOLNYM TROJKACIE

5 — SRODEK CIE2KOSCI TROKATA

* LINIE CHARAKTERYSTYCZNE TRO]KP;TA

c c ¢
/\ A\
D E
A 3 A b b ° 3 A 8

DWUSIECZNA KA TA $RODKOWA DE — LINIA SRODKOWA TROJKATA

IDE| = %|A8| ORAZ DE|| AS

* OKRAG OPISANY NA TROJKACIE PROSTOKATNYM

bl = oA = ol = R

ZAPRASZAM NA PEENE KURSY DO MATURY PODST&NOHEJ I ROZSZERZONE] NA APP MATEMATYKAGRYZIE, PL

5C —> SRODKOWA W TROJKACIE ABC
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7

Wycinek kota

Pole P wycinka kota o promieniu r i kgcie srodkowym «a
wyrazonym w stopniach jest réwne:

P=——mr? y
~360° "
Dlugos¢ L tuku AB wycinka kota o promieniu r i kgcie @

srodkowym a wyrazonym w stopniach jest réwna:

L

= 3600 ‘"

Katy w okrequ

Miara kata wpisanego w okrag o srodku O jestréwna
potowie miary kata srodkowego, opartego na tym samym
tuku.

W szczegodlnosci kat wpisany oparty na potokregu jest katem
prostym.

Miary katéw wpisanych w okrag o $rodku O, opartych na tym
samym tuku, sg rowne.

Twierdzenie o kacie miedzy styczna i cieciwa

Dany jest okrag o Srodku w punkcie O icieciwa AB tego okregu. Prosta AC jest
styczna do tego okregu w punkcie A, natomiast punkt P lezy na tym okregu i nie nalezy
do kata CAB. Wtedy:

|£APB| = |4CAB| i |4AOB|=2-|4CAB|

przy czym wybieramy ten z katéw srodkowych AOB, ktory jest oparty na tuku
znajdujgcym sie wewnatrz kata CAB.

A C A c C A
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* SRODEK OKREGV OPISANEGO NA TROJKACIE

5 — PUNKT PRZECIECIA SYMETRALNYCH
80KOW TEGO TROJKATA &

* SRODEK OKREGU WPISANEGO W TROJKAT

S — PUNKT PRZECIECIA DWUSIECZNYCH
KATOW WEWNETRZNYCH TROJKATA

Z TWIERDZENIA O ODCINKACH STYCZNYCH NYNIKAIZE
|aF|l = 1aDl, [8Dl =o€l |cFl = [cE|

* KATY W OKREGACH

*  TWIERDZENIE O CIECIWACH

ZAPRAGSZAM NA PEENE KURSY DO MATURY 'PODSTAHOHEJ I ROZ%ZERZONE] NA APP MATEMATYKAGRYZIE, PL

[aP| - P8| = [cP| - PD|
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e Twierdzenie o odcinkach stycznych

Jezeli styczne do okregu w punktach A i B przecinajg sie w punkcie P, to:

A

|PA| = |PB|

e Twierdzenie o odcinkach siecznej i stycznej

Dane s3a: prosta przecinajgca okrgg w punktach A i B oraz prosta styczna do tego
okregu w punkcie C. Jezeli proste te przecinajg sie w punkcie P, to:

|PA| - |PB| = |PC|?

B
A
P
C R
o Czworokaty
Trapez — czworokat, ktéry ma co najmniej jedng pare bokéw réwnolegtych. b

ZAPRASZAM NA PEENE KURSY DO MATURY PODE:TANONEJ | ROZSZERZONEJ NA APP MATEMATYKAGRYZIE PL

Wz6r na pole P trapezu:

a+b
P = .
5 h
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ler| = 226
°C+$ = 430"
B-R="-%
R+P3=R+R '%
B="
A a

ADSC JEST PODOBNY DO AASS

A ASD MA TAKIE SAMO POLE JAK ACSS

TRAPEZ ROWNORAMIENNY

B:fb

*  WIELOKATY FOREMNE

LICZBA PRZEKATNYCH n-KATA N(E-sJ
MIARA KATA WEWNETRZNEGO n-KATA FOREMNEGO (n,—.‘i'?vwgo.

5ZESCIOKAT FOREMNY

(o9
o O
oy
\E
o O
Ov
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Roéwnolegtobok — czworokat, ktéry ma dwie pary bokéw rownolegtych.
Wzory na pole P réwnolegtoboku:

P =ah P=a-b-sina

1
P =5 |AC| - |BD| - siny

Romb — czworokat, ktéry ma wszystkie boki jednakowej dtugosci.
Wzory na pole P rombu:

P=ah P =a? sina

1
P =+ |AC| - |BD|

Deltoid — czworokat wypukty, ktéry ma os symetrii zawierajgcg jedng z przekatnych.
Wz6r na pole P deltoidu:

1
P =-|AC|-|BD|

e Okrag opisany na czworokgacie

Na czworokgcie mozna opisac okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy miar jego
przeciwlegtych katow wewnetrznych sg rowne 180°.

at+y=p+6

ZAPRASZAM NA PEENE KURSY DO MATURY PODSTAWOWE] | ROZSZERZONE] NA APP MATEMATYKAGRYZIE,PL

a+y=180° B+6=180°
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e Okrgg wpisany w czworokat

W czworokat wypukty mozna wpisa¢ okrag
wtedy i tylko wtedy, gdy sumy dtugosci jego
przeciwlegtych bokow sg rowne.

at+c=b+d

e Pola figur podobnych

Jezeli figura B o polu Py jest podobna do figury <A opolu P4 (réznym od zera)
w skali k, to stosunek pdl tych figur jest rowny kwadratowi skali podobienstwa.

Py

2
Py .

11. GEOMETRIA ANALITYCZNA NA PLASZCZYZNIE KARTEZJANSKIEJ

e Dilugosé¢ odcinka

ZAPRASZAM NA PEENE KURSY DO MATURY PODSTAHOWE] I ROZSZERZONEJ NA APP MATEMATYKAGRYZIE PL

Dtugosc¢ odcinka AB o konicach w punktach A = (x4, y,4) ya B(xg, V&)
oraz B = (xg,yp) jestrowna:
S(xs, ¥s)
|AB| = /(x5 — x4)% + (V5 — ya)?
e Wspbirzedne $rodka odcinka A(X4,Ya) R
x
Wspoétrzedne srodka S = (xs,ys) odcinka AB o koncach
w punktach A = (x4,y,) oraz B = (xg,yg) S rowne:
» _XatXp _Yatys
8 =" =" M
— —
e CWIARTKI W UKEADZIE WSPOERZEDNYCH ﬂ I/
05 ODCIETYCH— 05 X-OW >y
05 RZEDNYCH — 05 Y- 0OW - -
I v
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o > ) FUNKC]A ROSNACA

L~ o <0 FUNKC]A MALEJACA

e Rownanie kierunkowe prostej a = O FUNKC]A STALA

Jezeli prosta nie jest rownolegta do osi Oy, to mozna Y4
opisac jg rownaniem kierunkowym:
y=ax+b\|p
y=ax+b
| [v4 _
Liczba a to wspétczynnik kierunkowy proste;j. 0 \ x

a=tga

Prosta o réwnaniu y = ax + b przecina o§ Oy w punkcie (0,b).

e Rownanie kierunkowe prostej o danym wspotczynniku kierunkowym a, ktéra przechodzi
przez punkt P = (xg,Yo):

y = a(x —xo) +¥o

e Roéwnanie kierunkowe prostej, ktéra przechodzi przez dwa dane punkty A = (x4,¥4)
oraz B = (xp,y5):

Y —Ya=alx—x,)
gdzie
_Yp~Va
a= —JCB = gdy xp# x4

e Rownanie ogolne prostej

Ax+By+C=0, gdzie ABCERiA*+B?>+#0

Jezeli A = 0, to prosta jest réwnolegta do osi Ox; jezeli B = 0, to prosta jest
rownolegta do osi Oy; jezeli C = 0, to prosta przechodzi przez poczatek uktadu
wspotrzednych.

* Roéwnanie ogolne prostej, ktéra przechodzi przez dwa dane punkty A = (x4,y,) oraz
B = (xB! yB):
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(Y=y)(lxg—x4) — (g —y)(x—2x4) =0
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Proste rownolegte

Dwie proste o réwnaniach kierunkowych y = a;x + b; oraz y = a,x + b, sa
rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy:

a1=a2

Dwie proste o réwnaniach ogéinych A;x+ By + €y =0 oraz A,x+ B,y +C, =0 s3g
rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy:

Al'BZ_Az'B]_:O

Proste prostopadte

Dwie proste o réwnaniach kierunkowych y = a;x + b; oraz y = a,x + b, sa
prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy:

‘ a,-a, =-1

Dwie proste o réwnaniach ogélnych A;x+ B;y+Cy =0 oraz A,x+ B,y +C, =0 s3
prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy:

‘ AI'A2+BIIBZ=0

QOdlegtos¢ punktu od prostej

Odlegtos¢ d punktu P(xq,yo) od prostej o rGwnaniu ogélnym Ax + By + C = 0 jest
rowna:

d=|Ax0+B-y0+C[
JETE

Réwnanie okregu

Réwnanie okregu o $rodku S = (a, b) i promieniu r > 0 w postaci kanoniczne;j:

(x—d)* +y—b)=1*

Roéwnanie okregu o $rodku S = (a, b) ipromieniu r > 0 w postaci ogéinej:

x2+y?2—2ax—2by+c=0

gdzie ¢ = a? + b2 —r2.

PRZESUNIECIE WYKRESU FUNKC]!

3()():-?(%‘?)4'(1/ ?>O - ?<O — CL>O T %(O !
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Wspétrzedne wektora, diugosé wektora, dziatania na wektorach

Dane sg punkty A = (x4,y,) oraz B = (xg,yz). Wspotrzedne wektora AB
zaczepionego w punkcie A:

E = [xB — X4 ¥YB — J’A]

Jezeli U = [uy,u,] oraz ¥ = [v,,v,] s3 wektoramioraz a € R, to:

U+ U= [uy +vy,uy + v, a-U=[a u,a-uy]

Dlugoscig |u| wektora u = [uq,u;] nazywamy liczbe

i = v/ ()? + (uy)?

Przeksztatcenia geometryczne

Przesunigcie o wektor U = [a, b] przeksztatca punkt P = (x,y) na punkt
P=(x+ ay+Db).

Symetria osiowa Sy, wzgledem osi Ox przeksztatca punkt P = (x,y) na punkt
P = (x,—y).

Symetria osiowa S,, wzgledem osi Oy przeksztatca punkt P = (x,y) na punkt
P’ = (—x,y).

Symetria srodkowa Sx wzgledem punktu K = (a,b) przeksztatca punkt P = (x,y)
na punkt P’ = (2a — x,2b — y).

W szczegodlnosci symetria Srodkowa wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych
przeksztatca punkt P = (x,y) napunkt P’ = (—x,—y).

Pole tréjkata

Pole tréjkata ABC o wierzchotkach A = (x4,v4), B = (xg,yg) oraz C = (xc,yc) jest
rowne:

1
Ppapc = E |(xg — x4) (Ve — Ya) — (Vs — Ya) (xc — x4)|

SYMETRIE OSIOWE

Ls wzGLEDEM 051 OX (j(x)——— - f(x] ODSBICIE GORA— DOE

Ls WZGLEDEM 06l OY (j(x)= f(—x) ODBICIE LENO—PRAWO
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o \Wspodirzedne srodka ciezkosci trojkata

Wspotrzedne srodka ciezkosci S = (xg, ys) trojkgta ABC o wierzchotkach
A = (x4,94), B = (x5,y5) oraz C = (x., V), czyli punktu przeciecia jego $rodkowych:

Xg = 3

xA+xB+xc

Ys

=3’A+}’B+J’c

3

e Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych

i przechodzi przez punkt P.

prostopadta do prostej L.

12. STEREOMETRIA

Przyjmujemy oznaczenia:

E. — pole powierzchni catkowitej
B, — pole podstawy

s Prostopaditoscian

ZAPRASZAM NA PEENE KURSY DO MATURY PODSTAWOWE ] | ROZSZERZONE] NA APP MATEMATYKAGRYZIE PL

P. =2(ab + bc + ca)
V = abc

Prosta k przebija ptaszczyzne w punkcie P pod katem ostrym. Prosta [ jest rzutem
prostokatnym prostej k na te ptaszczyzne. Prosta m lezy na tej ptaszczyznie

Wowczas prosta m jest prostopadta do prostej k wtedy i tylko wtedy, gdy m jest

Py, — pole powierzchni bocznej

V — objetos¢

gdzie a, b, ¢ sg dlugosciami krawedzi prostopadio$cianu

IG MATEMATYKAGRYZIE
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«  PROSTOPADLOSCIAN H G

A ||
ol = DLUGOSE PRZEKATNE] PROSTOPADEOSCIANY
Ei ------------------ C
*  SZESCIAN ’ 7 - B/b
df&ﬁ d- aﬁ,
i a
di1 — DtUGOSC PRZEKATNE] SZESCIANY ',.i-d-_,, _____ 3
OQ,‘—> DEUGOSC PRZEKATNE] PODSTANY SZESCIANY ; - a

*  GRANIASTOSEUP

GRANIASTOSEUP PRAWIDEOWY — GRANIASTOSEUP PROSTY, KTOREGO PODSTAWA JEST WIELOKAT FOREMNY

GRANIASTOSEUP O n-KACIE W PODSTAWIE MA:

L n+2 SCIANY (n SCIAN 80CZNYCH | 2 PODSTAWY)

L 3n KRAWEDZI (n KRAWEDZI 80CZNYCH | 2n KRAWEDZI PODSTAWY)
L 2n WIERZCHOEKOW

ZAPRASZAM NA PEENE KURSY DO MATURY PODST&HOHEJ I ROZSZERZONE] NA APP MATEMATYKAGRYZIE, PL

A — KAT MIEDZY PRZEKATNA GRANIAGTOSEUPA Xy
I
A KRAWEDZIA PODSTAWY ;?
I
B — KAT MIEDZY PRZEKATNA GRANIASTOSEUPA =
I
A KRAWEDZIA 80CZNA ;
¥ — KAT MIEDZY PRZEKATNA GRANIASTOSEUPA !
A PLASZCZYZNA PODSTAWY i
5 — KAT MIEDZY PRZEKATNA SCIANY BOCZNE) !
A KRAWEDZIA PODSTAWY . |l
€ — KAT MIEDZY KRAWEDZIAMI PODSTAWY fé\/ \é 3
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e Graniastostup prosty

] |
: H
Pb =0b-h E
F|— G
V= Pp -h i i h
i Ob | : . D
gdzie Ob jest obwodem podstawy graniastostupa, Ei-""" 1,
natomiast h — wysokoscig graniastostupa. ’ ¢
A B
e Ostrostup
1
V= 3 B, h

gdzie h jest wysokoscig ostrostupa.

e Walec
Pb = th
P. = 2nr(r + h)
V = nr?h h

gdzie h jest wysokoscig walca, 0 - $rodkiem symetrii

podstawy walca, r — promieniem podstawy walca. !/

ZAPRASZAM NA PEENE KURSY DO MATURY PODSTHNONE] I ROZSZERZONE] NA APP MATEMATYKAGRYZIE,PL

e Stozek
Pb = 11‘?"!
P.=mnr(r +1)
1
V= Enr‘?h

gdzie r jest promieniem podstawy stozka, h — jego wysokos$ciag, natomiast [ — tworzacg
stozka. Punkt O jest srodkiem symetrii podstawy stozka.
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* O5TROSEUP

05 TROSEUP O nKACIE W PODSTAWIE MA:

Lon +4 SCIAN (n SCIAN BOCZNYCH | 4 PODSTAWA)

L A KRAWEDZI (v KRAWEDZI 80CZNYCH | n KRAWEDZI PODSTAWY)
Lop +4 WIERZCHOEKOW o

&— KAT MIEDZY PLASZCZYZNA PODSTAWY
A KRAWEDZIA 80CZNA

B — KAT MIEDZY PLASZCZYZNA PODSTAWY
A SCIANA 80CZNA

* GTOZEK

o => KAT ROZWARCIA STOZKA

*  8SRYtY PODOSNE

skala podobiehstwa
\/E}:,_ 3 /
— k] 8

k

B,

ko
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Kula

gdzie r jest promieniem kuli, natomiast O — Srodkiem symetrii kuli.

13. KOMBINATORYKA
e Permutacje

Liczba wszystkich sposobow, na ktére n réznych elementéw mozna ustawi¢ w cigg, jest
rowna n!.

o Kombinacje

Liczba wszystkich sposobdw, na ktére sposréd n réznych elementéw mozna wybraé k
elementéw (0 < k < n), jest réwna (7).

e \Wariacje z powtérzeniami

Liczba wszystkich sposobdéw, na ktére z n réznych elementéw mozna utworzyé cigg,
sktadajacy sie z k (niekoniecznie réznych) wyrazéw, jest réwna nk.

e \Wariacje bez powtdrzen

Liczba wszystkich sposobéw, na ktére z n réznych elementéw mozna utworzyé cigg,
sktadajacy sie z k réznych wyrazoéw (1 < k < n), jest réwna

n!

(n_—'k)!=n-(n—1)-...-(n—k+1)
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14. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

o Wiasnosci prawdopodobieristwa
Niech () bedzie niepustym zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych doswiadczenia
losowego, natomiast P — prawdopodobienstwem okreslonym na podzbiorach zbioru ().

Wtedy:

0<PA) =<1 dla kazdego zdarzenia A c Q)

P(@®) =0

P(Q)=1

P(A) < P(B) dla kazdych zdarzenn A oraz B takich,ze Ac B c ()
P(A)=1-P4) gdzie A’ oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A c ()
P(AUB) =P(A) +P(B)—P(ANnB) dla kazdych zdarzen A, B c Q)
P(AUB) < P(A) + P(B) dla kazdych zdarzen A, B c )

e Twierdzenie (klasyczna definicja prawdopodobiernstwa)

Niech ) bedzie niepustym skonczonym zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych
doswiadczenia losowego. Jezeli wszystkie zdarzenia jednoelementowe sg jednakowo
prawdopodobne, to prawdopodobierstwo zdarzenia losowego A jest réwne:

i
P@ =1q]

gdzie |A| oznacza liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu losowemu A,
natomiast |Q| — liczbe elementéw zbioru (.

e Schemat Bernoullego

Probg Bernoullego nazywamy doswiadczenie losowe, w ktorym otrzymujemy jeden

z dwoch mozliwych wynikéw. Jeden z nich nazywamy sukcesem, a drugi — porazka.
Jezeli prawdopodobienstwo sukcesu jest rowne p, to prawdopodobiernstwo porazki jest
rowne g =1 —p.

ZAPRASZAM NA PEENE KURSY DO MATURY PODSTM\IONEJ [ ROZBZERZONEJ NA APP MATEMATYKAGRVYZIE, PL

Schematem Bernoullego nazywamy cigg niezaleznych powtérzen préb Bernoullego.
W schemacie Bernoullego prawdopodobienstwo P, (k) uzyskaniaw n prébach
doktadnie k sukceséw (0 < k < n) jest réwne:

Pa(k) = (:) peqn"
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= P(A_\?)):P(An?a) _ 1A

15}
e Prawdopodobienstwo warunkowe P(B> 8

Niech A, B beda zdarzeniami losowymi zawartymiw (1, przy czym P(B) > 0.

Prawdopodobienstwem warunkowym P(A|B) zdarzenia A pod warunkiem zaistnienia

zdarzenia B nazywamy liczbe:

P(ANB)

P(A|B) = P(B)

e Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym

Jezeli zdarzenia losowe By, B,, ..., B, zawarte w () spefniajg warunki:

2.81 UBzu...UBn =.Q
3.P(B)>0dlal<i<n

to dla kazdego zdarzenia losowego A < () prawdziwa jest rownos¢:

1. By, By, ..., B, sgparamirozigczne, tzn. B;NBj=@ dla i #j,1<i<n,1<j<n

P(A) = P(A|B,) - P(B,) + P(A|B) - P(B;) + ...+ P(A|B,) - P(B,)

e Twierdzenie Bayesa

Jezeli zdarzenia losowe A, B4, B,, ..., B, zawarte w () spetniajg warunki:

2.31U32U...UBH=.Q
3.P(B))>0dlal1<i<n
4.P(A) >0

to dla kazdego k (1 < k < n) prawdziwa jest rownos¢:

1. By, B, ..., B, sgparamirozigczne, tzn. BNB;=Q dlai#j,1<i<n,1<j<n

P(By) - P(A|By)
P(A|By) - P(By) + P(A|B;) - P(By) + ...+ P(A|By) - P(By)

P(Bi|A) =

e Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej

ZAPRASZAM NA PEENE KURSY DO MATURY PODSTANOWE] I ROZSZERZONEJ NA APP MATEMATYKAGRVYZIE,PL

Niech X bedzie zmienng losowg o wartosciach x4, x,, ..., X, € R, okreslong na

zbiorze , przy czym P({w:w € Q) oraz X(w) = x;}) = p; dla 1 <i < n. Wartoscig

oczekiwang zmiennej losowej X nazywamy liczbe:

E(X)=xy p1+ % D2+ . + X Pn
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15. PARAMETRY DANYCH STATYSTYCZNYCH

e Srednia arytmetyczna

Srednia arytmetyczna @ zliczb a,, a,, ..., a, jestréwna:

a1+a2+ ---+a-n
n

a=

e Srednia geometryczna

Srednia geometryczna g zliczb nieujemnych a4, a,, ..., a, jestrowna:

g="4a-a; .. a,

e Srednia kwadratowa

Srednia kwadratowa k zliczb a,, as, ..., A, jest réwna:

n

. _ J(aoz + (@) + ot (a)?

e Nierownosci miedzy srednimi liczbowymi

Niech a4, a,, ..., a,, bedg liczbami nieujemnymi. Wtedy (przy powyzszych
oznaczeniach) prawdziwe sg nierbwnosci:

k>a=>g

Ponadto réwnos¢ pomiedzy tymi srednimi liczbowymi zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
a, =0a; = ..=ay,.

o Srednia wazona

ZAPRASZAM NA PEENE KURSY DO MATURY PODSTAHONEJ | ROZSZERZONEJ NA APP_ MATEMATYKAGRYZIE PL

Srednia wazona 5 zliczb ay, a,, ..., a,, ktérym przypisano dodatnie wagi —
odpowiednio: wy, W, ..., Wy, jest rowna:

wi-agt+wy-a;+ .. t+wy-a,
W1+W2+ et Wn

§=
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e DOMINANTA (MODA)

NAJCZESCIE] WYSTEPUJACA WARTOSC ZBIORU DANYCH np. 2,4, 4,4,%5 TO DOMINANTA WYNOSI 2
e Mediana

Mediang uporzagdkowanego w kolejnosci niemalejgcej zbioru n danych liczbowych
a,, a,, ..., a, jest:

—dla n nieparzystych: @n»+1 (Srodkowy wyraz ciggu)

2

—dla n parzystych: % . (ai +an +1) ($rednia arytmetyczna dwéch srodkowych
2 2
wyrazow ciggu)

o \Wariancja i odchylenie standardowe

Wariancja 62 danych liczbowych a4, as, ..., a, o $redniej arytmetycznej a jest réwna:

e (a; — @)%+ (a, — @)* + ...+ (a, — a)?
n

Prawdziwa jest tez rownosc:

(a1)? + (a)* + ... +(ap)?
n

g% =

- (@)*

Odchylenie standardowe o jest pierwiastkiem kwadratowym z warianciji:

n

- \/(al — R4 Gy — DRt sk (B, — )P

16. POCHODNA FUNKCJI

e Pochodna sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu funkcji. Pochodna funkcji ztozonej

[c-f(xX)]'=c-f'(x) daceR
[fG)+g()]' =f'(x)+g'(x)

[fGx) —g()]' = f'(x) — g'(x)
[F(x)-g)] = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x)

f(x) flx) - gx)—f(x) g'(x
g(x)l [g(0)]2 gdy g(x) #0

[9(f@)] = g'(f®) - ')
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* EKSTREMA LOKALNE

FUNKC]A NA RYSUNKU MA DWA EKSTREMA LOKALNE

L> MAKSIMUM LOKALNE £(x) PRZYMOWANE DLA ARGUMENTV x,
L> MINIMUM LOKALNE £(x) PRZYJMOWANE DLA ARGUMENTU

MAKSIMUM LOKALNE

/\:]

xV

£(x)

\—' MINIMUM LOKALNE

* ETAPY ZNAJDOWANIA EKSTREMOW LOKALNYCH

A WYZNACZENIE DZIEDZINY FUNKC]I ORAZ JE] POCHODNE]
2. WYZNACZENIE PUNKTOW KRYTYCZNYCH (MIEJSCA, GDZIE £)> 0 LUB £ NIE ISTNIE JE)

3. ANALIZA ZNAKOW POCHODNEJ W PRZEDZIALACH WYZNACZONYCH PRZEZ PUNKTY KRYTYCZNE

ua.JE5Ll POCHODNA W PUNKCIE KRYTYCZNYM ISTNIEJE—SPMNDZAMY CZY ZMIENIA ZNAK |
OKRESLAMY TYP EKSTREMUM

b, JESLI POCHODNA W PUNKCIE KRYTYCZNYM NIE ISTNIE JE — 8ADAMY CIAGEOSC FUNKC]I | CZY
POCHODNA ZMIENIA ZNAK. JESLI TAK OKRESLAMY TYP EKSTREMUM

*  TWIERDZENIE 4 — WARUNEK KONIECZNY ISTNIENIA EKSTREMUM L OKALNEGO

JESLI FUNKCJA £ JEST OKRESLANA W OTOCZENIU PUNKTU X, JEST ROZNICZKOWALNA W PUNKCIE x,
| POSIADA TAM EKSTREMUM LOKALNE TO £'(x,) =0

*  TWIERDZENIEZ — WARUNEK WYSTARCZAJACY ISTNIENIA EKSTREMUM LOKALNEGO

ZAPRASZAM NA PEENE KURSY DO MATURY PODSTAHOHEJ I ROZSZERZONE] NA APP MATEMATYKAGRYZIE, PL

o) JEsu FUNKCJA § JEST ROZNICZKOWALNA W PRZEDZIALE (a, E)I {l'(x] >0 DLA xe(a,x,) ORAZ
£(x)>0 pLA xe (b, x,), TO FUNKC]A MA W PUNKCIE X, MINIMUM

b) JESLI FUNKCJA § JEST ROZNICZKOWALNA W PRZEDZIALE (a,b) £(x)<0 DLA xe(a,x,) ORAZ

£(x)<0 DLA xe (b, x,) TO FUNKC]A MA W PUNKCIE x, MAKSIMUM
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e Pochodne wybranych funkciji

Niech a, b, ¢, r beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

fx)=c ffx)=0
g f(x) =ax+b fl(x)=a
S
& f(x) =ax?*+bx+c f(x)=2ax+b
L
=
& flx) =’ )= ra™s
<
2 a . _a
& flx) =g f@=-=
: )= Vi o) =—
— — X)) =—
2 flx x W
~
ﬁ f(x) = sinx f'(x) = cosx
N
&
- f(x) = cosx f'(x) = —sinx
Ly

— t —_— —
E f(x) =1tgx f'(x) (cos x)?
(o)
g flx) = e* f'(x) =e*
=
<
s gdzie e jestliczbg Eulera; e =~ 2,72
O
< e Roéwnanie stycznej
ht4
3 Jezeli funkcja f ma pochodng w punkcie x,, to rownanie stycznej do wykresu funkcji f
& w punkcie (xo, f(x,)) dane jest wzorem:
=z
s
5
= y =a(x —xo) + f(xo)
< .
N gdzie
a = f'(xo)
Strona 33 z 34

IG MATEMATYKAGRVYZIE



ZAPRASZAM NA PEENE KURSY DO MATURY PODSTAWOWE] | ROZSZERZONE] NA APP MATEMATYKAGRYZIE, PL

17. TABLICA WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

al?] sina cos a tga

0 0,0000 1,0000 0,0000

1 0,0175 0,9998 0,0175

2 0,0349 0,9994 0,0349

3 0,0523 0,9986 0,0524
4 0,0698 0,9976 0,0699
5 0,0872 0,9962 0,0875

6 0,1045 0,9945 0,1051

7 0,1219 0,9925 0,1228
8 0,1392 0,9903 0,1405
9 0,1564 0,9877 0,1584
10 0,1736 0,9848 0,1763
11 0,1908 0,9816 0,1944
12 0,2079 0,9781 0,2126
13 0,2250 0,9744 0,2309
14 0,2419 0,9703 0,2493
15 0,2588 0,9659 0,2679
16 0,2756 0,9613 0,2867
17 0,2924 0,9563 0,3057
18 0,3090 0,9511 0,3249
19 0,3256 0,9455 0,3443
20 0,3420 0,9397 0,3640
21 0,3584 0,9336 0,3839
22 0,3746 0,9272 0,4040
23 0,3907 0,9205 0,4245
24 0,4067 0,9135 0,4452
25 0,4226 0,9063 0,4663
26 0,4384 0,8988 0,4877
27 0,4540 0,8910 0,5095
28 0,4695 0,8829 0,5317
29 0,4848 0,8746 0,5543
30 0,5000 0,8660 0,5774
31 0,5150 0,8572 0,6009
32 0,5299 0,8480 0,6249
33 0,5446 0,8387 0,6494
34 0,5592 0,8290 0,6745
35 0,5736 0,8192 0,7002
36 0,5878 0,8090 0,7265
37 0,6018 0,7986 0,7536
38 0,6157 0,7880 0,7813
39 0,6293 0,7771 0,8098
40 0,6428 0,7660 0,8391
41 0,6561 0,7547 0,8693
42 0,6691 0,7431 0,9004
43 0,6820 0,7314 0,9325
44 0,6947 0,7193 0,9657
45 0,7071 0,7071 1,0000
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a[°] sina cosa tga
45 0,7071 0,7071 1,0000
46 0,7193 0,6947 1,0355
47 0,7314 0,6820 1,0724
48 0,7431 0,6691 1,1106
49 0,7547 0,6561 1,1504
50 0,7660 0,6428 1,1918
51 0,7771 0,6293 1,2349
52 0,7880 0,6157 1,2799
53 0,7986 0,6018 1,3270
54 0,8090 0,5878 1,3764
55 0,8192 0,5736 1,4281
56 0,8290 0,5592 1,4826
57 0,8387 0,5446 1,5399
58 0,8480 0,5299 1,6003
59 0,8572 0,5150 1,6643
60 0,8660 0,5000 1,7321
61 0,8746 0,4848 1,8040
62 0,8829 0,4695 1,8807
63 0,8910 0,4540 1,9626
64 0,8988 0,4384 2,0503
65 0,9063 0,4226 2,1445
66 0,9135 0,4067 2,2460
67 0,9205 0,3907 2,3559
68 0,9272 0,3746 2,4751
69 0,9336 0,3584 2,6051
70 0,9397 0,3420 2,7475
71 0,9455 0,3256 2,9042
72 0,9511 0,3090 3,0777
73 0,9563 0,2924 3,2709
74 0,9613 0,2756 3,4874
75 0,9659 0,2588 3,7321
76 0,9703 0,2419 4,0108
77 0,9744 0,2250 4,3315
78 0,9781 0,2079 4,7046
79 0,9816 0,1908 5,1446
80 0,9848 0,1736 5,6713
81 0,9877 0,1564 6,3138
82 0,9903 0,1392 7,1154
83 0,9925 0,1219 8,1443
84 0,9945 0,1045 9,5144
85 0,9962 0,0872 11,4301
86 0,9976 0,0698 14,3007
87 0,9986 0,0523 19,0811
88 0,9994 0,0349 28,6363
89 0,9998 0,0175 57,2900
90 1,0000 0,0000 =




