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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2025 r.

Zadanie 1. (0-1)

ZADANIA ZAMKNIETE

Wymagania okreslone w podstawie programowej!

Wymaganie ogodlne

Wymaganie szczegétowe

[I. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

Zdajacy:

3.5R) stosuje twierdzenie o pierwiastkach
wymiernych wielomianu o wspétczynnikach
catkowitych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
A

Zadanie 2. (0-1)

Wymaganie ogolne

Wymaganie szczegétowe

[I. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

Zdajacy:
3.8R) rozwigzuje proste nieréwnosci
wymierne [...].

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
D

1 Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 27 sierpnia 2012 r. w sprawie podstawy programowej
wychowania przedszkolnego oraz ksztatcenia ogdlnego w poszczegdlnych typach szkét (Dz.U. 2012 poz. 977).
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Zadanie 3. (0-1)

Zasady oceniania rozwigzan zadan

Wymaganie ogodlne

Wymaganie szczegétowe

[I. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

Zdajacy:

6.2R) [...] wyznacza wartosci funkcji sinus,
cosinus i tangens dowolnego kata [...]
(przez sprowadzenie do przypadku kata
ostrego).

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
A

Zadanie 4. (0-1)

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegétowe

II. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

Zdajacy:
11.1R) oblicza granice funkgciji [...].

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
C

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2025 r.

ZADANIE OTWARTE (KODOWANE)

Zadanie 5. (0-2)

Wymaganie ogélne Wymaganie szczegoétowe
[I. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacii. 7.5R) znajduje zwigzki miarowe w figurach

ptaskich z zastosowaniem twierdzenia
sinuséw i twierdzenia cosinuséw.

Zasady oceniania
2 pkt — odpowiedz catkowicie poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
1(4|7

ZADANIA OTWARTE (NIEKODOWANE)

Uwagi ogodlne:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

2. Jezeli zdajgcy popetni btedy rachunkowe, ktére na zadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajqg i nie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze
otrzymacé co najwyzej (n — 1) punktow (gdzie n jest maksymalng mozliwg do uzyskania
liczbg punktéw za dane zadanie).
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 6. (0-3)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
2.1R) uzywa wzordéw skréoconego mnozenia
na (a +b)3 oraz a3 + b3.

Zasady oceniania
3 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania (ij. spetnienie
kryterium za 2 punkty oraz zapisanie, ze a + 2b > 0 oraz uzasadnienie, ze dla liczb

spetniajgcych warunek b # %a zachodzi (a — 2b)? > 0).
2 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci do postaci (a — 2b)%(a + 2b) > 0

ALBO

— przeksztaicenie nieréwnosci do postaci (a — 2b)? > 0,
ALBO
— uzasadnienie, ze funkcja f osigga warto$¢ najmniejszg dla a = 2b.
1 pkt — zastosowanie wzoru na szescian sumy i przeksztatcenie nieréwnosci do postaci
a?(a — 2b) — 4b*(a—2b) >0
ALBO

— przeksztaicenie nieréwnosci do postaci (a + 2b)[(a + 2b)? — 8ab] > 0,
ALBO

— przeksztatcenie nieréwnosci do postaci (a + 2b)? > 8ab,
ALBO

— rozwazenie funkcji f(a) = a® — 2ba? — 4b%a + 8b3 okreslonejdla a > 0 oraz
obliczenie pochodnej tej funkcji i miejsca zerowego tej pochodnej:
f'(a) = 3a* — 4ba — 4b? oraz a = 2b.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga.
Jezeli zdajgcy sprawdza prawdziwos$¢ nieréwnosci jedynie dla wybranych wartosci a i b, to
otrzymuje 0 punktéw za cate rozwigzanie.

Przyktadowe pelne rozwigzania
Sposoéb |
Przeksztatcamy rownowaznie nierdownosc¢, korzystajgc ze wzoru na szescian sumy:

(a + 2b)3 > 8a?b + 16ab?
a® + 6a’b + 12ab? + 8b3 — 8a?b — 16ab? > 0
a® — 2a?b — 4ab? + 8b% > 0
a?(a — 2b) — 4b?*(a—2b) >0
(a — 2b)(a® — 4b?) >0
(a—2b)?(a+2b)>0
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2025 r.

Z zatozenia a >0 i b > 0, wiec a+ 2b > 0.
Poniewaz b # %a, wiec a — 2b # 0 iwtedy (a — 2b)? > 0 jako kwadrat liczby

rzeczywistej roznej od zera.
Zatem (a — 2b)?(a + 2b) jest dodatnie jako iloczyn liczb dodatnich, wiec nieréwno$é
(a — 2b)?(a + 2b) > 0 jest prawdziwa dla kazdej liczby dodatniej a ikazdej liczby

dodatniej b takich, ze b # 5a. To oznacza, ze rowniez nierébwnosé

(a + 2b)3 > 8a?b + 16ab? jest prawdziwa dla kazdej dla kazdej liczby dodatniej a

i kazdej liczby dodatniej b takich, ze b # %a. To nalezato wykazac.

Sposob |l
Przeksztatcamy réwnowaznie nierownosc, korzystajgc ze wzoréw na kwadrat sumy i roznicy:

(a + 2b)3 > 8a?b + 16ab?
(a + 2b)3 > 8ab(a + 2b)
(a +2b)® —8ab(a+ 2b) > 0
(a + 2b)[(a + 2b)? —8ab] > 0
(a + 2b)(a? — 4ab + 4b%) > 0
(a—2b)?(a+2b)>0
Z zatozenia a >0 i b > 0, wiec a+ 2b > 0.

Poniewaz b # %a, wiec a — 2b # 0 iwtedy (a — 2b)? > 0 jako kwadrat liczby

rzeczywistej réznej od zera.
Zatem (a — 2b)?(a + 2b) jest dodatnie jako iloczyn liczb dodatnich, wiec nieréwno$é
(a — 2b)*(a + 2b) > 0 jest prawdziwa dla kazdej liczby dodatniej a ikazdej liczby

dodatniej b takich, ze b # %a. To oznacza, ze rowniez nieréwnosé
(a + 2b)® > 8a?b + 16ab? jest prawdziwa dla kazdej dla kazdej liczby dodatniej a

i kazdej liczby dodatniej b takich, ze b # %a. To nalezato wykazac.

Sposob I

Niech f bedzie funkcjg okreslong wzorem f(a) = (a + 2b)3 — 8a?b — 16ab? dla
kazdego a € (0, +x).

Obliczamy pochodng funkcji f oraz jej miejsca zerowe:

f'(a) = 3(a + 2b)? — 16ba — 16b>
3a% + 12ab + 12b%> — 16ba — 16b> =0 A a >0

3a? —4ba—4b*=0 A a>0
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

2
(a=—§b v a=2b>A a>0

Gdy b>0,to f'(a) >0 dla a € (2b,+x) oraz f'(a) <0 dla a € (0,2b). Zatem przy
b dodatnim funkcja f jest malejgca w przedziale (0,2b] oraz rosngca w przedziale

[2b, +0), czyli funkcja f osigga warto$¢ najmniejszg dla argumentu dodatniego a = 2b.
Ta najmniejsza wartos¢ jest rowna f(2b) = (2b + 2b)3 — 8- (2b)? - b — 16 - 2b - b?> = 0.
Zatem dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej a i dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej b
takich, ze a # 2b, prawdziwa jest nierownosc¢

(a + 2b)® — 8a%b — 16ab? > 0

To nalezato wykazac.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2025 r.

Zadanie 7. (0-3)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe

V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:

7.4) korzysta z wtasnosci funkcji
trygonometrycznych w tatwych obliczeniach
geometrycznych, w tym ze wzoru na pole
trojkata ostrokgtnego o danych dwéch
bokach i kgcie miedzy nimi..

Zasady oceniania (dla sposobdw | oraz VI)

3 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania.

2 pkt — zapisanie rownania z jedng niewiadomg — jednym z katéow: CAD, BAD, CDA, ADB,
w ktorym wszystkie funkcje trygonometryczne sg tego samego argumentu, np.
sin60°- cosa — cos60°-sina _ V3 —1

sina 2

, gdzie a = |4CAD|,
ALBO
— obliczenie wspétczynnika kierunkowego prostej AD: 2 — V3.
1 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg — jednym z katéw: CAD, BAD, CDA, ADB,

sin(60°—a) JV3-—1
np. sina -2

, gdzie a« = |4CAD|,
ALBO

|BD| _V3-1
|[CD] — 2 -
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

— zapisanie zwigzku

Zasady oceniania (dla sposobu 1)
3 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania.
2 pkt — wyznaczenie dtugosci czterech sposrdd pieciu odcinkéw: BD, CD, CE, DE, AE,

w zaleznosci od jednej zmiennej, np. |CD| =x i |BD| = ﬁz_ 1x i |CE| = %x
i |[AE| = @x
ALBO

— wyznaczenie dtugosci odcinkéw: BD, CD, CE, w zalezno$ci od dtugosci odcinka AE
i tangensa kata DAC, np. |CE| = % |AE|-tga i |CD| = @ |AE| - tga
i |BD| = |AE]| -5 |AE| - tg a, gdzie a jestkatem DAC.

o [BD] V3 -1
1 pkt — zapisanie zwigzku o= 2

ALBO

— wyznaczenie dtugosci dwdch odcinkéw sposrod BD, BC i CD w zalezno$ci od
jednej zmiennej, np. |CD| =x i |BD| = \/52_ 1x,

ALBO
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

— wyznaczenie dtugosci bokéw trojkata CED w zaleznosci od jednej zmiennej, np.

€Dl =x, ICE| = 3x, IDE| = Fx,
ALBO

— wyznaczenie dtugosci odcinka CE (albo CD) w zaleznosci od dlugosci odcinka AE
i tangensa kata DAC: |CE| = g |AE| -tga (albo |CD| = @ |AE| - tg a), gdzie

a jestkatem DAC.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania (dla sposobow Il — V)
3 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania.

2 pkt — obliczenie 1BD| oraz |1AB| . |BD| _ 2 oraz |AB| _ 2
P IDF] °' 1aF|‘ 1DF] = y3 O 1aF| = 3
ALBO

— wyznaczenie dtugosci odcinkdbw AD oraz CD w zaleznosci od jednej zmiennej, np.
|AD| = v6m oraz |CD| = 2m.
1 pkt — wyznaczenie dtugosci odcinkow BD i CD w zaleznosci od jednej zmiennej, np.
|CD| =2m i |BD| = (V3 - 1)m.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob |

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:
a — dlugosé boku trojkata ABC,

b — dtugos¢ odcinka AD,

a — miara kata DAC

(zobacz rysunek).

60°—«a

Korzystajgc ze wzoru na pole trojkgta oraz uwzgledniajgc warunki zadania, otrzymujemy:

Papp _\/§— 1
Papc 2

1 . o
E-a-b-sm(60 —a)z\/§_1

1 .
E-Q-b-sma 2
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2025 r.

sin(60° — a) B V3 -1
sina 2

Stad i ze wzoru na sinus réznicy katéw otrzymujemy kolejno:

sin60°-cosa—cos60°-sina_\/§—1

sin a 2
cosa 3—1
sin 60° - — cos 60° = V3
sin 2
cosa
sina
tga =1
a = 45°

Zatem kat DAC ma miare 45°. To nalezato wykazac.

Sposob Il
Trojkgty ABD i ACD majg wspolng wysokos¢ opuszczong z wierzchotka A, wiec
Papp |BD|
Papc  |CD]
zatem
|IBD| _V3-1
|cCD| 2
V3-1_ . . . -~
Oznaczmy x = |CD|. Wtedy |BD| = 5—X. Niech E bedzie spodkiem wysokos$ci

trojkgta ADC poprowadzonej z wierzchotka D (zobacz rysunek).

Z wiasnosci trojkata o katach 30°, 60°, 90° otrzymujemy |DE| = gx oraz |EC| =
Poniewaz |AE| + |EC| = |CD| + |DB|, wiec
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

1 V3 -1
|AE|+§x=x+ > x
V3
|AE|:7X

Zatem |AE| = |DE]. To oznacza, ze trojkat prostokgtny DEA jest rownoramienny i kat
DAC ma miare 45°. To nalezato wykazaé.

Sposob Il (z twierdzenia o dwusiecznej)

Niech F bedzie spodkiem wysokosci tréjkgta ABC poprowadzonej z wierzchotka A.
Trojkaty ABD i ADC majg wspolng wysokos¢ AF, wiec stosunek pdl tych trojkgtow jest
réwny stosunkowi dtugosci odpowiednich podstaw. Zatem |BD| = (V3 — 1)m oraz
|CD| = 2m, przy pewnym m > 0 (zobacz rysunek).

C
2m
D
(V3 -1m
A B
J3+1)-V3
Wtedy |AB| = |BC| = (V3 + 1)m, |AF| =%m oraz
|BF| =%- |AB| = @m. Stad
V3+1 3-+3
IDF| = |BF| = |BD| = — m—(V3-1)m= ——m
J3—1)m Y3+ 1)m
Poniewaz BD| _ ( ) =2 ez 14B] _ ( )

IDF] = G-7)m R AF] = W3+ 1) am = \/—§,WIQC potprosta AD
2 2
jest dwusieczng kata BAF. To oznacza, ze

|ADAF| = % |ABAF| = % 30° = 15° oraz |4DAC| = 30° + |ADAF| = 45°. To nalezato
wykazadé.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2025 r.

Sposob 1V (z twierdzenia cosinusow i sinusow / dwukrotnie z twierdzenia cosinusow)
Oznaczmy kgt CAD przez a, natomiast dlugo$¢ odcinka AD oznaczmy przez b.
Trojkaty ABD i ADC majg wspoélng wysokos¢ poprowadzong z wierzchotka A na
prostg BC, wiec stosunek pdl tych trojkatéw jest rowny stosunkowi dtugosci odpowiednich
podstaw. Zatem |BD| = (v3 —1)m oraz |CD| = 2m, przy pewnym m > 0 (zobacz
rysunek).

2m

» D(x/§—1)m

A B

Wtedy |AB| = |BC|=|CA|l = (V3 + 1)m.
Stosujemy twierdzenie cosinuséw do trojkata ADC:

b? = |AC|*> + |CD|* — 2 - |AC| - |CD] - cos 60°

bz=[(\/§+1)m]2+(2m)2—2-(\/§+1)m-2m-%

b? = (4 + 2V3 4+ 4 — 23 = 2) - m?
b =V6m

Stosujemy twierdzenie sinuséw do trojkata ADC i otrzymujemy

b _ 2m
sin60°  sina
Vém _ 2m
sin60°  sina

V2

sina = >

Zatem |ADAC| = 45°. To nalezato wykazac.

Uwaga.
Zamiast sina mozemy tez obliczy¢ cos a, korzystajgc po raz drugi z twierdzenia
cosinusow dla trojkgta ADC:

|CD|?> = |AC|?> + b> — 2 - |AC| - b - cosa

(2m)?2 =[(V3 + 1)m]2 + (\/gm)2 -2-(V3+1)m-Vém-cosa
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

2 (\/§ + 1)m -vém - cosa = [(\/§ + 1)m]2 + (\/gm)z — (2m)?

(B3+2v3+1)+6-4  6+2V3  2V3(3+1) V2
2v6-(V3+1)  2v6-(V3+1) 2v6-(V3+1) 2

cosa =

Zatem |ADAC| = 45°.

Sposob V (z twierdzenia Stewarta)
Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:
a - dtlugos¢ boku trojkata ABC,

b — dlugos¢ odcinka AD,

x —dlugosc¢ odcinka BD,

y —dtugosc¢ odcinka CD,

a — miara kata DAC

(zobacz rysunek).

[N

A a B

Tréjkaty ABD i ADC majg wspolng wysokos¢ poprowadzong z wierzchotka A na
prostg BC, wiec stosunek pdl tych trojkatéw jest rowny stosunkowi dtugosci odpowiednich

podstaw. Zatem x = (V3 — 1)m oraz y = 2m, przy pewnym m > 0.
Wtedy a = (V3 + 1)m.
Stosujemy twierdzenie Stewarta

a’-x+a*-y=(x+y)(b*+xy)

a’? = b% + xy
[(V3+1)m]" = b2+ (V3= 1)m-2m
b =+Vém

Stosujemy twierdzenie cosinuséw do trojkata ADC i otrzymujemy:
y? =b%?+a%?—2ab-cosa
2 2
(2m)? = (Vem) +[(V3+1)m] —2-(V3+1)m-Vém: cosa

4m? = 6m? + (4 + 2\/§)m2 - 2(3\/5 + \/E) -m? - cosa
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2025 r.

2(3v2 +6)
cos = V2(3v2 +V6)
~ 2(3V2 +6)

Zatem cosa = Jg i @ = 45°. To nalezato wykazac.

Sposob VI (analitycznie)

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

a - dtlugos¢ boku trojkata ABC,

a —miara kgta DAC,

B — miara kata BAD.

Umieszczamy trojkat ABC w uktadzie wspotrzednych tak, zeby A = (0,0), B = (a,0) i C
lezat w | éwiartce uktadu wspdirzednych. Wtedy € = (%“Tﬁ>

Trojkaty ABD i ACD majg wspolng wysokos¢ opuszczong z wierzchotka A, wiec

Pasp _ |BD|

Papc  |CD|
zatem

IBD| V3-1

|cD| 2

Oznaczmy teraz rzuty prostokatne punktéw C i D na o$ odcietych przez — odpowiednio —
K oraz L, arzuty prostokatne punktow C i D na os rzednych przez — odpowiednio - M
oraz N (zobacz rysunek).

y ‘r
C
M
N D
a
B B >
A K L a X
Z twierdzenia Talesa otrzymujemy
KL| _ICDI_ 2 _ ;5 _q orag AN _IBDI_ _3-1 _,

|KB] ~ |BCl ~ 2+3-1 |AM| " |BC] — 2+V3—-1
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

zatem

|KL|=(\/§—1)'IKBI=(\/§—1)-% oraz |AN| = (2 —+/3) - |AM]| =(2_\/§).“T‘/§

Stad

p=(3+ (A1) 52-v9) ) = (4 PN

Wspotczynnik kierunkowy prostej AD jest rowny
av3(2-v3)
=2-+3

2
a =
AD a\/g
2

Zatem
tgf =amp =2-3
Ze wzoru na tangens roznicy katéw otrzymujemy

tg60° —tgf  V3-(2—-+3) 2v3-2
1+1tg60°-tgf 1++3-(2—-+v3) 2v3-2

Zatem a = 45°. To nalezato wykazaé.

tga =tg(60° —p) =

ﬁgﬁgf)\.NA Strona 15 z 53

EGZAMINACYJNA



Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2025 r.

Zadanie 8. (0-3)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe
[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
10.2R) oblicza prawdopodobiehAstwo
warunkowe.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 215 (lub %)-

2 pkt — wyznaczenie mocy zdarzen B oraz AN B, np. |B| = (3)-5-5 oraz
AnBl=(5) () 4+().
1 pkt — wyznaczenie mocy zdarzenia B, np. |B| = (3)-5-5,
ALBO
— wyznaczenie mocy zdarzenia AN B, np. [AnB|=(3)- (%) -4+ ().
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga.

Jezeli zdajacy, obliczajgc % (lub %), pominie w liczniku i mianowniku czynnik
(‘ZL) bez stosownego komentarza, to moze otrzymacé co najwyzej 2 punkty za cate
rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie czteroelementowe wariacje z powtorzeniami ze

zbioru {1, 2,3,4,5,6}. Niech Q oznacza zbiér wszystkich zdarzen elementarnych.
Oznaczmy przez A zdarzenie polegajgce na tym, ze otrzymamy co najmniej jeden raz
szes¢ oczek, natomiast przez B — ze otrzymamy doktadnie dwa razy pie¢ oczek.
Obliczamy moc zdarzenia B: |B| = (})-5 -5 = 150.

Obliczamy moc zdarzenia AnB: [AnB|=(3)-(?) -4+ (}) = 54.

Obliczamy prawdopodobienstwo warunkowe P(A|B):

|ANB]|
P(ANB) o |ANB| 54 9

P(A|B) = = = 2t _ 2
(41B) P(B) 18] |IB| 150 25
jl
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 9. (0-4)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe
[I. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. 3.9R) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci
z wartoscig bezwzgledng [...].

Zasady oceniania

4 pkt —
3 pkt —

2 pkt —

zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: x € (—oo,—10) U (—%, +00).
zapisanie trzech przedziatow: (—oo0,—3) i [—3,2) i [2,+) (z doktadnoscig do
domkniecia) oraz zapisanie nierownosci bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej
w kazdym z tych przedziatow oraz rozwigzanie nierownosci w dwoch sposrod tych
przedziatow - tj. wyznaczenie czesci wspoélnych zbioréw rozwigzan zapisanych
nieréwnosci z rozpatrywanymi przedziatami,

ALBO

zapisanie czterech przypadkéw: x +3 <0 i x—2<0, x+3<0ix—22=>0,
x+3=20ix—-—2<0,x+3=>20ix—22=0 (zdoktadnoscig do domkniecia)
oraz zapisanie nierownosci bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej w kazdym

Z tych przypadkéw oraz rozwigzanie nierownosci w dwéch sposréd trzech
nastepujagcych przypadkéw: x +3 <0 i x—2<0, x+3=201ix—-2<0,
x+3=201ix—22=0 -tj. wyznaczenie czesci wspolnych zbiorow rozwigzan
zapisanych nieréwnosci,

ALBO

zapisanie, ze przypadek x +3 <0 i x —2 = 0 jest sprzeczny oraz zapisanie
trzech przypadkow: x +3 <0 i x—2<0, x+3=20ix—-2<0,
x+3=201ix—22=0 (zdoktadnoscig do domkniecia) oraz zapisanie nieréwnosci
bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej w kazdym z tych przypadkéw oraz
rozwigzanie nieréwnosci w dwoch sposrod tych trzech przypadkow - tj. wyznaczenie
czesci wspolnych zbioréw rozwigzan zapisanych nieréwnosci,

ALBO

zapisanie nierébwnosci w postaci rownowaznej koniunkcji dwoch nieréwnosci:
X—2<-24+2-|x+3]ix—2>—-(—2+2"|x+ 3]), anastepnie w postaci
réwnowaznej koniunkgcji alternatyw nieréwnosci bez uzycia symbolu wartoSci
bezwzgledne;j:

(x+3>%x lub x+3<—%x) i (x+3># lub x+3<—%),

ALBO

odczytanie z wykresow funkcji f oraz g pierwszych wspotrzednych punktéw ich
przeciecia: x = —% oraz x = —10 isprawdzenie rachunkiem poprawnosci

odczytanych wspotrzednych.

zapisanie trzech przedziatow: (—oo,—3) i [—3,2) i [2,+) (z doktadnoscig do
domkniecia) oraz zapisanie nierownosci bez uzycia symbolu wartosci bezwzgledne;j
w kazdym z tych przedziatow

ALBO
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2025 r.

— zapisanie czterech przypadkow: x +3 <0 i x—2<0, x+3<0ix—-—22>0,
x+3=20ix—2<0,x+3=>20ix—22=0 (zdoktadnoscig do domkniecia)
oraz zapisanie nierownosci bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej w kazdym
z tych przypadkow,

ALBO

— zapisanie trzech przypadkow: x +3 <0 i x—2<0, x+3=20ix—-2<0,
x+3=>201ix—22>=0 (zdokltadnoscig do domkniecia) oraz zapisanie nieréwnosci
bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej w kazdym z tych przypadkéw oraz
zapisanie, ze przypadek x +3 <0 i x —2 > 0 jest sprzeczny,

ALBO

— zapisanie nieréwnosci w postaci rownowaznej koniunkcji dwéch nieréwnosci:
X—2<-242-|x+3|ix—2>—-(-2+2-|x+3]),

ALBO

— narysowanie wykresow funkcji f(x) = |x — 2| oraz g(x) =2-|x+ 3| — 2.

1 pkt — zapisanie trzech przedziatéw: (—o,—3) i [—3,2) i [2,+o0) (z doktadnoscig do
domkniecia) oraz zapisanie danej nieréwnosci w jednym z tych przedziatéw bez
uzycia symbolu wartosci bezwzglednej
ALBO

— zapisanie jednego z przedziatow: (—o, —3), [—3,2), [2, +0) (z doktadnoscig do
domkniecia) oraz rozwigzanie danej nierobwnosci w tym przedziale - tj. wyznaczenie
czesci wspolnej zbioru rozwigzan zapisanej nierownosci z rozpatrywanym
przedziatem,

ALBO

— zapisanie czterech przypadkow: x +3 <0 i x—2<0, x+3<0ix—22>0,
x+320ix—2<0,x+3>0ix—22=0 (zdoktadnoscig do domknigecia)
oraz zapisanie danej nieréwnosci w jednym z tych przypadkéw bez uzycia wartosci
bezwzglednej,

ALBO

— zapisanie jednego z trzech przypadkow: x +3 <0 i x —2 <0,
x+320ix—2<0,x+3>20ix—22=0 (zdoktadnoscig do domknigcia)
oraz rozwigzanie danej nieréwnosci w tym przypadku - tj. wyznaczenie czesci
wspolnej zbioréw rozwigzan zapisanych nierownosci.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy, zapisujgc nierbwnos¢ bez uzycia wartosci bezwzglednej, popetni biad,
ktory nie jest rachunkowy, tylko w jednym z rozpatrywanych przypadkow/przedziatéw
i rozwigze zadanie do konca, to moze uzyskac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie,
o ile nie nabyt prawa do innej punktacji zgodnej z zasadami oceniania.

2. Jezeli zdajacy nie rozpatruje przedziatow, ktére wyczerpujg zbior wszystkich liczb
rzeczywistych i w ktorych nieréwnos¢ ma rézne postaci (lub rozpatruje przypadki
wyznaczone jedynie przez nieréwnosci ostre, ktdre nie wyczerpujg zbioru R), to moze
otrzymacé co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

3. Jezeli zdajacy przy rozwigzaniu graficznym poda zbidr rozwigzan

(=00, —10) U (—%, +00), ale nie sprawdzi rachunkiem pierwszych wspoétrzednych
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

punktéw przeciecia wykresow funkcji f i g, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za
cate rozwigzanie.

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposob |

Wyznaczamy przedziaty, ktére wyczerpujg zbiér wszystkich liczb rzeczywistych i w ktérych
nierowno$¢ ma rézne postaci: (—oo,—3) i [—3,2) i [2, +).

Rozwazamy trzy przypadki.

Przypadek 1. (gdy x € (—o0, —3))
W tym przypadku nieréwno$¢ ma posta¢ —x + 2 + 2(x + 3) < —2, czyli x < —10.
Stad otrzymujemy x € (—o0,—10).

Przypadek 2. (gdy x € [—3,2))
W tym przypadku nieréwno$¢ ma posta¢ —x + 2 — 2(x + 3) < =2, czyli x > —% :
Stad otrzymujemy x € (—%, 2).
Przypadek 3. (gdy x € [2, +))

W tym przypadku nieréwno$¢ ma posta¢ x — 2 — 2(x + 3) < —2, czyli x > —6.
Stad otrzymujemy x € [2, +).

Ostatecznie rozwigzaniami nieréwnosci |x — 2| — 2 - [x + 3| < —2 sg wszystkie liczby ze

zbioru (—o0,—10) U (—%, +00).

Sposob Il (poprzez koniunkcje nieréwno$ci)
Dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej a prawdziwe sg
réwnowaznosci:

(1) |x| < a wtedy itylko wtedy, gdy x < a i x > —a
oraz
(2) |x| > a wtedy itylko wtedy, gdy x > a lub x < —a.
Przeksztatcamy nieréwnosé |x — 2| — 2 - |x + 3| < —2, korzystajgc z rownowaznosci (1):
xX—2<-24+2-|x+3] i x—=2>—-(-2+4+2-|x+3]
4—x
2

Rozwigzujemy kazdg z otrzymanych nieréwnosci, korzystajgc z réwnowaznosci (2):

1
|x+3|>5x i [x+3]>

1 1 4 —x 4 —x
(x+3>§x lub x+3<—§x) i (x+3>T lub x+3<— > )

2
(x>-6 lub x<-=2) i (x>—§ lub x<—10>
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2025 r.

2
x€ER | (x>—§ lub x<—10)

2
x>—§ lub x < -10

Rozwigzaniami nieréwnosci |x — 2| — 2 - |x + 3| < —2 sg wszystkie liczby ze zbioru

(~0,~10) U (~ 5, +o0).
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Zadanie 10. (0-4)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
5.3R) rozpoznaje szeregi geometryczne
zbiezne i oblicza ich sumy.

Zasady oceniania

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 22—7 lub 27.

3 pkt — obliczenie a, oraz q: (ay,q) = (18,%), (ay,q) = (18,—%), (ay, q) = (2,3),
(a1,q) = (2,-3)
ALBO
— obliczenie a5 oraz q: (as,q) = (2%) (as,q) = (2,—%), (a3, q) = (18,3),
(a3, q) = (18' _3)’
ALBO
. . 1 1
— obliczenie a, oraz q: (a,,q) = (—6,—3), (az, q) = (—6,—5), (ay,q) = (6,§),
(ay,q) = (6,3) (dla sposobu Il1),
ALBO
— wyznaczenie jednej z par (a4, q), dla ktorej szereg geometryczny jest zbiezny
i obliczenie sumy tego szeregu, np. (a,,q) = (18 1) i §$=27,(ay,q) = (18, —1)

3 3
i5=%,

ALBO
—wyznaczenie jednej z par (as, q), dla ktérej szereg geometryczny jest zbiezny

i obliczenie sumy tego szeregu, np. (as,q) = (2%) i §$=27,(asq) = (2, —1)

3
=2
ALBO
— wyznaczenie jednej z par (a,, q), dla ktérej szereg geometryczny jest zbiezny
i obliczenie sumy tego szeregu, np. (a,,q) = (6%) i §$=27,(ayq) = (—6,—%)

i S= % (dla sposobu III).
2 pkt — obliczenie a, : a; =2 oraz a; = 18
ALBO
— obliczenie a3 : a; = 18 oraz a; = 2,
ALBO

O =

— obliczenie q*: q* =9 oraz ¢* =
ALBO

— zapisanie alternatywy réwnan — g —6q =20 lub g+ 6g = 20 (dla sposobu 1),
ALBO
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2025 r.

— zapisanie réwnania 3—? + 36g2 = 328 (dla sposobu Il).

1 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg (a; lub a3, lub q), np.

a2 + (20 — a;)? = 328, (20 — a)? + a = 328, — 0. (1+ ¢*) = 328
2
(a°+1)
ALBO
— zapisanie réwnania z jedng niewiadoma a, , np. a3 = 36, 20% — 2a% = 328 (dla
sposobu 11).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy odrzuci otrzymane wartosci g = 3 oraz ¢ = —3 (lub pare
(ay,a3) = (2,18) ) bez komentarza, to moze otrzymac 4 punkty za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajacy nie odrzuci wartosci q = 3 oraz q = —3 i zastosuje wzor na sume
szeregu geometrycznego dla g = 3 (albo dla g = —3), to moze otrzymac co najwyzej
3 punkty za cate rozwigzanie.

3. a) Jezeli zdajgcy popetni btad rachunkowy, ale otrzyma co najmniej jeden iloraz
spetniajgcy warunek |g| < 1 oraz co najmniej jeden iloraz spetiajgcy warunek |q| = 1
i rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie
(2 punkty za pary (a4,q) oraz 1 punkt za obliczenie sum szeregdw dla wszystkich
otrzymanych ilorazow q spetniajgcych warunek |q| < 1, o ile nie obliczy sumy szeregu
dla ilorazu spetniajgcego warunek |g| > 1).

3. b) Jezeli zdajacy popetni btad rachunkowy, ale otrzyma co najmniej dwa ilorazy
i wszystkie z nich spetniajg warunek |q| < 1 oraz rozwigze zadanie do konca, to moze
otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie (1 punkt za pary (a,,q) oraz 1 punkt
za obliczenie sum szeregow dla wszystkich otrzymanych ilorazéow q), o ile nie nabyt
prawa do innej punktacji zgodnej z zasadami oceniania.

4. Jezeli zdajacy popetni btad, ktory nie jest rachunkowy, ale otrzyma co najmniej jeden
iloraz spetniajgcy warunek |g| < 1 irozwigze zadanie do korca, to moze otrzymac co
najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie (1 punkt za pary (a,,q) oraz 1 punkt za
obliczenie sum szeregdw dla wszystkich otrzymanych ilorazéw g spetniajgcych warunek
lg| < 1, oile nie obliczy sumy szeregu dla ilorazu spetniajgcego warunek |g| = 1), oile
nie nabyt prawa do innej punktacji zgodnej z zasadami oceniania.

5. Jezeli zdajgcy odgadnie rozwigzanie uktadu réwnan a, + a; = 20 i a? + a% = 328:

(a,,a3) = (18,2) oraz obliczy poprawnie obie sumy szeregu: S =27 i S = % i nie
obliczy sumy szeregu dla ilorazu spetniajgcego warunek |q| = 1, to otrzymuje 1 punkt za
cate rozwigzanie.

6. Jezeli zdajgcy odgadnie rozwigzania uktadu réwnan a, + a; = 20 i a? + a3 = 328:
(a,,a3) = (18,2) oraz (a,,as) = (2,18), ale nie obliczy poprawnie obu sum szeregu:
$S=27i8= % lub obliczy sume szeregu dla ilorazu spetiajgcego warunek |q| > 1,
to otrzymuje 0 punktéw za cate rozwigzanie.
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Przykladowe petne rozwigzania

Sposob |

Niech g oznacza iloraz ciggu (a,). Z warunkéw a; + az = 20 i a? + a% = 328
otrzymujemy:

a? + (20 —a,)? = 328
2a? —40a, +72=10
ag,=2 V a; =18
Gdy a; = 2,t0 az = 20 —a, = 18 iwtedy g% =9, wiec ¢ = —3 lub g = 3. Dla kazdej

z tych wartos$ci ilorazu ciag (a,) jest rozbiezny i tym samym nie sg spetione warunki
zadania.

Gdy a, = 18,t0 a3 =20 —a; = 2 iwtedy g* =%,wiec qz—% lub g =%.Dlaka2dej
z tych wartosci q ciag (a,) jest zbiezny, a poniewaz —%l <1 oraz |%| < 1, wiec dla
obu tych wartosci ilorazu istnieje suma wszystkich wyrazéw ciggu geometrycznego (a,).

Dla a; =18 i g = —% suma S wszystkich wyrazéw ciggu (a,) jestréowna

a 18 27

)T

S =

Dla a; =18 i g =% suma S wszystkich wyrazéw ciggu (a,) jestréowna

a, 18
:—1:27
1-qg 1-=

3

Sposob Il
Niech q oznacza iloraz ciggu (a,). Z warunku a, + a; = 20 otrzymujemy

a, + a;q? = 20, wiec a; = i a; #0.

q+1
Stad i zwarunku a? + a3 = 328 otrzymujemy:

a? + (a,q%)* = 328
a?-(1+q*) =328

0 14ty =328
(g + 1)?
72q* — 656q% + 72 =0
9g* - 82> +9=0
A=(—82)2—4-9-9=6400

. 82-80 1 _82+80

2 . 2
2.9 g vV 1 2.9

q
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2025 r.

= 1 \% = 1 \% =-3 V =3
q= 3 q= 3 q= q=
Poniewaz a; # 0, wiecdla q = —3 oraz q = 3 ciag (a,) nie jest zbiezny.
1 0 . . .. 1 .
Gdy q = —3z.t0a; = m = 18 icigg (a,) jest zbiezny. Ponadto —§| < 1, wiec

istnieje suma S wszystkich wyrazoéw ciggu geometrycznego i jest ona rowna

a 18 27

Gdy q = % 1o a; = % = 18 icigg (a,) jest zbiezny. Ponadto |%| < 1, wiec istnieje
suma S wszystkich wyrazéw ciggu geometrycznego i jest ona rowna
a, 18
S = =—F=27
I=q 1-3

Sposob Il (poprzez a,)
Niech q oznacza iloraz ciggu (a,). Z warunkéw a; + a; = 20 i a? + a = 328
otrzymujemy:

a? + a% = 328
(a; + a3)? — 2a, - a; = 328
20%2 — 2a, - a3 = 328
Stad, po zastosowaniu wtasnosci ciggu geometrycznego, dostajemy
202 — 2a% = 328
a=-—6 V a,=6

Przypadek 1. (gdy a, = —6).

Warunek a; + a; = 20 zapisujemy w postaci % + a, - q = 20 iobliczamy iloraz ciggu:

© 6 20
—_—— q:
q

—6q%2—20g—-6=0

20-16_ 1 20416 _
“12 3 1=, 7

q:

Gdy q = —% i a, = —6,tociagg (a,) jestzbiezny. Ponadto |—%| < 1, wiec istnieje

suma S wszystkich wyrazéw ciggu geometrycznego i jest ona rowna
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az
" 18 27
1- — (==
T 1-(3)
Gdy q =—3 i a, = —6,tocigg (a,) jestrozbiezny, wiec warunki zadania nie sg

spetnione.

Przypadek 2. (gdy a, = 6).
Warunek a; + a; = 20 zapisujemy w postaci % + a, - q = 20 iobliczamy iloraz ciggu:

6+6 20
—_ q:
q

6g>—20g+6=0

_20-16_1 20416 _
=717 73 == =

Gdy q =% i a, = 6,tocigg (a,) jestzbiezny. Ponadto |%| < 1, wiec istnieje suma S

wszystkich wyrazéw ciggu geometrycznego i jest ona rowna

Gdy q =3 i a, = 6,tociag (a,) jestrozbiezny, wiec warunki zadania nie sg spetione.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2025 r.

Zadanie 11. (0-5)

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegétowe

IV. Uzycie i tworzenie strateqgii. Zdajacy:

8.5R) postuguje sie rownaniem okregu
(x—a)+ @y —b)?=r>[.]

8.7R) oblicza wspotrzedne oraz diugos$é
wektora; dodaje i odejmuje wektory oraz
mnozy je przez liczbe. Interpretuje
geometrycznie dziatania na wektorach.

Zasady oceniania

5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: A = (%, —%) B =(-1,-2)
2 11
oraz M = (E'_T)-
4 pkt — zapisanie rownania [xM - %,yM - (— %)] =2 [xy —(-1),yy — (—2)]
ALBO

— zapisanie uktadu rownan z dwiema niewiadomymi, ktéry pozwala obliczy¢
wspoirzedne punktu M, np. /(=1 — x,)2 + (=2 — yy)? = V2 oraz

\/(xM - 3;2)2 + (yM + 2,6)2 = 2\/5,
ALBO

— obliczenie wspotrzednych punktéw A oraz B: A = (?—%) i B=(—-1,-2)

oraz zapisanie rownosci x,, = %xA + %XB oraz yy = %YA + %3’3 .

3 pkt — obliczenie wspétrzednych punktéw A oraz B: A = (% —?) oraz
B =(-1,-2)
ALBO

— zapisanie réwnania z jedng niewiadomg, pozwalajgcego obliczy¢ pierwsze (lub
drugie) wspoirzedne punktdéw przeciecia okregow, np.

(=7y — 15— 2)2 + (y — 4)? = 45 oraz zapisanie rownosci x,, = %xA + %xB oraz

Ym = %YA + %)’B -
2 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg, pozwalajgcego obliczy¢ pierwsze (lub
drugie) wspotrzedne punktow przeciecia okregdw, np.
(=7y —15—=2)2 + (y — 4)? = 45,
ALBO
— wyznaczenie rownania prostej AB, np. 2x + 14y = —30 oraz zapisanie réwnosci

1 2 1 2
Xy =3Xp T 3Xp OrAZ Yy =3Ya+3Vp,
ALBO
— zapisanie wspotrzednych punktu B: B = (—1,—2) i sprawdzenie rachunkiem, ze
punkt B jest punktem przeciecia okregéw oraz wyznaczenie réwnania prostej AB,
ALBO
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— zapisanie wspotrzednych punktu B: B = (—1,—2) i sprawdzenie rachunkiem, ze
punkt B jest punktem przeciecia okregow oraz obliczenie wspotrzednych Srodka

. (11 23
odcinka AB: (ﬁ,—ﬁ).
1 pkt — wyznaczenie réwnania prostej AB, np. 2x + 14y = =30
ALBO

— zapisanie rownosci xy = %xA + %xB oraz yy = %yA + %yB :
ALBO
— zapisanie wspotrzednych punktu B: B = (—1,—2) i sprawdzenie rachunkiem, ze
punkt B jest punktem przeciecia okregéw oraz zapisanie/obliczenie wspoétczynnika
kierunkowego prostej przechodzgcej przez srodki okregow: 7.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy btednie identyfikuje punkt A jako (—1,—2), to moze otrzymac co najwyzej
4 punkty za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajacy popetni btedy rachunkowe i otrzyma punkty A oraz B, ktérych pierwsze
wspoétrzedne sg liczbami dodatnimi, i konsekwentnie do popetnionych btedéw rozwigzuje
zadanie do konca, rozwazajgc dwa przypadki, to moze otrzymac co najwyzej 4 punkty za
cate rozwigzanie.

3. Jezeli zdajgcy popetni bledy rachunkowe i otrzyma punkty A oraz B, ktérych pierwsze
wspotrzedne sg liczbami ujemnymi, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate

: : . . D L 1 2
rozwigzanie (trzeci punkt otrzymuje za zapisanie rownosci xy = 3x, +3Xp Oraz

1 2
Ymu =3Yat §3’B)-

Przyktadowe pelne rozwigzanie
Obliczamy wspétrzedne punktéw A oraz B, w ktorych przecinajg sie okregi O, oraz 0,:
{ (x—1D2+(y+3)?2=5
(x —2)2+ (y—4)> =45
{ (x—1)?+@+3)2—-(x—2)2-(y—4)2=5-45
(x—=2)>+(y—4)*=45
{x2—2x+1+y2+6y+9—x2+4x—4—y2+8y—16=—40
(x—2)2+(y—4)> =45

2x + 14y =-30 /:2
(x—2)>+(y—4)*=45
x+7y=-15
(x —2)2+ (y—4)> =45
(x =—=7y—15
(x—2)2+ (y —4)> =45
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{ x=-7y—15
(—=7y —15—-2)*+ (y —4)* =45
{ x=-7y—15

50y% 4+ 230y + 260 = 0
Stad

y= —% lub y = -2

13 13 16
Gdy y=-= to wtedy x——7-(—?)—15—?.
Gdy y=-2 towtedy x = -7 -(=2) — 15 = —1.
, . . . . . 16 13

Poniewaz pierwsza wspotrzedna punktu A jest dodatnia, wiec A = (? —?)

oraz B = (—1,-2).
Oznaczmy przez x,, i yy odpowiednie wspotrzedne punktu M, ti. M = (xy, Yy ). Wtedy

AM = -2 -BM
16 13
[xM T YmM T (‘g ] ==2-[xy — (=1),yu — (=2)]
16 13
[xM Tyt = [—2xm — 2, —2yy — 4]
16 13

2
mM=c N Ym="7¢

Zatem M = (é—%)
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Zadanie 12. (0-5)

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

6.5R) stosuje wzory na sinus i cosinus sumy
i réznicy katéw, sume i réznice sinusow

i cosinusow katow;

6.6R) rozwigzuje rownania i nierdwnosci
trygonometryczne [...].

Zasady oceniania (dla sposobow |-II1)
5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: (— %ﬂ) (— %) % , %ﬂ .

4 pkt — zapisanie zatozenia cosx # 0 oraz rozwigzanie alternatywy rownan tgx = V3 lub

tgx = —g w przedziale [—m,m]: (— %ﬂ) (— %) g : %ﬂ (dla sposobow [ oraz )
ALBO

— rozwigzanie jednego z rownan alternatywy tgx = V3 lub tgx = —g , gdzie
X+ % +k i k € Z, w przedziale [—m,m], np.
(— 23_71) i % (rozwigzania rownania tgx = v3 w przedziale [—m,1]),

( n) 5 . L . V3 .

—g) oraz = (rozwigzania réwnania tgx = -3 w przedziale [—m,]),
oraz uzasadnienie, ze liczby postaci %+ mk, gdzie k € Z, nie spetniajg réwnania
3cos?x + 2v/3sin x cos x — 3sin?x = 0 (dla sposobow [ oraz Ill),

ALBO

— rozwigzanie alternatywy réwnan tgx = v/3 lub tgx = —g w zbiorze R:

z Ty mwk, gdzie k € Z, oraz uzasadnienie, ze liczby postaci

X =3 6
T

5t mk, gdzie k € Z, nie spehiajg réwnania

+k oraz x = —

3cos?x + 2v/3 sin x cos x — 3sin®x = 0 (dla sposobéw | oraz IIl),

ALBO
— zapisanie zalozenia cos(2x) # 0 oraz rozwigzanie rownania tg(2x) = —+/3
w przedziale [—m,]: (— 2?”) (— %) % : 5?” (dla sposobu 1),
ALBO
— rozwigzanie réwnania tg(2x) = — V3 wzbiorze R: x = —% + %k , gdzie k € Z,

n
4
3 cos(2x) + V3 sin(2x) = 0 (dla sposobu I1).

oraz uzasadnienie, ze liczby postaci + + %k gdzie k € Z, nie spehiajg rownania
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3 pkt — zapisanie zatozenia cosx # 0 oraz rozwigzanie alternatywy rownan tgx = V3 lub

tgx = —g w zbiorze R:

X = % + mk oraz x = —%+ nk, gdzie k € Z (dla sposobow | oraz Ill)
ALBO
— przeksztatcenie rownania do postaci alternatywy rownan tgx = V3 lub tgx = — 3
oraz rozwigzanie jednego z rownan tej alternatywy w przedziale [—m, ], np.
(— 23—7T) i % (rozwigzania rownania tgx = v3 w przedziale [—m,7]),
(— %) i 5?71 (rozwigzania réwnania tgx = —g w przedziale [—m,]),
(dla sposobdéw I oraz IlI),
ALBO
— przeksztatcenie rownania do postaci alternatywy rownan tgx = V3 lub tgx = -3

oraz uzasadnienie, ze liczby postaci %+ mk, gdzie k € Z, nie spetniajg réwnania

3cos?x + 2v/3 sin x cos x — 3sin?x = 0 (dla sposobow | oraz I11)

ALBO
— zapisanie zaloZzenia cos(2x) # 0 oraz rozwigzanie réwnania tg(2x) = —+/3
w zbiorze R: x = —%+ %k , gdzie k € Z (dla sposobu Il),
ALBO
— przeksztatcenie rownania do postaci tg(2x) = — V3 oraz uzasadnienie, ze liczby

postaci %+ ﬂTk gdzie k € Z, nie spetniajg réwnania 3 cos(2x) +v/3sin(2x) = 0
(dla sposaobu II).

2 pkt — przeksztatcenie rownania do alternatywy rownan tgx = V3 lub tgx = —g (dla

sposobow [ oraz IlI)
ALBO

— przeksztatcenie rownania do postaci —3tg?x + 2v3tgx + 3 = 0 oraz
uzasadnienie, ze liczby postaci g+ k, gdzie k € Z, nie spehiajg réwnania
3cos?x + 2v/3 sin x cos x — 3sin?x = 0 (dla sposobu 1),
ALBO

— przeksztatcenie réwnania do postaci tg(2x) = — V3 (dla sposobu I1).

1 pkt — przeksztatcenie réwnania do postaci —3 tg? x + 2v/3tgx + 3 = 0 (dla sposobu I)

ALBO

— zastosowanie wzoru na cosinus podwojonego kata i zapisanie réwnania
3 cos(2x) + V3 sin(2x) = 0 (dla sposobu 1),
ALBO

— zastosowanie wzoru na sinus podwojonego kata oraz wzoréw skréconego mnozenia
i przeksztatcenie rownania do postaci
(V3 cosx + sinx — 2sinx) (V3 cos x + sinx + 2sinx) = 0 (dla sposobu I11),
ALBO

Strona 30 z 53



Zasady oceniania rozwigzan zadan

— uzasadnienie, ze liczby postaci % + mk, gdzie k € Z, nie spetniajg réwnania

3cos?x + 2v/3 sin x cos x — 3sin®x = 0 (dla sposobow [ oraz IIl).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania (dla sposobow [V-V)

5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: (— 2?71) (— %) % , 5?” .
4 pkt — rozwigzanie rownania sin (g + Zx) =0 wzbiorze R: x = —g + %k ,gdzie k € Z
(dla sposobu V),
ALBO
— rozwigzanie réwnania cos (% - Zx) =0 wzbiorze R: x = —g - %k ,gdzie k €Z
(dla sposobu V),
ALBO
, . . . s . (T
— rozwigzanie obydwu réwnan alternatywy cos (E + x) =0 lub sin (E + x) =0
w zbiorze R:
x = % + mk oraz x = —%+ mk, gdzie k € Z (dla sposobu V),

ALBO

— przeksztatcenie rownania do postaci alternatywy rownan cos (% + x) =0 lub

V3cosx 4+ 3sinx =0 oraz rozwigzanie jednego z rownan tej alternatywy
w przedziale [—m, ], np.

(— 23—7T) i % (rozwigzania réwnania cos (E + x) = 0 w przedziale [—m,m]),

6
T 5 . L, . . .
(— E) oraz —= (rozwigzania réwnania V3 cosx + 3sinx = 0 w przedziale
[_T[! T[])v
(dla sposobu V),
ALBO

— przeksztatcenie rownania do postaci alternatywy rownan V3cosx —sinx =0 lub
sin (E + x) = 0 oraz rozwigzanie jednego z réwnan tej alternatywy w przedziale
[—m, ], np.

(— 23—7T) i % (rozwigzania réwnania V3 cosx — sinx = 0 w przedziale [—m,1]),

s RY/4 , o .. (T .
(— E) oraz —= (rozwigzania réwnania sin (g+x) = 0 w przedziale [—m, 1)),

(dla sposobu V).

3 pkt — przeksztatcenie rownania do postaci sin (E + Zx) = 0 (dla sposobu V)

3
ALBO
— przeksztatcenie réwnania do postaci cos (% - Zx) = 0 (dla sposobu V),
ALBO
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— przeksztatcenie rownania do postaci alternatywy rownan cos (% + x) =0 lub

V3cosx 4+ 3sinx =0 oraz rozwigzanie jednego z rownan tej alternatywy
w zbiorze R, np.

X = %+ nk (rozwigzania rownania cos (g + x) = 0 w zbiorze R),
X = —%+ mk (rozwigzania réwnania V3cosx +3sinx = 0 w zbiorze R),

gdzie k € Z (dla sposobu V),
— przeksztatcenie réwnania do postaci alternatywy rownan V3cosx —sinx =0 Ilub

sin (% + x) = 0 oraz rozwigzanie jednego z réwnan tej alternatywy w zbiorze R,

np.
X = %+ nk (rozwigzania rownania V3cosx —sinx = 0 w zbiorze R),

X = —%+ mk (rozwigzania réwnania sin (g + x) = 0 w zbiorze R), gdzie k € Z

(dla sposobu V).

2 pkt — przeksztatcenie réwnania do postaci ﬁcos(Zx) + %sin(Zx) = 0 (dla sposobu V)

2
ALBO
— przeksztatcenie rownania do postaci alternatywy rownan

cos (g + x) =0 lub V3 cosx + 3sinx = 0 (dla sposobu V),

ALBO
— przeksztatcenie réwnania do postaci alternatywy rownan

V3 cosx —sinx =0 lub sin (% + x) = 0 (dla sposobu V).

1 pkt — zastosowanie wzoru na cosinus podwojonego kata i zapisanie rownania

3 cos(2x) + V3 sin(2x) = 0 (dla sposobu V)
ALBO

— zastosowanie wzoru na sinus podwojonego kata oraz wzorow skréconego mnozenia
i przeksztatcenie réwnania do postaci
(V3 cos x + sinx — 2 sinx)(v/3 cos x + sinx + 2sinx) = 0 (dla sposobu V),
ALBO

— zastosowanie wzoru na sinus podwojonego kata i obliczenie wyréznika A tréjmianu

kwadratowego 3cos?x + 2v/3 sinx cos x — 3sin?x zmiennej np. cos x:

A = (4V/3sin x)z.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:
1. Jezeli jedynym btedem zdajgcego jest:
a) niepoprawne zastosowanie wzoru na sume/roznice cosinusow/sinusow,
b) niepoprawne zastosowanie wzoru na iloczyn cosinusow/sinusow,
c) btedne zastosowanie nieparzystosci/parzystosci funkcji trygonometrycznej,
ale zdajacy otrzyma elementarne réwnania trygonometryczne postaci sin(ax + b) = c,
cos(ax + b) = c,gdzie a # 0, a® #1,b # 0, c € [—1, 1], i rozwigzanie doprowadzi
konsekwentnie do konca, to moze otrzymaé co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie,
o ile nie nabyt prawa do innej punktacji zgodnej z zasadami oceniania.
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2. Jezeli zdajacy btednie stosuje metode analizy starozytnych, np. podnosi obie strony

réwnania 3 cos(2x) = —/3sin(2x) do kwadratu i nie sprawdza rachunkiem, czy
wszystkie otrzymane liczby sg rozwigzaniami, to za cate rozwigzanie moze otrzymacé co
najwyzej 3 punkty; natomiast jezeli odrzuci co najmniej jedno rozwigzanie ,obce” (ale nie
odrzuci wszystkich rozwigzan ,obcych”), to moze otrzymaé co najwyzej 4 punkty za cate
rozwigzanie.

3. Jezeli zdajacy dzieli obie strony réwnania przez wyrazenie a(x) zawierajgce niewiadomg
X inie zapisze zatozenia a(x) # 0, ani tez nie rozwaza przypadku a(x) = 0, to moze
otrzymac¢ co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposob I (poprzez sinus podwojonego kata i tangens)

Stosujemy wzory na sinus podwojonego kata i przeksztatcamy réwnanie
3cos?x + v/3sin(2x) — 3sin®x = 0 do postaci

3cos?x + 2V3 sinx cos x — 3sin?x = 0

Nalezy rozwazy¢ dwa przypadki.

Przypadek 1. (gdy x # %+ k, gdzie k € Z).

Dzielimy obie strony réwnania 3cos?x + 2v/3 sinx cos x — 3sin?x = 0 przez cos?x
i otrzymujemy

2v/3sinx  3sin?x
3+ Bpaladp
COS X cos? x

3+ 2V3tgx —3tg?x =0
—3tg?x +2V3tgx+3=0
2
A=(2V3) —4-(-3)-3=148

V3
tgx =vV3 Vv tgx = ——

Rozwigzaniami rownania tgx = V3 w zbiorze R sg wszystkie liczby postaci %+ nk,

gdzie k € Z. Zatem rozwigzaniami tego réwnania w przedziale [—m,7] s liczby

2w\ . @
(-3) i3
Rozwigzaniami rownania tgx = — 3 W zbiorze R sg wszystkie liczby postaci -5 + mk,
gdzie k € Z. Zatem rozwigzaniami tego réwnania w przedziale [—m,7] s liczby (— %)
5
oraz —-.
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Przypadek 2. (gdy x =5 + mk, gdzie k € Z).
Poniewaz cos (g + nk) = 0 dlakazdego k € Z oraz sin? (% + nk) = 1 dla kazdego
k € Z, wiec réwnanie 3cos?x + 2v/3 sin x cos x — 3sin?x = 0 przyjmuje postaé

T
3-02+2\/§-sin(2+nk)-0—3-1=0

czyli —3 = 0. To oznacza, ze wsrdd liczb postaci g+ nk, gdzie k € Z, nie ma rozwigzan

réwnania 3cos?x + 2v3 sin x cos x — 3sinZx = 0.

Ostatecznie rozwigzaniami réwnania 3cos?x + V3sin(2x) — 3sin?x =0 w przedziale

[—m,m] s3liczby: (— 2?”) (— %)g oraz %T

Sposob Il (poprzez cosinus podwojonego kata i tangens)
Stosujemy wzory na cosinus podwojonego kata i przeksztatcamy rownanie

3cos?x + /3sin(2x) — 3sin?x = 0 do postaci
3cos(2x) +v3sin(2x) = 0
Nalezy rozwazy¢ dwa przypadki.

Przypadek 1. (gdy 2x # %+ nk, gdzie k € Z).

Dzielimy obie strony réwnania 3 cos(2x) + V3 sin(2x) = 0 przez cos(2x) i otrzymujemy

sin(2x)
3 3- =
+V3 cos(2x)
tg(2x) = — /3
2x = — =+ 1k
X = 3 s
_mw mk
T2
gdzie k € Z. Stad otrzymujemy cztery rozwigzania w przedziale [—m,m]: (— Z?ﬂ) (— %) %
51
oraz —-.
Przypadek 2. (gdy 2x =7 + 7k, gdzie k € 7).

Poniewaz cos (g + nk) = 0 dla kazdego k € Z, wiec rownanie

3 cos(2x) + V3 sin(2x) = 0 przyjmuje postaé

3-0+\/§-sin(§+nk)=0
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i stad sin (g + nk) = 0, gdzie k € Z. Korzystajgc z jedynki trygonometrycznej,

otrzymujemy
L2 (T 2 (™ _
sin (2 +7l'k) + cos (2 +7rk) =1
02+0%2=1

czyli 0 = 1. To oznacza, ze wsrod liczb postaci %+ %k gdzie k € Z, nie ma rozwigzan

réwnania 3 cos(2x) + /3 sin(2x) = 0.

Ostatecznie rozwigzaniami réwnania 3cos?x + V/3sin(2x) — 3sin’x = 0 w przedziale

[—m,m] s3liczby: (— Z?n) (— %)% oraz 5?”

Sposob I

Przeksztatcamy rownanie 3cos?x + v/3sin(2x) — 3sin?x = 0 réwnowaznie, stosujgc wzor
na sinus podwojonego kata i wzory skréconego mnozenia:

3cos2x + V/3sin(2x) — 3sin?x = 0
3cos? x + 2V3sinx cosx — 3sin?x = 0
(\/§cosx+sinx)2 —4sin’x =0
(V3 cosx + sinx — 2sinx) (V3 cosx + sinx + 2sinx) = 0
V3cosx —sinx =0 V V3cosx+ 3sinx =0

V3
sinx = \/§cosx V sinx = —?cosx

Przypadek 1. (gdy x # %+ nk, gdzie k € 7).

Dzielimy strony rownan alternatywy przez cosx iotrzymujemy

V3
tgx =V3 Vv tgx = ——

Rozwigzaniami réwnania tgx = V3 w zbiorze R sg wszystkie liczby postaci %+ nk,

gdzie k € Z. Zatem rozwigzaniami tego rownania w przedziale [—m,m]| sg liczby

33

Rozwigzaniami rownania tgx = — g w zbiorze R sg wszystkie liczby postaci —% + mk,
gdzie k € Z. Zatem rozwigzaniami alternatywy réwnan tgx = V3 lub tgx = -3
. . T 5n
w przedziale [—m,m| sg liczby (— E) oraz —-.
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Przypadek 2. (gdy x =5 + mk, gdzie k € Z).

Poniewaz cos (g + nk) = 0, wiec réwnania alternatywy sinx = V3 cosx lub

sinx = —==cosx przyjmuja postaé
om o m V3
sm(E+nk) =+/3-0 oraz sm(E+7rk) = —?-0

i stad sin (g + nk) = 0, gdzie k € Z. Korzystajac z jedynki trygonometrycznej,
otrzymujemy
s s
2 (0 2 (_ —
sin (2 +7l'k) + cos (2 +7rk) 1
02+0%2=1
r

czyli 0 = 1. To oznacza, ze wsrod liczb postaci > + mk, gdzie k € Z, nie ma rozwigzan

rownania sinx = \/§COSX I Nie ma rozwigzan rownania sinx = —?COS X.

Ostatecznie rozwigzaniami réwnania 3cos?x + v/3sin(2x) — 3sin?x = 0 w przedziale

[—m,m] s3liczby: (— z?ﬂ) (— %)g oraz 5?”

Sposob IV (poprzez cosinus podwojonego kata i sinus sumy)

Przeksztatcamy rownanie 3cos?x + v/3sin(2x) — 3sin?x = 0 réwnowaznie, stosujgc wzor
na cosinus podwojonego kata i sinus sumy katéw:

3cos2x + V/3sin(2x) — 3sin?x = 0

3cos(2x) +V3sin(2x) =0 /:2V3
V3 1
TCos(Zx) + Esm(Zx) =0

sin (g + Zx) =0

T
2X+§=7Tk

7wk
*TTe T

gdzie k € Z.
Rozwigzaniami réwnania 3cos?x + /3sin(2x) — 3sin?x = 0 w przedziale [—m, 7] s3

liczby: (— 2?”) (— %)% oraz 5?”
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Sposob V
Przeksztatcamy réwnanie 3cos?x + v/3sin(2x) — 3sin®x = 0 réwnowaznie, stosujgc wzor
na sinus podwojonego kata i wzory skréconego mnozenia:

3cos?x + V/3sin(2x) — 3sin?x = 0
3cos?x + 2V/3sinx cosx — 3sin?x = 0
(V3cosx + sinx)2 —4sin’x =0
(V3 cosx + sinx — 2sinx) (V3 cosx + sinx 4+ 2sinx) = 0
V3cosx —sinx =0 V V3cosx+ 3sinx =0
Rozwigzujemy réwnanie V3cosx —sinx = 0 w zbiorze R:
V3cosx —sinx =0 /:2
V3 1

7cosx—§smx =0

cos(g+x)=0

T m
Xx+—==-+mk

6 2
=2 4k
x=Z+mn
gdzie k € Z.
Stad rozwigzaniami réwnania v/3 cos x — sinx = 0 w przedziale [—m,7] s3 liczby:
( 21 I8
—?) Oraz §

Rozwigzujemy réwnanie V3cosx +3sinx =0 w zbiorze R:
V3cosx +3sinx =0 /:2V3
1 V3

—cosx +—sinx =0
2 2

sin(%+x) =0

+ 2=k
X+—-=m
6

=tk

X=——+4n

6
gdzie k € Z.
Stad rozwigzaniami réwnania V3 cos x + 3sinx = 0 w przedziale [—m,m] s3 liczby:
( s RY/4

_E) oraz .
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Ostatecznie rozwigzaniami réwnania 3cos?x + V3sin(2x) — 3sin’x =0 w przedziale

[—m,m] s3liczby: (— 2?”) (— %)g oraz %T
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Zadanie 13. (0-5)

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

9.4) rozpoznaje w graniastostupach

i ostrostupach katy miedzy scianami;
9.6) stosuje trygonometrie do obliczen
dtugosci odcinkow, miar kgtéw, pol
powierzchni i objetosci.

Zasady oceniania
5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 918.
4 pkt — obliczenie dtugosci krawedzi SC i BE: |SC| =34 i |BE| =15

ALBO
— obliczenie diugosci krawedzi SC i BS: |SC| = 34 i |BS| = 5V34,
ALBO

— obliczenie dtugosci krawedzi BS: |BS| = 5v34 i zapisanie, ze tréjkgt SBC jest
prostokatny (albo z rozwigzania wynika, ze zdajgcy rozpatruje tréjkgt SBC jako

prostokatny),
ALBO

— obliczenie diugosci krawedzi AS i SB: |AS| = 4v/34 i |BS| = 5V34,
ALBO

— obliczenie diugosci krawedzi AS i SC: |AS| = 4V34 i |SC| = 34,
ALBO

— obliczenie diugosci krawedzi AS i BE: |AS| = 4v/34 i |BE| = 15,
ALBO

— obliczenie diugosci krawedzi AS: |AS| = 4+/34 i zapisanie, ze trojkat SBC jest
prostokatny (albo z rozwigzania wynika, ze zdajgcy rozpatruje tréjkat SBC jako
prostokatny).

3 pkt — obliczenie dtugosci odcinka CE: |CE| = 9 oraz zapisanie réwnania pozwalajgcego
obliczy¢ dtugoé¢ jednego z odcinkéw: SC, SB, SA, SE, np.:

CE BC - . .

BC1 = ||SC|| (ISC| z podobienstwa tréjkgtow BCS i ECB),
CE AC - . .

5c1 = ||SC|| (ISC| z podobienstwa trojkatéw ECO i ACS),
CE BC - . .

BE = ||SB|| (ISB| z podobienstwa tréjkatéw BCS i ECB),
CE BE - . .

BT = ||SB|| (ISB| z podobienstwa trojkatow ESB i EBC),
CE AC . Cil g .

CEl || - AII (ISA| z podobieristwa tréjkatéw ECO i ACS),
ISE| - |CE| = |BE|* (|SE| z podobienstwa tréjkatow ESB i EBC),
ALBO

— zapisanie ukfadu dwdch rownan z dwiema niewiadomymi, w ktérym jedng
Z niewiadomych jest dtugo$¢ krawedzi BS, a drugg dtugosé krawedzi SC, np.
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IBS|? + (3v32)" = |SC|? | == =122

ALBO
— zapisanie réwnania z jedng niewiadomg (dtugoscig krawedzi BS albo dtugoscig

. - . 15\* (.15 \?
krawedzi SC, albo dtugoscig krawedzi AS), np. (|35|) + 333) = 1,

BN (1Y, (8 ) F(22) -,
1SC] 3v34) 7 \1.3/32.2 lAsT) —
2 pkt — obliczenie dtugosci x odcinka BE (lub DE): x = 15
ALBO
— obliczenie diugosci y odcinka EO: y = 6v/2,
ALBO
— spetnienie warunku 2) i jednego z warunkéw 3),4) okreslonych w zasadach
oceniania za 1 punkt.
1 pkt — spetnienie jednego z ponizszych warunkéw 1)-4):

1) obliczenie wartosci funkgji trygonometrycznej kata 5 = |4BEO| (gdzie O jest

B _ J_

N[

punktem przeciecia przekgtnych podstawy ABCD), np.: sm
2) zastosowanie twierdzenia cosinuséw do tréjkgta BED i zapisanie rownania
(3V3% - V2)" = x? +x? = 2x% - (— )
3) zdajacy zapisze, ze trojkat SBC (lub SDC) jest prostokatny i wskaze wtasciwy
wierzchofek kata prostego lub wynika to z rozwigzania, np.:
zapisze réwnos$¢ wynikajaca z twierdzenia Pitagorasa: |SC|? = |BS|? + |BC|?,
— zapisze, ze trojkgty CBS oraz CEB sa podobne,
— zapisze rowno$¢ wynikajgcg z podobienstwa trojkatow CBS oraz CEB, np.:
1BS| _ |BE|
|BC| — |EC|’
— zapisze, ze trojkaty BES oraz CEB sg podobne,
— zapisze rowno$¢ wynikajgcg z podobienstwa trojkatow BES oraz CEB, np.:
|ES| _ |BE|,
|BE| ~ |EC|’
4) zapisze, ze tréjkat OEC jest prostokatny lub wynika to z rozwigzania, np.:
- zdajgcy zapisze réwno$é |0C|? = |OE|? + |EC|? ,
— zapisze, ze trojkaty OEC oraz SAC sg podobne,
— zapisze rownos¢ wynikajgca z podobienstwa tréjkatow OEC oraz SAC, np.:
10E] _ |AS]
|OC] — |CS| -
0 pkt — rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Uwagi:

1. Jezeli zdajacy w rozwigzaniu rozpatruje ostrostup prawidtowy czworokatny, to otrzymuje
co najwyzej 1 punkt (za poprawng interpretacje kata miedzy scianami bocznymi oraz za
zapisanie réwnania wynikajgcego z twierdzenia cosinusow dla trojkata BDE).

2. Jezeli zdajacy w rozwigzaniu btednie interpretuje kgt miedzy Scianami bocznymi BCS
i CDS, np. zaktada, ze jest to kat BSD, to moze otrzymac co najwyzej 1 punkt (za
spetnienie warunku 3) z kryterium za 1 punkt).

3. Jezeli zdajgcy w rozwigzaniu rozpatruje inng bryte i nie jest nig ostrostup prawidtowy
czworokatny, to otrzymuje 0 punktéw za cate rozwigzanie.

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposob | (poprzez BE, CS, AS)

Niech E bedzie spodkiem wysokosci sciany bocznej BCS poprowadzonej
z wierzchotka B. Oznaczmy x = |BE| (zobacz rysunek).

A 3V34 B

Poniewaz $ciany boczne BCS i CDS sa trojkgtami przystajgcymi, wiec |DE| = |BE| = x.
Stosujemy do tréjkata BED twierdzenie cosinusow i otrzymujemy

IBD|? =x?>+x%2—2-x-x-cosf
2 9
(3V34-V2) =x2 +x2 — 2x2- (_E>
x=15
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do trojkata BEC iobliczamy dtugos¢ odcinka CE:
ICE|*> = |BC|* - |BE|?
2
ICE|? = (3v/34) — 152

|CE| =9
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Tréjkat BCS jest prostokatny, co wynika z twierdzenia o trzech prostych prostopadtych,
gdyz AB 1 BC iodcinek AB jestrzutem prostokgtnym odcinka SB na ptaszczyzne
ABCD.

Tréjkaty BCS i ECB sa podobne (na podstawie cechy kkk podobienstwa tréjkatow), wiec

ICE| _|BC]|
IBC| — |SC|
9 334

3v34  |SC|
|SC| = 34

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkagta ACS i obliczamy dlugos¢ odcinka AS:
|AS|? = |SC|? — |AC|?
|AS|? = 342 — (334 - V2)°
|AS| = 434

Obliczamy pole P, powierzchni bocznej ostrostupa:

1 1
E,zZ-E-MBIWASL+2-E-x-BC|=3v§Z-4V&4+15-&1=918

Sposob la (poprzez BE, CE, BS, AS)
Niech E bedzie spodkiem wysokosci sciany bocznej BCS poprowadzonej
z wierzchotka B. Oznaczmy x = |BE| (zobacz rysunek).
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Poniewaz $ciany boczne BCS i CDS sg tréjkgtami przystajgcymi, wiec |DE| = |BE| = x.
Stosujemy do trojkata BED twierdzenie cosinusow i otrzymujemy

IBD|1? =x%+x2—2-x-x-cosf

(3V3EV2) =22 42— 222 (- 2)

x =15
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkata BEC i obliczamy dtugo$¢ odcinka CE:

ICE|? = |BC|* — |BE|?

ICE|? = (3V32) — 152
ICE| =9

Trojkgt BCS jest prostokatny, co wynika z twierdzenia o trzech prostych prostopadtych,
gdyz AB 1 BC iodcinek AB jestrzutem prostokgtnym odcinka SB na ptaszczyzne
ABCD. Poniewaz kat ostry przy wierzchotku C jest wspolnym kgtem trojkatow
prostokatnych BCE i BCS, wiec sa to trojkaty podobne. Stad otrzymujemy:

IBS| _ |BE|
|BC|  |EC|

BS| 15

3v34 9
|BS| = 5V34
Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego dla tréjkata ABS obliczamy dtugos¢ odcinka AS:
|AS|? = |BS|? — |AB|?
1AS|2 = (5V33)" — (3v3%)" = (4v3%)
|AS| = 4v/34

Obliczamy pole P, powierzchni bocznej ostrostupa:

1 1
Py =2:5|AB| - |AS| +2 5 |BS| - |BC| = 3v34 - 4v/34 + 534 - 3134 = 918

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Sposob Il (poprzez EO, SC, AS, BS)

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:

E — spodek wysokosci $ciany bocznej BCS poprowadzonej z wierzchotka B,
O - punkt przeciecia przekatnych podstawy ABCD,

y —dlugo$¢ odcinka EO

(zobacz rysunek).

A

Poniewaz $ciany boczne BCS i CDS sg trojkgtami przystajgcymi, wiec |DE| = |BE].
Obliczamy sinus i cosinus kata ostrego BEO:

cospf = ~5
oz B__ 9 2B_ - _9
1—2sin 5 = — 5E Oraz 2 cos > 1= >E
inB = Y17 B_ 202
sins = —£— oraz cosz = —¢
Obliczamy tangens kata ostrego BEO:
V17
. ﬁ_smg - \34
82 5B 22 4
2 5
Obliczamy dtugos¢ y odcinka EO:
B _1BO]
52 T 1E0]

V3T 533442
4 y
y =6V2
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Poniewaz katy SCA i OCE majg réwne miary, wiec korzystajac z jedynki
trygonometrycznej oraz definicji sinusa i cosinusa, otrzymujemy

sin?|40CE| + cos?|4SCA| = 1
2 (14c]\?
(L) LAy
|oC| |SC|
2

6v2 (3@-@)2
+|————) =1

%-3\/3_4-\/2 |SC|
6VI7\" 9
Isc| ] 17
|SC| = 34

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkgta ACS i obliczamy dlugos¢ krawedzi AS:
|AS|? + |AC|? = |SC|?
IAS|? = 342 — (334 - V2)°
|AS| = 434
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkata ABS iobliczamy diugos¢ krawedzi BS:
|BS|? = |AS|? + |AB|?
IBS|2 = (43%)" + (3v34)"
|BS| = 5V34

Obliczamy pole P, powierzchni bocznej ostrostupa:

1 1
Py =2-5|AB| - |AS| +2-5|BS| - |BC| = 3v34 - 4v/34 + 534 - 3134 = 918
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Zadanie 14. (0-6)

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:

3.1R) stosuje wzory Viéte'a;

3.2R) rozwigzuje rownania i nierbwnosci
liniowe i kwadratowe z parametrem.

Zasady oceniania
Rozwigzanie zadania sktada sie z czterech etapow.

Pierwszy etap polega na rozwigzaniu nieréwnosci A > 0. Za poprawne wykonanie tego
etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

1 pkt — poprawne rozwigzanie nieréwnosci A > 0: m € (—o0,—3) U (1, +0).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga.
Jezeli zdajgcy rozwigzuje warunek A = 0, to za te czes¢ rozwigzania otrzymuje O punktow.

Drugi etap polega na wyznaczeniu tych wartosci parametru m, dla ktérych miejsca zerowe
funkcji f satego samego znaku. Za poprawne wykonanie tego etapu zdajacy otrzymuje
1 punkt.

1 pkt — zapisanie i poprawne rozwigzanie nierdwnosci 72n_+72 >0: me (-8,2).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Trzeci etap polega na wyznaczeniu tych wartosci parametru m, dla ktérych jest spetniony
warunek (x; — x,)? < 180. Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuije

3 punkty.

Podziat punktdéw za trzeci etap rozwigzania:

3 pkt — rozwigzanie nieréwnosci z jedng niewiadomg m réwnowaznej warunkowi

(x; —x,)><180: me€ (—00,%] U [%,—I—OO).
2 pkt — zapisanie nierownosci z jedng niewiadomg m rownowaznej warunkowi
(x; — x,)% < 180, np.
22m + D7? m + 8
R IR
1 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci (x; — x,)? < 180 do postaci pozwalajgcej na
bezposrednie zastosowanie wzoréw Viéte’a, np. (x; + x,)% — 4x;x, < 180
ALBO

<180

— przeksztatcenie nierownosci (x; — x,)? < 180 do postaci % < 180 (lub
2
b”— 4ac
—Z = 180).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Czwarty etap polega na wyznaczeniu wszystkich wartosci parametru m, ktére spetniajg

jednoczes$nie warunki: m # 2 oraz m € (—o,—3) U (1,+x) oraz m € (—8,2) oraz
3 13 _
me (=eng] v [ o)
3
me (-8,-3) U (1,5]
Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.
1 pkt — poprawne wyznaczenie wszystkich wartosci parametru m, ktore spetniajg

jednoczes$nie warunki m # 2 oraz m € (—o,—3) U (1,+x) oraz m € (—8,2)
31 13 _ 3
oraz m € (_Oo'f] U [T,+00). m € (—8,-3) U (1,§].

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy w ktorym$ z etapdw |-l popetni btad, ktory nie jest btedem rachunkowym,
to za IV etap otrzymuje 0 punktow.

2. Jezeli zdajgcy w etapach |-l nie popetni btedéw innych niz rachunkowe i otrzyma zbiory
rozwigzan, ktére nie sg roztgczne i zaden z nich nie jest zbiorem liczb rzeczywistych,

a nastepnie poprawnie wyznaczy czes¢ wspolng zbiorow rozwigzan z etapow |-l

i warunku m # 2, to za IV etap otrzymuje 1 punkt; natomiast jezeli otrzyma zbiory
rozwigzan, ktore sg roztgczne lub co najmniej jeden z nich jest zbiorem liczb
rzeczywistych, to za IV etap otrzymuje 0 punktéw.

3. Jezeli zdajgcy w Il etapie rozwigzania popetni btgd — przyjmie, ze

rzn_-l-:l lub x; - x, = i—Z(grz-IT;ll)’ lub x; +x, = iz% , to za lll etap moze
otrzymacé co najwyzej 2 punkty (1 punkt za przeksztatcenie nieréwnosci
(x4 — x,)? < 180 do postaci pozwalajgcej na bezposrednie zastosowanie wzoréw
Viéte’a oraz 1 punkt za konsekwentne rozwigzanie nierownosci do koica), a za IV etap
otrzymuje O punktow.

4. Jezeli zdajgcy wprowadza dodatkowe zatozenie, ktére nie wynika z warunkow zadania
(np. x4 + x5, > 0), to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 5 punktow (co
najwyzej 1 punkt za | etap, co najwyzej 1 punkt za Il etap i co najwyzej 3 punkty za lll
etap).

5. Jezeli zdajgcy podczas przeksztatcania nieréwnosci (x; — x,)? < 180 do postaci
pozwalajgcej na zastosowanie wzordw Viete’a popetni btad, ktéry nie jest btedem
rachunkowym, ale otrzyma nieréwno$é postaci (x; + x,)? + k - x; - x, < 180, gdzie
k # —4, to za lll etap moze otrzymaé co najwyzej 2 punkty (1 punkt za poprawne
zastosowanie wzoréw Viéte'a oraz 1 punkt za konsekwentne rozwigzanie nieréwnosci do
konca), a za IV etap otrzymuje 0 punktéw.

x1+x2=i
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Przykladowe petne rozwigzanie
Funkcja f ma dokfadnie dwa miejsca zerowe tylko wéwczas, gdy 2 —m # 0 i wyréznik A
tréjmianu (2 — m)x? — 2(2m + 1)x + m + 8 jest dodatni. Rozwigzujemy warunek A > 0:

[-22m+1)])*—-4-2-m)(m+8)>0
16m? + 16m + 4 + 4m? + 24m — 64 > 0
20m? + 40m — 60 > 0
20m—1)(m+3)>0
m € (—oo0,—3) U (1, +)

Miejsca zerowe funkcji f majg ten sam znak tylko wtedy, gdy x; - x, > 0. Rozwigzujemy te
nierownosc, korzystajgc ze wzoréw Viete’'a:
m+ 8

>0
2—m

m+8)2-m)>0 A m=2
m € (—8,2)

Przeksztatcamy warunek (x; — x,)? < 180 do postaci pozwalajgcej na bezposrednie
zastosowanie wzordéw Viéte’'a i rozwigzujemy uzyskang nierownos¢ z niewiadomg m:

(xl - xz)z S 180

(x; +x,)%—4-x;-x, <180

—202m+ DY m+ 8
= ) g <180

2—m 2—m

16m? + 16m + 4 N (m+8)(m—2) 180(m — 2)2

- <0
(m —2)? (m —2)? (m —2)?
16m? + 16m + 4 + 4m” + 24m — 64 — 180m? + 720m — 720 _ 0
(m —2)? B
—160m? + 760m — 780 _
(m —2)? B

—160m2+760m—-780<0 A m=+2
8m?—38m+39>0 A m=*2

A =(—38)2—4-8-39=196

38— 14 3 38+ 14 13

M= 2V ™MTT1 "%
3 13

8(m—5)<m—7>20 A m=#*2
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3 13
me(~og]u| )
Wyznaczamy wszystkie wartodci parametru m, ktore jednoczesnie spetniajg warunki:
e m#2
e M€ (—o,—-3)U(1,+x)
e me(-8,2)

3 13 _
» me(-o3|u|F +oo)
3
m e (—8, —3) U (1,5]
Funkcja f ma dokfadnie dwa miejsca zerowe x; oraz x, tego samego znaku, ktére

spetniajg warunek (x; — x,)? < 180, tylko wtedy, gdy m € (—8,—3) U (1%]
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Zadanie 15. (0-6)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
11.6R) stosuje pochodne do rozwigzywania
zagadnien optymalizacyjnych.

Zasady oceniania

Czes¢ a)
2 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania.

1 pkt — zapisanie zwigzku miedzy promieniem podstawy stozka a wysokoscig stozka, np.
2

bon =57 (¢ () -1 -

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Czes$c¢ b)
4 pkt — uzasadnienie, ze funkcja V' przyjmuje warto$é najmniejszg dla h = 5+/3 oraz
obliczenie objetosci stozka o takiej wysokosci: V(5v3) = 125£/§ T

3 pkt — uzasadnienie (np. poprzez badanie monotonicznosci funkcji), ze funkcja V przyjmuje
wartos¢ najmniejsza dla h = 5+v/3.

2 pkt — obliczenie miejsca zerowego pochodnej funkcji V' (lub funkciji % V): h =5V3.
1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji V (lub funkcji % V), np.
x 75h*(h*-25)-25h%2h
V'(h) = 3 5 .
(h®—25)

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy wyznacza pochodng ilorazu jako iloraz pochodnych, to otrzymuje
0 punktoéw za cate rozwigzanie.

2. Jezeli z rozwigzania wynika, ze zdajgcy poprawnie stosuje wzor na pochodng ilorazu
funkgcji oraz zdajgcy poprawnie wyznacza pochodne funkcji 25h3 oraz h? — 25 i dalej

75h2(h2—25)—25h3-2h

popetnia btedy, otrzymujgc pochodng w postaci a - > (gdzie a # 0)
(h"=25)
B(h) , . , . , . .
lub — gdzie B jest wielomianem stopnia czwartego, ktory w przedziale (5, +)
(h"—25)

ma doktadnie jeden pierwiastek, i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze
otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie (za miejsce zerowe pochodnej, za
uzasadnienie istnienia najmniejszej wartosci funkcji, za obliczenie najmniejszej wartosci
funkcji V).
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Jezeli z rozwigzania nie wynika, ze zdajgcy poprawnie stosuje wzor na pochodng ilorazu
funkgji lub zdajgcy btednie wyznacza pochodng funkcji 25h3 lub h? — 25 i dalej

75h2(h2—225)—25h3-2h B
(h"=25) (h®—25)

gdzie B jest wielomianem stopnia czwartego, ktory w przedziale (5,+c0) ma dokfadnie
jeden pierwiastek, i konsekwentnie rozwigze zadanie do konhca, to moze otrzymaé co
najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie (za uzasadnienie istnienia najmniejszej wartosci
funkgcji i za obliczenie najmniejszej wartosci funkcji V).

3. Za poprawne uzasadnienie, ze rozwazana funkcja osigga wartos¢ najmniejszg dla
wyznaczonej wartosci h, przy ktérej pochodna sie zeruje, mozna uznac¢ sytuacje, gdy
zdajacy bada znak pochodnej
ORAZ:

— opisuje (stownie lub graficznie — np. przy uzyciu strzatek) monotonicznos¢ funkcji V

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci h funkcja V' ma minimum lokalne i jest to
jednoczesnie jej najmniejsza wartosé,

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci h funkcja V ma minimum lokalne i jest to
jedyne ekstremum tej funkcji.

Badanie znaku pochodnej zdajgcy moze opisa¢ w inny sposob, np. szkicujgc wykres

funkcji, ktéra w ten sam sposob jak pochodna zmienia znak, i zaznaczajgc na rysunku (np.

znakami ,+” i ,-”) znak pochodne;.

4. Jezeli zdajgcy przedstawi niepetne uzasadnienie, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty
za cate rozwigzanie (nie otrzymuje punktu za uzasadnienie istnienia najmniejszej
wartosci).

5. Jezeli zdajgcy, uzasadniajgc najmniejszg wartos¢ funkcji, rozpatruje funkcje w R lub
R, , to moze uzyskac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

6. Jezeli zdajgcy nie uzasadnia istnienia najmniejszej wartosci funkcji, to moze uzyskac¢ co
najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie (1 punkt za pochodng i 1 punkt za miejsce zerowe
pochodnej).

popetnia btedy, otrzymujgc pochodng w postaci 5

Przyktadowe petne rozwigzanie

a)

Rozpatrzmy dowolny z rozwazanych stozkow. Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:
A, B, C — wierzchofki trojkata, ktory jest przekrojem osiowym stozka,

D - $rodek podstawy stozka,

E - spodek wysoko$ci trojkata DBC opuszczonej z wierzchotka D na bok BC,
r — promien podstawy stozka,

h — wysokos¢ stozka

(zobacz rysunek).

ﬁgﬁgf)\.NA Strona 51 z 53

EGZAMINACYJNA



Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2025 r.

C
h
5 E
a
A D r B

Zapisujemy pole trojkgta DBC na dwa sposoby i stosujemy twierdzenie Pitagorasa,
otrzymujac:

1 1
- IDBI-|DC| ==+ |BC| - |DE|

11
sth=2Jh2+r2.5

2
r2h? = 25h? + 2512

) 25h?
re =
h? — 25
Zatem objetos¢ V stozka jest réwna
V= 2h_l 25h? h_n 25h3
R R T T- e R P T

To nalezato wykazac.

b)

3
Obliczamy argument, dla ktérego funkcja V' okreslona wzorem V(h) = % . —h225h - dla

h € (5,+x) osigga warto$¢ najmniejszg.

25h%(h°~75)

x 75h*(h’-25)-25h%2h
Wyznaczamy pochodng funkcji V: V'(h) = 7 =

Wl

2 2
(h®—25) (h*—25)
dla h € (5, +).
Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji V:
V'(h) =0
m 25h%(h? —75) _
3  (h2-=25)2

25h%(h? = 75) =0
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h=0¢(540) Vv h=-5/3¢(5+o) V h=5V3Ee (5 +wx)

Badamy znak pochodnej:
V'(h) <0

m 25h?(h? —75)
3 (h?—25)?

h?(h? —=75) <0 A he (5, +x)
h? <75 A he(5 +x)
h € (5,5V3)

wigc V'(h) <0 dla h € (5,5V3) oraz V'(h) >0 dla h € (5v3, +).
Zatem funkcja V jest malejaca w przedziale (5,5v3] irosnaca w przedziale [5v3, +).

<0 A he(5+x)

Stad funkcja V' osigga warto$¢ najmniejszg dla h = 5v/3. Witedy

25(5v3)°  125V3n

V() = (5v3)' =25 2

w3

Uwaga.
Funkcja V jest rozniczkowalna, wiec jest ciagta. Ponadto hlirg V(h) = +o oraz

hliT V(h) = +oo, wiec uwzgledniajac wartos¢ funkcji V w punkcie stacjonarnym h = 5v/3

rowng V(5V3) = 1252\/§n , mozna wyciagna¢ wniosek, ze funkcja V osiaga wartosé

25V31
2

dla argumentu h = 5v3.

najmniejszg réwng 1
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