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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2024 r.

ZADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2024*

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
[I. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentaciji. 8.1R) oblicza odlegto$¢ punktu od proste;j.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
A

Zadanie 2. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegétowe
II. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentaciji. 3.8R) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci
z wartoscig bezwzgledna [...].

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
B

1 Rozporzadzenie Ministra Edukaciji i Nauki z dnia 1 sierpnia 2022 r. w sprawie wymagan egzaminacyjnych dla
egzaminu maturalnego przeprowadzanego w roku szkolnym 2022/2023 i 2023/2024 (Dz.U. poz. 1698).

Strona 2z 34



Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 3. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe

I. Wykorzystanie i tworzenie informacji. Zdajacy:

4.2R) szkicuje wykres funkcji okreslonej

w réznych przedziatach roznymi wzorami;
odczytuje wtasnosci takiej funkcji z wykresu.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
B

Zadanie 4. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogélne Wymaganie szczegétowe
II. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. 11.1R) oblicza granice funkcji [...].

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
C
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2024 r.

ZADANIE OTWARTE (KODOWANE)

Zadanie 5. (0-2)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogoélne

Wymaganie szczegétowe

[I. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

Zdajacy:
2.2R) dzieli wielomiany przez dwumian
ax + b.

Zasady oceniania

2 pkt — odpowiedz catkowicie poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
4111

ZADANIA OTWARTE (NIEKODOWANE)

Uwagi ogodlne:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki

zadania.

2. Jezeli zdajgcy popetni btedy rachunkowe, ktére na zadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajg i nie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze
otrzymacé co najwyzej (n — 1) punktow (gdzie n jest maksymalng mozliwg do uzyskania

liczbg punktéw za dane zadanie).

Zadanie 6. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegoétowe

V. Rozumowanie i argumentacja.

Zdajacy:

1.2R) stosuje w obliczeniach wzér na
logarytm potegi oraz wzor na zamiane
podstawy logarytmu.

Zasady oceniania

3 pkt — przeprowadzenie petnego rozumowania.
2logz 4 +log, 3

2 pkt — przeksztatcenie wyrazenia

logs 4 -(1 +1log, 3)

lub log;, 80, lub obydwu tych

wyrazeh do takiej postaci, z ktérej poprzez jednokrotne zastosowanie wzoru na
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

logarytm iloczynu lub wzoru na zamiane podstawy logarytmu, lub logarytmu potegi
oraz ewentualne kilkukrotne przeksztatcenie wyrazenia wymiernego mozna otrzymac
teze

ALBO

— zapisanie jednego réwnania wymiernego z a, b oraz niewiadoma x, np.

bx +x = %+ 2 (dla sposobu llI),
ALBO

1 1

— zapisanie liczby 5 w postaci 4° oraz liczby 4 w postaci 12**° (dla sposobu V).

1 pkt — zastosowanie wzoru na zamiane podstawy logarytmu lub na logarytm iloczynu, np.

log, 80 log: 80
log;, 80 =@,10g1280 =@, 2-logs4+1=1logs(4-4-5),
1+ log, 3 =log,(4-3)
ALBO

— zapisanie dwdéch sposréd liczb 3, 4, 5 jako potegi, ktérej podstawg jest trzecia
1

z nich, a wyktadnik jest zalezny od a lub b, np.: 5 = 4% i 3=4b oraz zapisanie
rownania 12* = 80 (dla sposobu Il1),
ALBO

1

— zapisanie liczby 4 w postaci 12**° (dla sposobu V).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposob |
Przeksztatcamy wyrazenie log,, 80, stosujgc wzdér na zamiane podstawy logarytmu,
a nastepnie wzér na logarytm iloczynu:

log,(16-5) log, 16 +log, 5 2+log,5
log,(4-3) log,4+log,3 1+log,3

10g12 80 =

Korzystamy ze wzoru na zamiane podstawy logarytmu oraz z zatozenia i otrzymujemy

l 5_log55_ 1 1
084 “logs4 logs4 a

Zatem

1
2+log,5 2+7  2a+1

10g1280= = =
1+log,3 1+b a-(1+b)

To nalezato wykazac.

Sposéb Il

Przeksztatcamy wyrazenie korzystajgc z zatozenia oraz ze wzoru na logarytm

a+1
a-(1+b)’
sumy:
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2024 r.

2a+1  2-logs4+1  logs(4-4-5) logs 80
a-(1+b) logs4-(1+1log,3) logs4-log,(4-3) logs4-log, 12

Korzystamy dwukrotnie ze wzoru na zamiane podstawy logarytmu i otrzymujemy dalej

logs 80 _log, 80
logs 4 - log, 12 log, 12

= loglz 80

2a+1
a-(1+b)"
To nalezato wykazac.

Zatem log,, 80 =

Sposob Il

1
Korzystamy z definicji logarytmu oraz z zatozenia i otrzymujemy 5 = 4% oraz 3 = 4b.
Oznaczmy przez x liczbe rzeczywistg takg, ze 12* = 80. Wtedy

3*-4* =80
1

(4b)x C4X = 42 . 4_2

12
4_bx+x:4a
Stad
1
bx +x=—-+2
a
2a+1
x(1+b) =
2a +1
X=——7-
a-(1+Db)
Zatem log,, 80 = x =%.

To nalezato wykazac.

Sposob IV
1
Korzystamy z definicji logarytmu oraz z zatozenia i otrzymujemy 5 = 4% oraz 3 = 4”. Stad
1

12 = 41 czyli 4 = 12" Zatem

= 1iz 1 %"'2 2a+1
80 =5". 42 — 4_a . 4_2 — 4_a — <121+b> _ 12a~(1+b)
: 2a+1
czyli logi, 80 = EETR

To nalezato wykazac.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 7. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe

V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:

7.1R) stosuje twierdzenia charakteryzujgce
czworokaty wpisane w okrag i czworokaty
opisane na okregu.

Zasady oceniania
3 pkt — przeprowadzenie petnego rozumowania, tj. zapisanie, ze trojkaty ASD i BSC sa
podobne, zapisanie, ze tréjkaty ASB i DSC sag podobne, zapisanie rownosci miar
odpowiednich katéw tych trojkatéw, zapisanie réwnosci
|ADAB| + |4BCD| = |4ABC| + |4CDA| i sformutowanie wniosku, ze na
czworokgcie ABCD mozna opisac okrag.
2 pkt — zapisanie, ze trojkaty ASD i BSC sa podobne oraz |4SAD| = |4SBC]|
i |4SDA| = |4SCB|
ALBO
— zapisanie, ze trojkaty ASB i DSC sg podobne oraz |4SAB| = |4SDC]|
i |4SBA| = |4SCD|.
1 pkt — zapisanie, ze trojkaty ASD i BSC sg podobne na mocy cechy bkb
ALBO
— zapisanie, ze tréjkaty ASB i DSC s3g podobne na mocy cechy bkb.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Zdajacy, przeprowadzajgc petne rozumowanie, moze takze zapisac¢, ze dowolne dwa
kolejne wierzchotki czworokata lezg po tej samej stronie prostej wyznaczonej przez dwa
pozostate wierzchotki, np. C i D lezg po tej samej stronie prostej AB, gdyz czworokat
ABCD jest wypukly. Stad i z rownosci katéw ACB i ADB (wynikajgcej z podobienstwa
trojkgtow ASD i BSC) zapisze wniosek, ze punkty A, B, C, D lezg na jednym okregu.

2. Nie akceptujemy rozumowania, w ktérym zdajgcy powotuje sie na twierdzenie odwrotne
do twierdzenia o siecznych, gdyz zadanie to w istocie wymaga przeprowadzenia dowodu
tego twierdzenia w przypadku, gdy punkt przeciecia siecznych lezy wewnatrz okregu.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Katy ASD oraz BSC sa wierzchotkowe, wiec |4ASD| = |4BSC|. Stad i z zatozenia
|AS] _ |BS]

DS = 13 wnioskujemy, ze trojkaty ASD i BSC sa podobne na mocy cechy bkb.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2024 r.

Zatem

1) |4DAS| = |4CBS| oraz |4ADS| = |4BCS].

Katy ASB oraz DSC sa wierzchotkowe, wiec |4ASB| = |4DSC|. Stad i z zatozenia
|AS| _ |BS|

1DS] = [CS] wnioskujemy, ze tréjkaty ASB i DSC s3g podobne na mocy cechy bkb. Zatem

2 |ASAB| = |4SDC| oraz |4ABS| = |4DCS|.
Ze zwigzkow (1) oraz (2) otrzymujemy
|ADAB| + |4BCD| = |4DAS| + |4SAB| + |4BCS| + |4DCS| =
= |4CBS| + |4SDC| + |4ADS| + |4ABS| =
= |4ABS| + |4CBS| + |4SDC| + |4ADS| =
= |4ABC| + |4CDA|

Stad i z twierdzenia o okregu opisanym na czworokacie wnioskujemy, ze na czworokgcie
ABCD mozna opisa¢ okrag.
To nalezato wykazac.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 8. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

10.1R) wykorzystuje wzory na liczbe
permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji
Z powtdrzeniami do zliczania obiektéw
w sytuacjach kombinatorycznych.

Zasady oceniania
3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 11 040.
2 pkt - zapisanie Ly : (3)-(3)-5! oraz zapisanie liczby zbioréw czteroelementowych
ztozonych z trzech cyfr nieparzystych i jednej cyfry parzystej réznej od zera: (3) - (})
ALBO
— zapisanie L, : (g) . (‘11') - 4! oraz zapisanie liczby zbioréw piecioelementowych
ztozonych z trzech cyfr nieparzystych i dwéch cyfr parzystych: (g) . (g)
ALBO
— zapisanie P : 4 - (‘D . (g) - 4! oraz zapisanie liczby ciggow pieciowyrazowych
w jednym z przypadkéw, w ktérych pierwszy wyraz jest cyfrg nieparzystg, np. liczba
ciggoéw postaci (n,p,n,p,n) jestréwna 5-5-4-4-3,
ALBO
— zapisanie N: 5- (g) . (;) - 4! oraz zapisanie liczby ciggow pieciowyrazowych
w jednym z przypadkéw, w ktérych pierwszy wyraz jest cyfrg parzystg rézng od zera,
np. liczba ciggdéw postaci (p,n,n,p,n) jestrowna 4-5-4-4-3,
ALBO
— zapisanie Z*: 4-4-4-5-4 -3 oraz zapisanie liczby ciggow pieciowyrazowych
w jednym z przypadkow, w ktorych zaden wyraz nie jest rowny zero, np. liczba
ciagoéw postaci (n,n,n,p,p), gdzie p € {2,4,6,8}, jestrowna 5-4-3-4-3,
ALBO
— zapisanie Z7: 10-4-3-5-4 -3 oraz zapisanie liczby ciggdw pieciowyrazowych
w jednym z przypadkow, w ktorych jeden z wyrazéw jest rowny zero, np. liczba
ciagoéw postaci (p,n,n,n,0), gdzie p € {2,4,6,8}, jestrowna 4-5-4-3-1.
1 pkt — zapisanie L; (lub Ly),np. Ly = (3)-(5)-5L L. =(3) - () - 4!
ALBO
— zapisanie P (lub N),np. P=4-(})-()-4. N=5-(3)-(3) -4
ALBO
—zapisanie Z (lub Z7),np. Zt =4-4-4-5-4-3 = 3840,
Z=-=10-4-3-5-4-3=7200,
ALBO
— zapisanie liczby zbioréw piecioelementowych ztozonych z trzech cyfr nieparzystych
i dwoch cyfr parzystych: (3) - (3) oraz zapisanie liczby zbioréw czteroelementowych

ztozonych z trzech cyfr nieparzystych i jednej cyfry parzystej roznej od zera: (3) - (7).

ﬁgﬁgf)\. e Strona 9z 34

EGZAMINACYJNA



Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2024 r.

ALBO
— zapisanie liczby ciggow pieciowyrazowych w jednym z przypadkow, w ktérych
pierwszy wyraz jest cyfra nieparzystg (np. liczba ciagéw postaci (n,p,n,p,n) jest
réwna 5-5-4-4-3) oraz zapisanie liczby ciggdéw pieciowyrazowych w jednym
z przypadkoéw, w ktérych pierwszy wyraz jest cyfrg parzystg rézng od zera (np. liczba
ciggoéw postaci (p,n,n,p,n) jestréwna 4-5-4-4-3).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:
Jezeli zdajgcy rozpatruje liczby inne niz pieciocyfrowe, to otrzymuje 0 punktéw.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob |
Niech L; bedzie liczbg wszystkich ciagdéw piecioelementowych, ktérych:
e wyrazy sg cyframi, parami roznymi
e trzy wyrazy sg liczbami nieparzystymi, a dwa sg liczbami parzystymi.

Aby wygenerowac taki ciag nalezy wybraé trzy cyfry sposréd pieciu nieparzystych, dwie cyfry
sposrod dwaéch parzystych i wybrane pie¢ cyfr ustawi¢ w cigg. Zatem

=()-()-=

Niech L, bedzie liczbg wszystkich ciggdw piecioelementowych, ktérych:
e wyrazy sg cyframi, parami réoznymi
e pierwszy wyraz jest zerem, a wsréd pozostatych wyrazéw sg trzy cyfry nieparzyste
i jedna cyfra parzysta.

Aby wygenerowad taki cigg nalezy wybraé trzy cyfry sposrdd pieciu nieparzystych oraz jedng
cyfre sposrod cyfr: 2, 4, 6, 8, i wybrane cztery cyfry ustawi¢ w cigg. Nastepnie na poczatku

Wszystkich liczb naturalnych pieciocyfrowych, o réznych cyfrach, w ktorych doktadnie trzy
cyfry sa nieparzyste, a pozostate sg parzyste, jest

L, —L —(5) (5) 51 (5) (4) 4'=10-10-120 — 10 -4 - 24 = 11 040
27 \3) \2/ 7 \3) \1) T~ -

Sposob Il
Niech P bedzie liczbg wszystkich ciggow piecioelementowych, ktérych:
e wyrazy sg cyframi, parami roznymi
e pierwszy wyraz jest cyfrg parzystg rézng od zera, a wsréd pozostatych wyrazéw sg
trzy cyfry nieparzyste i jedna cyfra parzysta.

Pierwszy wyraz takiego ciggu mozna ustali¢ na cztery sposoby (wybieramy jedng cyfre
parzystg sposrdod 2, 4, 6, 8). Pozostate wyrazy mozna ustali¢ poprzez wybér jednej cyfry
parzystej sposrod czterech, trzech cyfr nieparzystych sposrod pieciu, a nastepnie ustawienie
wybranych czterech cyfr na ostatnich czterech pozycjach w ciggu. Zatem
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

= ()

Niech N bedzie liczbg wszystkich ciggow piecioelementowych, ktorych:
e wyrazy sg cyframi, parami roznymi
e pierwszy wyraz jest cyfrg nieparzystg, a wsrod pozostatych wyrazow sg dwie cyfry
nieparzyste i dwie cyfry parzyste.

Pierwszy wyraz takiego ciggu mozna ustali¢ na pie¢ sposobow (wybieramy jedng cyfre
nieparzystg sposréd pieciu). Pozostate wyrazy mozna ustali¢ poprzez wybér dwoch cyfr
parzystych sposrod pieciu, dwdch cyfr nieparzystych sposrdd czterech, a nastepnie
ustawienie wybranych czterech cyfr na ostatnich czterech pozycjach w ciggu. Zatem

==

Wszystkich liczb naturalnych pieciocyfrowych, o réznych cyfrach, w ktérych doktadnie trzy
cyfry sg nieparzyste, a pozostate sg parzyste, jest

4\ /5 5\ 4
P+N=4-(1>-<3)-4!+5-<2)-(2)-4!=4-4-10-24+5-10-6-24=11040

Sposob Il
Rozwazmy dwa przypadki:

1. Gdy w zapisie liczby wystepuje cyfra zero. Cyfre te mozemy wstawi¢ na jedno z 4 miejsc.
Miejsce dla drugiej, roznej od zera cyfry parzystej mozemy wybraé na 4 sposoby, a na
wybranym miejscu mozemy wstawi¢ jedng z pozostatych 4 cyfr parzystych. Na pierwsze
Z pozostatych trzech wolnych miejsc mozemy wstawi¢ jedng z 5 cyfr nieparzystych, na
drugie z pozostatych dwoch wolnych miejsc mozemy wstawic jedng z pozostatych 4 cyfr
nieparzystych, a na ostatnim wolnym miejscu — jedng z pozostatych 3 cyfr nieparzystych.
Zatem liczba Z* wszystkich rozpatrywanych liczb w tym przypadku jest rowna

Zt=4.4.-4.5-4.3=3840
2. Gdy w zapisie liczby nie wystepuje cyfra zero. Dwa miejsca dla cyfr parzystych mozemy

wybrac na (g) = 10 sposobodw. Na pierwsze z wybranych dwdch miejsc mozemy

wstawi¢ jedng z 4 cyfr parzystych, a na drugie — jedng z 3. Na pierwsze z pozostatych
trzech wolnych miejsc mozemy wstawi¢ jedng z 5 cyfr nieparzystych, na drugie

z pozostatych dwdch wolnych miejsc mozemy wstawi¢ jedng z pozostatych 4 cyfr
nieparzystych, a na ostatnim wolnym miejscu — jedng z pozostatych 3 cyfr nieparzystych.
Zatem liczba Z~ wszystkich rozpatrywanych liczb w tym przypadku jest réwna

Z-=10-4-3-5-4-3=7200

Stgd wszystkich rozwazanych liczb jest Z* + Z~ = 3840 + 7 200 = 11 040.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2024 r.

Zadanie 9. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogoélne Wymagania szczegoétowe
[I. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. 11.2R) oblicza pochodne funkgii
wymiernych;

11.3R) korzysta z geometrycznej
interpretacji pochodnej.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: a = % oraz b = —5.
2 pkt — obliczenie wspétczynnika kierunkowego stycznej do wykresu funkcji f w punkcie P:
, 7
a = f (2) = 7

(3x2—3)-x—(x3-3x+2)-1
x2

1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji f, np. f'(x) =

f'(x)=2x+2- (—xlz)

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:

Jezeli zdajgcy btednie zastosuje wzor na pochodng ilorazu funkcji lub btednie obliczy
pochodng funkcji y = x3 — 3x + 2, lub y = x, to moze otrzymaé 1 punkt za cate
rozwigzanie, o ile nie popetni btedu w obliczaniu wspdétczynnika a oraz b.

Przyktadowe pelne rozwigzanie
Wyznaczamy pochodna funkcji f:

f,(x)z(3x2—3)-x—(x3—3x+2)-1

Obliczamy wspotczynnik kierunkowy a w rdwnaniu styczne;j:

7
a:f'(2)=§

Obliczamy wspétczynnik b w réwnaniu stycznej:
7
f(2)= > 2+b

2=7+b
b=-5

Wspétczynniki w réwnaniu stycznej sg réwne: a = % oraz b = —5.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 10. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegoétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:

10.1R) wykorzystuje wzory na liczbe [...]
kombinacji [...].

10.2) oblicza prawdopodobienstwa [...].

Zasady oceniania
28 7

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: P(4) = ? = 5536 -
2 pkt — zapisanie liczby |(1| wszystkich zdarzen elementarnych oraz zapisanie liczby |A|
wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A4, np. |Q]| = 8° oraz
Al = ()
ALBO
— zapisanie liczby |Q| wszystkich zdarzen elementarnych oraz wypisanie wszystkich
zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu A i niewypisanie zadnego
zdarzenia niewtasciwego, np. |Q| = 8° oraz
A = {876543,876542,876541,876532,876531,876521,876432,876431,
876421,876321,875432,875431,875421,875321,874321,865432,
865431,865421,865321,864321,854321,765432,765431,765421,
765321,764321,754321,654321}.
1 pkt — zapisanie liczby || wszystkich zdarzen elementarnych: np. |Q] = 8°

ALBO
— zapisanie liczby |A| wszystkich zdarzenh elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu A:
ALBO

— wypisanie wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu A
i niewypisanie zadnego zdarzenia niewtasciwego:
654321, 765432, 765321, 876543, 875432, 865432, 864321, 854321,
765431, 764321, 876542, 875431, 865431,
765421, 754321, 876541, 875421, 865421,
876532, 875321, 865321,
876531, 874321,
876521,
876432,
876431,
876421,
876321.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2024 r.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Zdarzeniem elementarnym jest szesciowyrazowy cigg o wyrazach ze zbioru
{1,2,3,4,5,6,7,8}, wigc liczba |(}| wszystkich zdarzen elementarnych jest réwna

|Q| = 8°.

Niech A oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze wylosowano liczbe, ktérej druga cyfra
(liczac od lewej strony) jest mniejsza od pierwszej, a kazda nastepna cyfra tej liczby jest
mniejsza od poprzedniej. Wtedy zdarzeniem elementarnym sprzyjajgcym zdarzeniu A jest

szedciowyrazowy cigg malejacy. Liczba wszystkich takich ciggéw jest réwna (2), wiec
141 = ().
Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A:
8
Al (5) 28 7

PA) ===—= =
@A) |Q] 86 262144 65536
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 11. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegoétowe
[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
5.3) stosuje wzor na n—ty wyraz [...] ciggu
arytmetycznego;
5.4) stosuje wzoér na n—ty wyraz [...] ciagu
geometrycznego.

Zasady oceniania (dla sposobu 1 Il)
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: x = 5, y = 20, z = 80.
3 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg r, np. (35 —71)% = (35— 2r) - (35 + 3r)

ALBO
— poprawne wyznaczenie r w zalezno$ciod x zréwnania (x +7)? = x(x + 5r):
r = 3x.
2 pkt — zapisanie x,y oraz z wzaleznosciod r: x =35—2r, y=35—7r, z=35+4+3r
ALBO

— zapisanie uktadu rownan
x+x+r+x+5r=105i (x +r)? = x(x + 57) lub

. x + 5r x + 512
x+x+r+x+5r=105i x+x - YT + '(x+r) = 105
1 pkt — zapisanie rownania x + x +r + x + 5r = 105
ALBO
— zapisanie réwnania (x + r)? = x(x + 57),
ALBO

2
x+r x+r ) = 105.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

o, : X+ 5r X+ 5r
— zapisanie rownania x + x - +x - (

Zasady oceniania (dla sposobu IlI)

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: x = 5, y = 20, z = 80.

3 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg y, np. y? = (2y — 35) - (140 — 3y).

2 pkt — zapisanie x oraz z w zaleznosciod y: x = 2y — 35, z = 140 — 3y.

1 pkt — zapisanie réwnania 4 - (y —x) =z —7vy lub y? = xz,lub 5(y —x) =z — x.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania (dla sposobu V)

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: x =5, y = 20, z = 80.

3 pkt — zapisanie rownania x + x - ¢ + x - > = 105 oraz obliczenie q: q = 4
ALBO

— zapisanie réwnania x + x - q + x - > = 105 oraz zapisanie, ze cigg (x,y,z) jest

rosngcy, wiec x # 0, oraz zapisanie réwnania g% — 5q + 4 = 0.

2 pkt — zapisanie réwnania 4 - (x - q —x) = x - q*> — x - q oraz zapisanie, ze ciag (x,y,z)
jestrosnacy, wiec x # 0 i g # 1, oraz obliczenie q: q = 4
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2024 r.

ALBO
— zapisanie réwnan 4-(x-q—x) =x-q* —x-q oraz
x+x-q+x-q*=105.
1 pkt — zapisanie réwnania 4 - (x-q—x) =x-q*—x-q lub x +x-q + x - qg* = 105.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy dzieli obie strony otrzymanego rdwnania przez wyrazenie zawierajgce
niewiadomg i nie umieszcza zapisu, ze to wyrazenie jest rézne od zera, oraz
konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za
cate rozwigzanie.

+a;+5
2. Jezeli zdajgcy popetni blad, ktory nie jest rachunkowy, np. W -6 =105,

y—x=4-(z—y) irozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac co najwyzej
2 punkty za cate rozwigzanie (za spetnienie kryterium z kategorii za 1 pkt oraz za
obliczenie x,y oraz z).

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposob |
Niech r bedzie réznicg ciggu arytmetycznego (a,). Wtedy y = x +r oraz z = x + 5r.

Poniewaz x +y + z = 105, wiec
x+ (x+r)+ (x+5r)=105
x+2r =35
x=35-2r

Zatem y=35—2r+r=35—1r oraz z=35—2r + 5r =35+ 3r.
Z wtasnosci ciggu geometrycznego otrzymujemy

y2=x-z
(35—71)2=(35-2r)-(35+3r)
352 — 70r + r? = 352 + 35r — 612
7r? — 1057 = 0
r=0VvV r=15

Dla r = 0 otrzymujemy x = y = z, wiec warunki zadania nie sg spetnione.

Dla r = 15 otrzymujemy x =5, y = 20, z = 80. Ciag (5, 20,80) jest geometryczny

i rosngcy. Suma wyrazow tego ciggu jest rowna 105. Ponadto wyrazy tego ciggu sg —
odpowiednio — pierwszym, drugim i szostym wyrazem ciggu arytmetycznego okreslonego
wzorem a, =5 + 15n, gdzie n € N,.

Zatem ostatecznie x =5, y = 20, z = 80.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Sposob Il
Niech r bedzie réznicg ciggu arytmetycznego (a,). Wtedy y = x +r oraz z = x + 5r.

Poniewaz x +y + z = 105, wiec
x+ (x+7r)+ (x+5r)=105

Z wtasnosci ciggu geometrycznego otrzymujemy

y:i=x-z

Poniewaz y = x +r oraz z = x + 5r, wiec
(x+71r)2=x-(x+57)
Zatem otrzymujemy uktad dwéch réwnan z niewiadomymi x oraz r:

{ x+x+4+r+x+5r=105
(x +1)? = x(x + 57)

Ze zwigzku (x +7)? = x - (x + 51) otrzymujemy kolejno:
x% 4+ 2xr + 1% = x? + 5xr
r2—3rx=0
r=0V r=3x

Dla r = 0 otrzymujemy x = y = z, wiec warunki zadania nie sg spetnione.
Dla r = 3x otrzymujemy

{Sx + 6r = 105
r = 3x

x=25

r=15

Stad y=x+r=5+15=20 oraz z=x+5r =5+ 75 = 80.

Ciag (5,20,80) jest geometryczny i rosngcy. Suma wyrazow tego ciggu jest réwna 105.
Ponadto wyrazy tego ciggu sg — odpowiednio — pierwszym, drugim i széstym wyrazem ciggu
arytmetycznego okreslonego wzorem a, = 5 + 15n, gdzie n € N,.

Zatem ostatecznie x =5, y = 20, z = 80.

Rozwigzaniem tego ukfadu réwnan jest para liczb {

Sposdb Il
Z warunkéw zadania oraz z wtasnosci ciggoéw geometrycznego i arytmetycznego

otrzymujemy zaleznosci miedzy x,y oraz z:
x+y+z=105

y? =xz

4-y—x)=z-y
Rozwigzujemy uktad tych trzech réwnan:
z=105—x—y

y2=x-(105—-x—1y)
4. (y—x)=105—x—y—y
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2024 r.

z=105—x—y
y*=x-(105—-x—y)
x=2y—35

z =140 -3y
y* = (2y —35) - (140 — 3y)
x=2y—35

{ =140-3
o
|

7y? — 385y + 4900 = 0
x=2y—35

y=20 V
x=25

y =235

z =80 {z=35
x =35

Dla x =y = z = 35 warunki zadania nie sg spetnione.
Ciag (5,20,80) jest geometryczny i rosngcy. Suma wyrazow tego ciggu jest réwna 105.
Ponadto wyrazy tego ciggu sg — odpowiednio — pierwszym, drugim i széstym wyrazem ciggu

arytmetycznego okreslonego wzorem a,, = 5 + 15n, gdzie n € N,.
Zatem x =5,y = 20, z = 80.

Sposdéb IV
Niech g bedzie ilorazem ciggu geometrycznego (x,y,z). Wtedy y = x - q oraz

z = x - q%. Z warunkéw zadania oraz wtasnosci ciggu arytmetycznego otrzymujemy
4-y-—x)=z-y
4-(x-q—x)=x-q*—x-q
Poniewaz cigg (x,y,z) jestrosnacy, wiec x # 0 i g # 1. Zatem
4-(x-q—x)=x-q°—x-q
4-x-(q-D=x-q-(g—1)
4=gq
Z warunkéw zadania x +y + z = 105, wiec x + x - q + x - g?> = 105 i dalej
x+x-4+x-4% = 105. Stad otrzymujemy x = 5. Wéwczas y =54 = 20 oraz
z=15-4% = 80.
Ciag (5,20,80) jest geometryczny i rosngcy. Suma wyrazéw tego ciggu jest réwna 105.
Ponadto wyrazy tego ciggu sg — odpowiednio — pierwszym, drugim i széstym wyrazem ciggu

arytmetycznego okreslonego wzorem a, = 5+ 15n, gdzie n € N,.
Zatem x =5,y = 20, z = 80.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 12. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

6.5R) stosuje wzory na sinus i cosinus sumy
i réznicy katéw, sume i réznice sinusow

i cosinusow katow;

6.6R) rozwigzuje rownania

N —

trygonometryczne typu sin2x =

sin2x +cosx =1, sinx + cosx = 1.

Zasady oceniania

. . o .. m 7m 5m 11w
4 pkt — poprawna metoda rozwigzania réwnania i poprawne wyniki: 3, =, 7= oraz ——
3 pkt — rozwigzanie rownan sinx = cosx oraz sinx = —% w zbiorze R: %+ k -m oraz
Ty 2k-m i 2E 4 2k - m, gdzie k € Z
ALBO
— rozwigzanie rownania sinx = cosx (lub réwnania sinx = —%) w zbiorze (0, 2m):
T 5 7 117

7 oraz - (lub: - oraz T)'
2 pkt — przeksztatcenie réwnowazne réwnania sin(2x) + cos(2x) = 1 + sinx — cosx do
postaci (sinx —cosx)(2sinx + 1) = 0.

1 pkt — zastosowanie wzoréw na sinus oraz cosinus podwojonego kata.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:

Jezeli zdajgcy podczas przeksztatcania rownania sin(2x) + cos(2x) = 1+ sinx — cosx
podzieli obie strony réwnania przez (cosx — sinx) bez stosownych zatozen

i konsekwentnie do popetnionego btedu rozwigze zadanie do koica, to otrzymuje 2 punkty
za cate rozwigzanie.

Przykltadowe pelne rozwigzanie
Przeksztatcamy réwnanie sin(2x) + cos(2x) = 1 + sinx — cos x réwnowaznie,
korzystajgc ze wzordw na sinus oraz cosinus podwojonego kata, i otrzymujemy:

sin(2x) + cos(2x) = 1 + sinx — cos x
2sinx - cosx + cos? x —sin?x = 1 + sinx — cos x
cos?x —sin?x =1 — 2sinx - cosx + sinx — cos x
0 = (sinx — cosx)? + sinx — cos x + sin? x — cos? x

0 = (sinx — cosx)? + (sinx — cos x) + (sinx — cos x)(sinx + cos x)
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2024 r.

0 = (sinx — cosx)(sinx — cosx + 1 + sinx + cos x)
0 = (sinx —cosx)(2sinx + 1)

1
sinx =cosx Ilub sinx = _E

Rozwigzujemy réwnanie sinx = cosx w zbiorze (0, 2m).

Zauwazmy, ze gdyby cosx = 0, to wtedy sinx = cosx = 0, wiec po podstawieniu tych
warto$ci sinusa i cosinusa do tozsamosci sin? x + cos? x = 1 otrzymaliby$my 0+ 0 = 1.
Zatem cosx # 0.

Dzielimy obie strony réwnania sinx = cosx przez cosx iotrzymujemy tgx = 1.

Roéwnanie to ma w zbiorze (0, 2w) dwa rozwigzania: % oraz %

Réwnanie sinx = —% ma w zbiorze (0, 2w) dwa rozwigzania: ?ﬂ oraz HTE

Ostatecznie rownanie sin(2x) + cos(2x) = 1 + sinx — cosx ma w zbiorze (0, 2m) cztery

, .. m 7m 5w 11n
rozwigzania: Z ) ? s T oraz T .
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 13. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

7.4R) znajduje zwigzki miarowe w figurach
ptaskich z zastosowaniem twierdzenia
sinusow i twierdzenia cosinusow.

Zasady oceniania
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 15v/3 + 8 (lub

V739 + 240+/3).

3 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg (dtugoscig boku AC), np.

172 = |AC|? + 302 —2-30 - |AC| \/;
|AC|? =302+172—2~30~17-153_—48J§,
302 = [AC[2 + 172 — 2 |AC| - 17 - 25
ALBO
— obliczenie diugosci odcinkow BD oraz AD: |BD| = 15 oraz |AD| = 153 (dla
sposobu II),
ALBO
15J/3+8

— obliczenie sinusa kata ABC: 34 (dla sposaobu III).

2 pkt — obliczenie miary kgta BAC: 30°.
1 pkt — zapisanie, ze kgt BSC ma miare 60°

ALBO

— zapisanie rownania, w ktérym jedyng niewiadomg jest miara kata BAC (lub miara

17 30 1 . 30-17

kata ACB), np. m = 34, m = 34, 7 - 30 - Sll’llﬁ-BACl = W ,
ALBO

— zapisanie uktadu réwnan: |AC|?> = 302 + 17?2 —2-30-17 - cos|4ABC| oraz

|[ACl  _

sin|4ABC| ~ 34.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposob |
Oznaczmy przez S $rodek okregu opisanego na tréjkgcie ABC, a przez R — promien tego

okregu. Poniewaz R = 17 oraz |BC| = 17, wiec trojkgt BSC jest rownoboczny. Punkt A
lezy na diuzszym z tukéw BC okregu opisanego na tréjkacie, gdyz gdyby lezat na krétszym,
to wtedy odcinek BC bytby najdtuzszym bokiem tréjkata ABC. Zatem miara kata wpisanego
BAC jest potowg miary kgta BSC trojkgta rGwnobocznego, czyli |£BAC| = 30°.
Stosujemy do trojkata ABC twierdzenie cosinuséw i obliczamy diugosé boku AC:
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2024 r.

|BC|* = |AC|* + |AB|*> — 2 - |AB| - |AC| - cos|4BAC]|

V3
17% = |ACI* +30* =230 |AC| -~

|AC|? — 30V3 - |AC| + 611 =0
|JAC| =15V3+8 Vv |AC|=15V3 -8

Poniewaz 15v/3 — 8 < 30, wiec ostatecznie |AC| = 15v3 + 8.

Sposob Il
Oznaczmy przez S $rodek okregu opisanego na trojkgcie ABC, a przez R — promien tego

okregu.
Stosujemy do tréjkata ABC twierdzenie sinuséw i otrzymujemy:

|BC| R
sin|4BAC|

17 =34
sin|4BAC|

Stad |4BAC| = 30° lub |4BAC| = 150°. Poniewaz bok BC nie jest najdtuzszym bokiem
trojkata ABC, wiec kat lezgcy naprzeciw tego boku nie moze by¢ rozwarty. Zatem

|ABAC| = 30°.

Niech D bedzie spodkiem wysokosci poprowadzonej w trojkgcie ABC z wierzchotka B na
bok AC (zobacz rysunek).

Korzystamy ze zwigzkéw miarowych dla tréjkata o katach 30°, 60°, 90° i otrzymujemy

|BD| =%- |AB| = 15 oraz |AD| =§- |AB| = 15V/3.

Stosujemy do tréjkata BCD twierdzenie Pitagorasa i otrzymujemy

|cD| = /ICB|?> — |BD|? = /172 — 152 = 8

Zatem |AC| = |AD| + |CD| = 15V3 + 8.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Sposob Il
Oznaczmy przez S $rodek okregu opisanego na tréjkgcie ABC, a przez R — promien tego

okregu.
Stosujemy do trojkata ABC twierdzenie sinuséw i otrzymujemy:

|BC| -
sin|4BAC|

17 34
sin|4BAC|

Stad |£BAC| = 30° lub |ABAC| = 150°. Poniewaz bok BC nie jest najdtuzszym bokiem
trojkata ABC, wiec kat lezgcy naprzeciw tego boku nie moze by¢ rozwarty. Zatem

|ABAC| = 30°.

Ponownie stosujemy do trojkata ABC twierdzenie sinuséw i obliczamy sinus kata ACB:

|AB| _9R
sin|4ACB|
30 24
sin|4ACB|
in|4ACB| = =
Sin = 17

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i otrzymujemy

sin?|4ACB| + cos?|4ACB| = 1

2

(15> + cos?|4ACB| = 1
17 Ccos =

8 8
cosIAACB|—1—7 Vv COSIAACB|——1—7

Poniewaz AB nie jest najdtuzszym bokiem tréjkata, wiec kat ACB nie jest rozwarty

i dlatego cos |3ACB| = %

Obliczamy sin |4ABC|:
sin|4ABC| = sin(180° — |4BAC| — |4ACB|) = sin(|4BAC| + |4ACB|) =
= sin|4BAC| - cos|4ACB| + sin|4ACB| - cos|4BAC| =

_1.8 15 V3 15v3+8
217 17 2 34
Stosujemy do trojkgta ABC twierdzenie sinusow i otrzymujemy

|AC|

—— =2R
sin|£ABC]|

|AC| = 2R - sin|4ABC|
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2024 r.

15V3 +8
|AC|=34-T=15\/§+8

Uwaga:
Po obliczeniu cos |4#ACB| mozna obliczy¢ cos |4ABC]:

cos|4ABC| = cos(180° — |ABAC| — |4ACB|) = — cos(|4BAC| + |4ACB|) =
= —cos|4BAC| - cos|3£ACB| + sin|4ACB| - sin|4#BAC| =

V3 8 15 1 15-8V3

2 17 17 2 34

Po zastosowaniu twierdzenia cosinusow otrzymujemy:
|AC|?> = |AB|? + |BC|?> — 2 - |AB| - |BC| - cos|4ABC]|

15 — 8V3

AC|? =302 +172—-2-30-17-
|AC| + 34

|AC| = ‘/739 + 2403

AC] = (8 +15v3)”

|AC| = 8 + 15V3
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 14. (0-5)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:
8.6) oblicza odlegto$¢ dwdch punktéw.
8.1R) oblicza odlegto$¢ punktu od proste;.

Zasady oceniania
5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: S = (6,7) oraz S = (—4,—3).
4 pkt — obliczenie obydwu wartosci xs: 6 oraz (—4)
ALBO
— obliczenie obydwu wspoéifrzednych punktu S tylko dla jednego przypadku: S = (6,7)
albo S = (—4,-3).
3 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg (wspoétrzedng punktu S), np.

(= 1% + (s + 1 - 297 = 50, 2T _ 5,
2%+ (-1)?
(xs = (=5))* + (xs + 1 = (=1))* = 5,
(xs — (=2))* + (xs + 1 — (=4))* = 5,
(xg —4)? + (xs +1—8)%2 =5,
(x¢—7)?>+ (xs + 1 —5)% =5.
2 pkt — obliczenie diugos$ci m odcinka AB (lub AC) stycznej: 35
ALBO
— obliczenie diugosci odcinka AS: |AS| = 5V/2.
1 pkt — zapisanie wspoétrzednych punktu S w zaleznosci od jednej zmiennej, np.
S=0,x+1)
ALBO
— zapisanie réwnania z jedng niewiadomg (dtugoscia m odcinka AB stycznej), np.
15=2-12-m-V5,
ALBO
— zapisanie uktad trzech réwnan:
|z|2 =a®+a%?—2a-a-cosa oraz
1z|2 = (V5)? + (V5)? — 2v/5 - V/5 - cos(180° — a) oraz
15 = % a? - sina + % (\/g)z - sin(180° — a),
gdzie z = |BC|, a = |AB|, a = |4BAC]|.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:
1. Jezeli zdajacy pomija wspotczynnik % we wzorze na pole trojkata lub deltoidu, to bfad ten
traktujemy jako btad rachunkowy.
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2. Jezeli zdajgcy rozwigze zadanie do konca, ale otrzyma wiecej niz dwa punkty S, to moze
otrzymac¢ co najwyzej 4 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposob |
Promienie BS oraz CS okregu poprowadzone do punktow stycznosci sg prostopadte do

stycznych — odpowiednio — AB i AC, wiec trojkaty ABS oraz ACS sg prostokatne.
Ponadto odcinki AB oraz AC majag rowne dtugosci, wiec trojkaty te sg przystajgce (na
podstawie cechy bbb przystawania trojkgtéw). Oznaczmy m = |AB| = |AC| (zobacz
rysunek).

y)

.

1 x

Pole P,psc czworokata ABSC jest sumag pol tréjkatow przystajgcych ABS oraz ACS, wiec

Pupsc = Paps + Pacs
1
15=25- m -5

m = 3V5

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkata ABS otrzymujemy

|AS|% = |AB|? + |BS|? = (3x/§)2 + (\/3)2 =50

Niech xg bedzie pierwszg wspoétrzedng punktu S. Punkt S lezy na prostej o rownaniu
y=x+1,wiec S = (x5,x5+ 1).
Wtedy

(xg — 1%+ (xg+1-2)2 =50
Stad dalej otrzymujemy
(xs - 1)2 = 25
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|xs — 1] =5
XS=6 \ XS=—4‘

Zatem S =(6,7) lub S = (—4,-3).

Sposob Il
Promienie BS oraz CS okregu poprowadzone do punktow stycznosci sg prostopadte do

stycznych — odpowiednio — AB i AC, wiec trojkaty ABS oraz ACS sg prostokatne.
Ponadto odcinki AB oraz AC majag rowne dtugosci, wiec trojkaty te sg przystajgce (na
podstawie cechy bbb przystawania trojkgtéw). Oznaczmy m = |AB| = |AC| (zobacz
rysunek).

.

1 x

Pole P,psc czworokata ABSC jest sumg pdl tréjkatow przystajagcych ABS oraz ACS, wiec

Pypsc = Paps + Pycs
1
15=2-5- m-V5

m = 3V5

Niech xg bedzie pierwszg wspoétrzedng punktu S. Punkt S lezy na prostej o rownaniu
y=x+1,wiec S = (x5,x5+1).
Zauwazmy, ze punkt A lezy na prostej o rownaniu y = x + 1. Kazda prosta przechodzgca
przez punkt A = (1, 2), poza prostg réwnolegtg do osi Oy, ma réwnanie postaci
y = a(x — 1) + 2. Tangens kata, jaki tworzy kazda ze stycznych AB oraz AC z prostg
o rownaniu y = x + 1, jest réwny

e YB_ V5 1

8% = m 35 3

Stad i ze wzoru na tangens kata miedzy prostymi otrzymujemy
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a—1
a+1

1_t _’
3- 807

a+1=3(a—-1) v a+1=-3(a—-1)

Zatem styczne AB oraz AC majg rownania postaci y = 2(x — 1) + 2 oraz
y=%(x—1)+2,czyli 2x—y=0 oraz x —2y+3=0.
Odlegtos¢ punktu S od kazdej ze stycznych AB i AC jestrowna /5. Zatem
2xg — (xs + 1
2% — (s + DI _
V22 4+ (—1)?

|x5_1|:5

XS=6 \ x5=—4‘

Istniejg dwa punkty spetniajgce warunki zadania: S = (6,7) oraz S = (—4,-3).
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Zadanie 15. (0-6)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegoétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:

3.1R) stosuje wzory Viéte'a;

3.2R) rozwigzuje rownania i nierébwnosci
liniowe i kwadratowe z parametrem.

Zasady oceniania
Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapéw.

Pierwszy etap polega na rozwigzaniu nieréwnosci A> 0. Za poprawne wykonanie tego
etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

1 pkt — poprawne rozwigzanie nieréownosci A> 0: m € (—oo,—3) U (1, + ).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:
Jezeli zdajgcy rozwigzuje warunek A= 0, to za te cze$¢ rozwigzania otrzymuje O punktow.

Drugi etap polega na wyznaczeniu tych wartosci parametru m, dla ktérych jest spetniony
warunek x5 + x5 + 3 - x; - x5 - (x; + x, — 3) < 3m — 7. Za poprawne wykonanie tego
etapu zdajgcy otrzymuje 4 punkty.

Podziat punktéw za drugi etap rozwigzania:

4 pkt — rozwigzanie nieréwnosci z jedng niewiadomg m réwnowaznej warunkowi

’3
3 pkt — zapisanie nieréwnosci z jedng niewiadomg m roéwnowaznej warunkowi
x4+ x5 +3x;-x, (3 +x,—3) <3m—7 wpostaci W(m) < 0, gdzie W (m)
jest iloczynem co najmniej dwoch wielomiandw stopni dodatnich, np.

GBm—1)@Bm+1)2<0, (9m?—-1)3m+1) <0, 27 (m —1) (m +%)2 <0

3
ALBO
— zapisanie nieréwnosci z jedng niewiadomg m réwnowaznej warunkowi
x3+x34+3-x;-x, (x; +x, —3) < 3m—7 wpostaci
27m3 + 9m? — 3m — 1 < 0 oraz wyznaczenie jednego z pierwiastkéw wielomianu
27m3 +9m? — 3m — 1.
2 pkt — zapisanie nierownosci z jedng niewiadomg m rownowaznej warunkowi
x4+ x34+3x-x,- (6, +x,—3)<3m—7, np.
Bm+1)3-9-2m?+m+1)<3m-7.
1 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci x5 + x5 +3-x; - x5 - (x; +x, —3) <3m—7 do
postaci pozwalajgcej na bezposrednie zastosowanie wzoréw Viéte’a, np.
(x; + %)% = 9x,x, <3m — 7.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

B Ha3 4322 (g +x,—-3) <3m—7: me(—oo1>,
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Trzeci etap polega na wyznaczeniu wszystkich wartosci parametru m, ktére spetniajg

jednoczesnie dwa warunki: A >0 i x3 +x3 +3-x;-x,-(x; +x, —3) <3m—7:
m € (—oo,—3).

Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

1 pkt — poprawne wyznaczenie wszystkich wartosci parametru m, ktére spetniajg

jednoczesnie warunki A >0 i x3+x3+3-x;-x,- (x; +x,—3)<3m—7:
m € (—oo, —3).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy w etapie | lub Il popetni btad, ktéry nie jest btedem rachunkowym, to za lll
etap otrzymuje 0 punktéw.

2. Jezeli zdajgcy w etapach | i Il nie popetni btedow innych niz rachunkowe i otrzyma zbiory

rozwigzan, ktére nie sg roztgczne i zaden z nich nie jest zbiorem liczb rzeczywistych,
a nastepnie poprawnie wyznaczy czesc¢ wspolng zbiorow rozwigzan z etapéw li ll, to za
Il etap moze otrzymac¢ 1 punkt.

. Jezeli zdajacy w Il etapie rozwigzania popetni btgd — przyjmie, ze

X1 +x,=+Cm?+m+1) lub x; - x, =+@Bm+1),lub x; +x, = i%,toza

Il etap moze otrzymac co najwyzej 2 punkty (1 punkt za przeksztatcenie nierownosci
x3+x3+3x;-x, (x; +x, —3) < 3m—7 do postaci pozwalajgcej na bezposrednie
zastosowanie wzoréw Viéte’a oraz 1 punkt za konsekwentne rozwigzanie nieréwnosci do
konca), a za lll etap otrzymuje O punktow.

. Jezeli zdajacy w |l etapie rozwigzania popetni btad, ktéry nie jest rachunkowy, np.:

e pominie istotne nawiasy przy przeksztatcaniu nierownosci
x3+x3+3 %%, (%, +x, —3) < 3m— 7 do postaci pozwalajgcej na
bezposrednie zastosowanie wzoréw Viéte’'a,

e przyjmie, ze
x3 x5 = (0 +x)[(rg + x2)% — x1 - x5],

e przyjmie, ze
xf + x23 = (x1 + x3)°,
i konsekwentnie do popetnionego btedu doprowadzi rozwigzanie Il etapu zadania do
konca, to moze uzyskac co najwyzej 2 punkty za Il etap (1 punkt za zastosowanie
wzorow Viéte’a oraz 1 punkt za konsekwentne rozwigzanie nieréwnosci do konca),
a za lll etap otrzymuje 0 punktow.

. Jezeli w |l etapie rozwigzania zdajgcy popei btedy i otrzyma nieréwnosé V(m) < 0, to

za podanie zbioru rozwigzan nierdwnosci otrzymuje 1 punkt tylko wtedy, gdy wielomian V
jest stopnia trzeciego i ma co najmniej dwa rozne pierwiastki rzeczywiste.

. Jezeli zdajacy wprowadza dodatkowe zatozenie, ktére nie wynika z warunkéw zadania

(np. x; +x, >0, x1 - x, > 0), to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyze;j
5 punktéw (co najwyzej 1 punkt za | etap i co najwyzej 4 punkty za Il etap).
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Przykladowe petne rozwigzanie

| etap

Trojmian kwadratowy x2 — (3m + 1)x + 2m? + m + 1 ma dwa rézne pierwiastki
rzeczywiste wtedy i tylko wtedy, gdy wyréznik tego tréjmianu jest dodatni. Rozwigzujemy
warunek A> 0:

[-BGm+1D]?—4-1-2m?>+m+1)>0
m?+2m—-3>0
(m—1)-(m+3)>0
m € (—o,—3) U (1,+x)
Il etap

Wyznaczamy wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych jest spetniony warunek
x3 4+ x34+3x; x5 (x; +x, —3) < 3m — 7, korzystajgc ze wzoréw Viéte'a:

X34+ x3+3x % (x; +x,—-3)<3m—7
(x; +x2)3 —9x;x, <3m—7
Bm+1)32-9-2m?*+m+1)<3m-7
27m3 +9m? -3m—-1<0
(Bm)3—-134+9m?-3m <0
Bm—-1)9Om?+3m+1)+3mBm—-1)<0
Bm-1)Om?+6m+1)<0
Bm-1)Bm+1)2<0

€ 1)
_w_
m € ( '3

Il etap
Wyznaczamy wszystkie warto$ci parametru m, ktére jednoczesnie spetniajg warunki

m € (—o0,—3) U (1,+x) oraz m € (—oo,%>: m € (—oo,—3).
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Zadanie 16. (0-6)

Wymagania egzaminacyjne 2024

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
11.6R) stosuje pochodne do rozwigzywania
zagadnien optymalizacyjnych.

Zasady oceniania

Czes¢ a)
2 pkt — przeprowadzenie petnego rozumowania.
1 pkt — wyznaczenie wysokosci H graniastostupa w zalezno$ci od dtugosci krawedzi

13824
dst . H=——.
podstawy, np e

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:
1. Jezeli zdajgcy rozwaza inng bryte niz graniastostup prawidtowy tréjkatny, to otrzymuje
0 punktoéw za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajgcy przeprowadzi rozumowanie tylko dla a = 8+/3, to otrzymuje O punktéw za
cate rozwigzanie czesci a).

Czesé b)
4 pkt — uzasadnienie, ze funkcja P przyjmuje warto$¢ najmniejszg dla a = 8v3
i obliczenie wartosci najmniejszej funkcji P: 963 + 1728.
3 pkt — uzasadnienie (np. poprzez badanie monotonicznosci funkcji), ze funkcja P przyjmuje
wartos$¢ najmniejszg dla a = 8v/3
ALBO
— zapisanie, ze dla a = 8v/3 funkcja P osiaga warto$é najmniejszg i obliczenie

P(8V3): P(8V3) =96v3 +1728.
2 pkt — poprawne rozwiazanie réwnania av'3 — %24\/? =0: a = 24.

1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji P: P'(a) = a3 — %24\/5

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi do czesci b):

1. Jezeli zdajgcy wyznaczy pochodng funkcji P z btedem, ale wyznaczona pochodna ma
posta¢ Aa + % , gdzie A oraz B sg liczbami niewymiernymi, lub postac¢ utamka,

w ktérego liczniku jest wielomian stopnia trzeciego, a w mianowniku ma?,

i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za
cate rozwigzanie czesci b) (za miejsce zerowe pochodnej, za uzasadnienie istnienia
najmniejszej wartosci funkcji oraz za obliczenie najmniejszej wartosci funkcji P).
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Jezeli natomiast otrzyma inng btedng posta¢ pochodnej, to moze otrzymac co najwyzej
2 punkty za cate rozwigzanie czesci b) (za miejsce zerowe pochodnej oraz za
uzasadnienie istnienia najmniejszej wartosci funkcji P).

2. Badanie znaku pochodnej zdajgcy moze opisa¢ w inny sposéb, np. szkicujgc wykres
funkgiji, ktéra w ten sam sposob jak pochodna zmienia znak, i zaznaczajgc na rysunku, np.
znakami ,+” i ,-” znak pochodne;j.

3. Jezeli zdajacy otrzyma miejsce zerowe pochodnej, ktére nalezy do przedziatu (0,8v/3), to
moze otrzymaé za czesé b) co najwyzej 1 punkt (za wyznaczenie pochodnej albo za
obliczenie miejsca zerowego pochodnej).

4. Za poprawne uzasadnienie, ze funkcja P osigga warto$¢ najmniejszg dla a = 83
mozna uznaé sytuacje, gdy zdajgcy bada znak pochodnej oraz zapisuje stownie lub
graficznie, ze funkcja P jest malejgca w przedziale (0,a,), gdzie a, jest miejscem
zerowym pochodnej funkcji f, bedacej rozszerzeniem funkcji P na zbiér (0, +00).

5. Jezeli zdajgcy btednie uzasadnia, ze dla a = 8V3 funkcja P osigga wartos¢
najmniejsza, to nie otrzymuje punktu za obliczenie P(8v3).

Przyktadowe petne rozwigzanie

a)

Rozpatrzmy dowolny z rozwazanych graniastostupéw. Oznaczmy jego wysokos¢ przez H.
Korzystamy ze wzoru na objetos¢ graniastostupa oraz wzoru na pole trojkata
réownobocznego i otrzymujemy:

a?\/3
3456 = ‘H
46083
H=—3—
a

Stad oraz ze wzoru na pole powierzchni catkowitej graniastostupa dostajemy

a?+/3
P=2- + 3aH
a’V3 46083
P= +3q - ———
2 a?
a’v3 138243
P(a) = > + 7

b)
2
Obliczamy najmniejszg wartos¢ funkcji P okreslonej wzorem P(a) = = 2‘/§ + 138314‘@ dla
a € (0,8V3).
Wyznaczamy pochodng funkcji P: P'(a) = av3 — %24\/? da a € (0,8V3).
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Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji P:
P'(a) =0

1382443
av3 - T2

a3v3 — 138243 =0
a® = 13824 =243

a=24¢ (0,8V3)

Badamy znak pochodnej:
P'(a) <0

13824\/—
a

a3v3 — 138243 < 0
a® < 13824

a3 -

a< 24

wigc P'(a) <0 dia a € (0,8V3).
Zatem funkcja P jest malejaca w przedziale (0, 8v/3).
Stad dla a = 8v/3 funkcja P osigga warto$é najmniejsza réwng

2
P(843) = a22ﬁ+ 13824\/§ _(843) -J§+ 1382443

= 1728.
> N =963 + 1728
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