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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

ZADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. (0-1)

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
D

Zadanie 2. (0-1)

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
A

Zadanie 3. (0-1)

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
A

Zadanie 4. (0-1)

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
C

Strona 2z 25



Zasady oceniania rozwigzan zadan

ZADANIE OTWARTE (KODOWANE)

Zadanie 5. (0-2)

Zasady oceniania
2 pkt — odpowiedz catkowicie poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
1313

ZADANIA OTWARTE (NIEKODOWANE)

Uwagi ogodlne:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

2. Jezeli zdajgcy popetni btedy rachunkowe, ktére na zadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajg i nie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze
otrzymaé co najwyzej (n — 1) punktow (gdzie n jest maksymalng mozliwg do
uzyskania liczbg punktéw za dane zadanie).

Zadanie 6. (0-3)
Zasady oceniania
3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: x, = 2 oraz y = 17x — 16.
2 pkt — obliczenie odcietej x, punktu P iwyznaczenie pochodnej funkcji f: x, = 2 oraz
f'(x) = 6x%2 —8x + 9.
1 pkt — obliczenie odcietej x, punktu P: x, = 2
ALBO
— wyznaczenie pochodnej funkcji f: f'(x) = 6x? — 8x + 9.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Obliczamy odcietg x, punktu P:
18 = 2x3 — 4x2 + 9x,

2x3 —4x2 +9x,— 18 =0
2x2(xg—2)+9(xp—2)=0
2x2+9)(xg—2)=0
2x2+9=0 lub x,—2=0

Poniewaz 2xZ + 9 > 0 dla kazdej liczby rzeczywistej x,, wiec x, = 2.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

Wyznaczamy pochodna funkcji f:
f'(x) =6x>—8x+9

Wyznaczamy réwnanie kierunkowe stycznej do wykresu funkcji f w punkcie P. Obliczamy
wspotczynnik kierunkowy a w rownaniu stycznej:

a=f'2)=17
Obliczamy wspétczynnik b w réwnaniu stycznej:
18=17-2+0b
b=-16

Styczna ma réwnanie y = 17x — 16.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 7. (0-3)
Zasady oceniania
3 pkt — spetnienie kryterium oceniania za 2 punkty i uzasadnienie prawdziwosci nieréwnosci
_9\2
(az)a& >0 lub (a—2)*(a+4)=0,lub a(a—2)*(a+4) =0 z powotaniem

sie na zatozenie (dla sposobu [)
ALBO
— spetnienie kryterium oceniania za 2 punkty i przeksztatcenie nierdwnosci

a2+§+§ 3 8 8 )
% > |a? e do postaci tezy (dla sposobu Il),

ALBO
— spetnienie kryterium oceniania za 2 punkty oraz obliczenie f(2): f(2) =12 (dla
sposobu ).

Ry
(a-2)"(a+4) Z)a(”‘” >0 lub

2 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci a? + % = 12 do postaci
(a—2)%(a+4)=0,lub ala—2)?(a+4) >0 (dlasposobu I)
ALBO

— spetnienie kryterium oceniania za 1 punkt oraz zapisanie wielomianu a3 — 12a + 16
w postaci (a — 2)?(a + 4) (dla sposobu I),

ALBO
— zapisanie, ze dla kazdego a > 0 liczby a?, 2 : % sg dodatnie oraz zapisanie
nierownosci miedzy $rednimi arytmetyczng i geometryczng liczb dodatnich a?, g , g X
az+—§+§ > g2 2.2 (dla sposobu 1),
3 a a
ALBO

— obliczenie miejsca zerowego pochodnej funkcji f oraz wyznaczenie w przedziale
(0,4 ) argumentu, dla ktérego funkcja osigga w tym przedziale warto$¢
najmniejszg (wraz z uzasadnieniem): a = 2 (dla sposobu lIlI).

3_
1 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci a? + % = 12 do postaci % =0 lub
a®—12a+ 16 = 0, lub a(a® —12a + 16) = 0 (dla sposobu I)
ALBO
— zapisanie, ze dla kazdego a > 0 liczby a?, g ,% sg dodatnie (dla sposobu I),
ALBO

— obliczenie pochodnej funkcji f okreslonej wzorem f(a) = a? + % dla a >0 (lub

w szerszym zakresie), np. f'(a) = 2a — g (dla sposobu III).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano nieprawidtowg metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:

Jesli zdajacy opiera swoje rozwigzanie na nieréwnosci miedzy srednimi (sposob Ill) i stosuje
nierownos¢ miedzy srednimi liczb a?, S , S bez zapisania, ze liczby te sg dodatnie, to moze
otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |
Przeksztatcamy nieréwno$¢ a? + % >12:

a> 16 12a
a a a
a’—12a + 16
>0
a

a(a®—12a+16) =0 i a=#0
Zauwazamy, ze pierwiastkiem wielomianu W (a) = a® — 12a + 16 jest liczba 2. Stad
W(a) = (a — 2)(a® + 2a — 8). Poniewaz pierwiastkami tréjmianu kwadratowego
a’ + 2a — 8 sgliczby 2 i (—4), wiec W(a) = (a — 2)?*(a + 4). Zatem nieréwno$é
a(a® — 12a + 16) > 0 mozna réwnowaznie zapisaé w postaci

al(a—2)2(a+4)=0

Dla kazdej liczby dodatniej a wyrazenie (a — 2)? jest liczbg nieujemng, natomiast
wyrazenie (a + 4) jest liczbg dodatnig. Zatem dla kazdej liczby dodatniej a wyrazenie
a(a —2)%(a +4) jest nieujemne jako iloczyn liczb nieujemnych. Oznacza to, ze nieréownos$é

a? + % > 12 jest prawdziwa dla kazdej liczby dodatniej a. To nalezato wykazac.

Inna realizacja rozktadu wielomianu a® — 12a + 16 na czynniki:

a—12a+16=a%—-16a+4a+ 16 =a(a®? —16) + 4(a+ 4) =
=ala—4)(a+4)+4(a+4)=(a+4d)][ala—4) +4] =
=(a+4)(a*—4a+4)=(a+4)(a—2)*

Sposob Il

Dla kazdego a > 0 liczby a?, 3 ,% sg dodatnie. Korzystamy z nieréwnosci miedzy

$rednimi arytmetyczng i geometryczng liczb a?, S , S i otrzymujemy:

To nalezato wykazac.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Sposob Il

Niech f bedzie funkcjg okreslong wzorem f(a) = a? + 1;6 dla kazdej liczby rzeczywistej
a>0.

Obliczamy pochodng funkgji f:

, 16 2a%®-16
fll@)=2a-—==—"—
Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji f:
2a3 - 16
T =0
2a3-16=0
a=2

Poniewaz f'(a) >0 dla a € (2,+o) oraz f'(a) <0 dla a € (0,2), wiec funkcja f
jest malejgca w przedziale (0,2) oraz jest rosngca w przedziale (2, +o0).
Zatem dla argumentu a = 2 funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejszg réwng

f(2) =22+ % = 12. Stad f(a) = 12 dla kazdej liczby dodatniej a.

e s 16 . . .
To oznacza, ze nieréwnosé a? + " > 12 jest prawdziwa dla kazdego a > 0.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

Zadanie 8. (0-3)

Zasady oceniania

3 pkt — spetnienie kryterium oceniania za 2 punkty oraz uzasadnienie, ze |AC| = |BC].

2 pkt — wyznaczenie dtugosci odcinkdow AP, AQ, BD, CD, CQ w zaleznosci od tej samej
zmiennej, np. |AP| = 5x, |AQ| = 5x, |BD| = x, |CD| = 2x, |CQ| = 2x.

1 pkt — zapisanie rownosci wynikajgcej z twierdzenia o odcinkach stycznych: |BD| = |BP|
(lub |AP| = |AQ|, lub |CQ| = |CDY)).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Niech |BP| = x.

Z twierdzenia o odcinkach stycznych wnioskujemy, ze |BD| = |BP| = x.

Z zatozenia |CD| = 2-|BD| otrzymujemy |CD| = 2x. Z twierdzenia o odcinkach stycznych
wnioskujemy, ze |CQ| = |CD| = 2x (zobacz rysunek).

okrgg O

Poniewaz |AQ| = 5-|BP|, wiec |AQ| = 5x. Ponownie z twierdzenia o odcinkach stycznych
wnioskujemy, ze |AP| = |AQ| = 5x.

Zatem |AC| = |AQ| — |CQ| = 5x — 2x = 3x oraz |BC| = |BD|+ |CD| = x + 2x = 3x.
Wobec tego |AC| = |BC|, wiec tréjkgt ABC jest rbwnoramienny. To nalezato wykazac.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 9. (0-4)

Zasady oceniania

4 pkt — poprawne wyznaczenie wszystkich wartosci zmiennej x, dla ktérych suma szeregu
istnieje (x € (—o0,—2) U (4, +0) ) oraz poprawne wyznaczenie wszystkich wartosci
zmiennej x, dla ktérych suma jest rowna 175 D x=6.

3 pkt — wyznaczenie zbioru wszystkich wartosci x, dla ktérych istnieje skonczona suma
szeregu ( x € (—o,—2) U (4, +0) ) oraz zastosowanie wzoru na sume szeregu
geometrycznego, wyznaczenie tej sumy i zapisanie réwnania z niewiadomg x:

2x _ 15
(=) 2
ALBO

— zapisanie warunku zbieznosci szeregu (|g| < 1) oraz zastosowanie wzoru na sume

szeregu geometrycznego, wyznaczenie tej sumy, zapisanie réwnania z niewiadomg

2x 15, . . . , . 5
x (————= = =) irozwigzanie tego rownania: x = —>, x = 6.
1_(_i) 2 4

x-1
2 pkt — wyznaczenie zbioru wszystkich wartosci x, dla ktérych istnieje skofczona suma
szeregu: x € (—o0,—2) U (4, + )
ALBO
— zapisanie warunku zbieznosci szeregu (|q| < 1) oraz zastosowanie wzoru na sume
szeregu geometrycznego, wyznaczenie tej sumy i zapisanie réwnania z niewiadomg
X:

1 pkt — zapisanie ilorazu: q = —% .

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jesli zdajacy rozwigze odpowiednie réwnanie i zapisze: x = —% V x = 6, a nastepnie
obliczy iloraz szeregu dla kazdej z wyznaczonych wartosci zmiennych i na tej podstawie
dokona wtasciwego wyboru rozwigzania, to otrzymuje 4 punkty.

2. Jesli zdajgcy rozwigze zadanie bez rozwazenia warunku |q| < 1, to moze otrzymac
maksymalnie 2 punkty.

3. Jesli zdajgcy zapisze poprawny warunek zbieznosci szeregu: |—%| < 1, ale popehni biad
przy wyznaczaniu przedziatu zbieznosci i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to
moze otrzymac 3 punkty.

4. Jezeli zdajgcy popetni btad przy wyznaczaniu ilorazu ciggu, ktéry bedzie wyrazeniem
wymiernym zmiennej x, np. zapisze, ze q = —% , i konsekwentnie rozwigze zadanie do
konca, to moze otrzymac maksymalnie 2 punkty.

5. Jesli zdajacy zapisze dany szereg jako sume dwoch szeregdw postaci

18x 172x 6x 54x 516x
2x +

17 + =T + .. oraz ——-— G’ GoF bez odpowiedniego komentarza

i rozwigze zadanie konsekwentnie do konhca, obliczajac sume dwoéch szeregdéw, to moze
otrzymaé maksymalnie 3 punkty.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Pierwszy wyraz i iloraz tego szeregu sg réwne, odpowiednio, a; = 2x oraz

q= —x% . Poniewaz x #1 i x # 0, to szereg ten jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy
|—x371| <1,czyli |x—1|>3.Stad x € (0, —2) U (4, +0).
Wtedy suma S tego szeregu jest skonczona i réowna
a; 2x 2x(x—1)
1-q - (_ i) x+2

x—1

S =

2x(x-1) _ 15

= w zbiorze (—o0, —2) U (4, +0):

Rozwigzujemy réwnanie
2x(x—1) 15
x+2 2
4x(x —1) =15(x + 2)
4x%> —19x —30 =10
5
x=-7 ¢ (—0,—2)U(4,+0) lub x=6€(—00,—2)U (4, +)

Zatem x = 6.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 10. (0-4)

Zasady oceniania

. . . L . 3 5
4 pkt — poprawne metoda rozwigzania rownania i poprawny wynik: —=, =, — = —=, =

3 pkt — rozwigzanie réwnania sin(5x) = sin (x — g) (lub réwnania cosx = cos (Sx + g) )
w zbiorze liczb rzeczywistych: x = —§+ kz—n lub x = % + %ﬂ ,gdzie k€ Z
ALBO
— przeksztatcenie rownania do alternatywy elementarnych rownan trygonometrycznych
i rozwigzanie jednego z tych réwnan w zbiorze (—g ) g),
ALBO
— przeksztatcenie rownania do alternatywy elementarnych rownan trygonometrycznych
i rozwigzanie wszystkich rownan tej alternatywy w zbiorze R.
2 pkt — rownowazne przeksztatcenie rownania do postaci, ktéra jest rownoscig sinuséw lub
cosinuséw, np. sin(5x) = sin (x — g) COSX = COS (Sx + g)

ALBO
— zastosowanie wzoru na sume sinusow lub na sume cosinuséw i przeksztatcenie
réwnania do postaci alternatywy elementarnych rownan trygonometrycznych, np.

sin (Zx +%) =0 lub cos (3x —%) =0, cos G — Zx) =0 lub cos (g - 3x) =0.

1 pkt — zastosowanie wzoru redukcyjnego i przeksztatcenie réwnania do postaci, w ktorej
wystepuje tylko jedna funkcja trygonometryczna, np. sin(5x) + sin (g - x) =0,
cos (g - 5x) + cosx = 0.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykltadowe petne rozwigzania

Sposdb I (rownos¢ sinuséw)

Zapisujemy rownanie w postaci rownowaznej, w ktorej wystepuije tylko jedna funkcja
trygonometryczna zmiennej x:

sin(5x) + cosx =0
sin(5x) + sin (E — x) =0
2
" - " n
sin(5x) = —sin (E — x)
Poniewaz funkcja sinus jest nieparzysta, wiec

sin(5x) = sin (x - %)

Stad
T T
5x=x—E+2k7T lub 5x:7t—(x—§)+2kn
T N km b T 4 km
X=7gTy W XTLT3
gdzie k € Z.
ﬁgﬁgf)\.NA Strona 11 z 25

EGZAMINACYJNA



Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

Wyznaczamy rozwigzania réwnania sin(5x) + cosx = 0 w zbiorze (—% , §>:
m 3t 5m mw m
B R VIR v
Sposob Il (poprzez sume sinUsOw)
Zapisujemy rownanie w postaci rownowaznej, w ktorej wystepuje tylko jedna funkcja
trygonometryczna zmiennej x:

sin(5x) + cosx =0
sin(5x) + sin (E — x) =0
2

Korzystamy ze wzoru na sume sinuséw i otrzymujemy

5x 4+ = —x 5x—(g—x)
2 sin Tz - COS — =0

sin (Zx +%) =0 Ilub cos (3x —%) =0

X+ S=knr lub 3x—c=lik
X 4—7T u X 4—2 T

_ 7T+kTL' b _T[+kT[
X=7gT2 W XTLT3

gdzie k € Z.
Wyznaczamy rozwigzania rownania sin(5x) + cosx = 0 w zbiorze (—% , g):
m 3t 5Sm mw ®

8 8’ 12’ 12’ 4
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 11. (0-4)

Zasady oceniania

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: n = 10.

n?-3n+4
le

3 pkt — wyznaczenie prawdopodobienstwa zdarzenia A w zaleznosci od n: P(A) =

2 pkt — wyznaczenie prawdopodobienstw zdarzen A; oraz A, w zaleznosci od n:
P(4) = nT_3 oraz P(4,) = nT_l
1 pkt — wyznaczenie prawdopodobienstw zdarzen B oraz C w zaleznosci od n:
n-2

P(B) =™ oraz P(C) ==
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia zdarzen:
B — zdarzenie polegajgce na tym, ze w pierwszym losowaniu zostata wylosowana kula biata,
C — zdarzenie polegajgce na tym, ze w pierwszym losowaniu zostata wylosowana kula
czarna,
Z, —zawartos¢ pudetka po wylosowaniu za pierwszym razem kuli biatej i dotozeniu kuli
czarnej,
Z, —zawartos¢ pudetka po wylosowaniu za pierwszym razem kuli czarnej i dotozeniu kuli
biatej,
A; — zdarzenie polegajgce na tym, ze wylosowana z pudetka o zawartosci Z; kula jest
biata,
A, —zdarzenie polegajgce na tym, ze wylosowana z pudetka o zawartosci Z, kula jest
biata.
Wéwczas Z;: n— 3 kul biatychi 3 kule czarne, Z,: n —1 kul biatychi 1 kula czarna.
Wyznaczamy prawdopodobienstwa zdarzeh B, C, A; oraz A, :

n-—2 2 n—3 n—1

P(B)=T' P(C)=;' P(A1)=T, P(A2)=—n

Zapisujemy prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajgcego na tym, ze kula wylosowana
Z pudetka ze zmieniong zawartoscig jest biata:

P(A) = P(A;) - P(B) + P(4z) - P(C)

n—3 n—2+n—1 2_n2—3n+4

P(4) = n n n n n?

Poniewaz P(A) = % , wiec stad otrzymujemy kolejno:
n’-3n+4 37
n? 50
50n% — 150n + 200 = 37n?
13n2 — 150n + 200 = 0
A= 12100, VA=110

150110 _40 1504110 260
26 26 ° "TT o8 T2

=10

3
I
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

Poniewaz liczba kul musi by¢ liczbg naturalng wiekszg niz 2, wiec jedynym rozwigzaniem
tego zadania jest n = 10.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 12. (0-5)

Zasady oceniania
Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapéw.

Pierwszy etap polega na rozwigzaniu warunku A> 0. Za poprawne wykonanie tego etapu
zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

1 pkt — poprawne rozwigzanie warunku A> 0: m € (—oo,%) U (1, 4+0).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Drugi etap polega na wyznaczeniu wszystkich wartosci parametru m, dla ktérych jest
spetniony warunek iz + iz <1.
X1 X3

Podziat punktéw za drugi etap rozwigzania:
3 pkt — wyznaczenie tych wszystkich wartosci m, dla ktorych spetniony jest warunek

1 1 .

Ztg<lme (—4 —2v6,0) U (0,—4 + 2V6).
2 pkt — zapisanie nierownosci z jedng niewiadomg m, ktéra odpowiada warunkowi
(m_+1)2_2.(—2m+3)
. (—2m+3)2m <1l

1 pkt — przeksztatcenie wyrazenia x_12 + x_12 < 1 do postaci pozwalajgcej na bezposrednie
1 2

1 1
x_§+x_§<1’ np.

(x1+x2)%=2x1X5
(x1%2)?
zawierajgcej jedynie zmienne x; + x, oraz x;x,).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

zastosowanie wzoréw Viéte’a, np. <1 (lub innej rbwnowaznej, ale

Trzeci etap polega na wyznaczeniu wszystkich wartosci parametru m, dla ktérych spetnione
sg jednoczesnie warunki: A >0 i % + % <1

1 2
Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

1 pkt — poprawne wyznaczenie wszystkich wartosci m, dla ktérych A >0 i x_12 + iz <1

1 X2
m € (-4 -2v6,0)u (0,3).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy rozwigzuje warunek A> 0 (zamiast A > 0), to za | etap rozwigzania
otrzymuje O punktow.

2. Jezeli zdajgcy w Il etapie rozwigzania rozwaza niepoprawng nierownos¢ wymierng
i rozwigzanie tej nierbwnosci jest zbiorem roztgcznym ze zbiorem rozwigzan nierownosci
z | etapu, to zdajgcy otrzymuje 0 punktéw za Il etap.

3. Jezeli w rozwigzaniu zdajgcego nie ma zapisu m = 0 albo m # % albo zdajacy nie

uwzglednia w rozwigzaniu warunku m # 0, albo m # % to zdajgcy moze otrzymacé co
najwyzej 4 punkty za cate rozwigzanie.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Réwnanie mx? — (m + 1)x — 2m + 3 = 0 ma dokfadnie dwa rézne rozwigzania rzeczywiste
wtedy i tylko wtedy, gdy m # 0 iwyrdznik A tréjmianu kwadratowego

mx? — (m+ 1)x —2m + 3 jest dodatni.

| etap
Rozwigzujemy warunek A > 0:

[-(m+1]?—4m-(-2m+3)>0
Im?—-10m+1>0
(m-1)9m—-1)>0

m e (—00, %) U (1, +o0)

Zatem réwnanie mx? — (m + 1)x — 2m + 3 = 0 ma dokfadnie dwa rézne rozwigzania
rzeczywiste, gdy m € (—o,0) U (0, %) U (1, +o0).

Il etap

Wyznaczymy wszystkie wartosci m, dla ktérych jest spetniony warunek: x_12 + x—12 <1
1 2

Przeksztatcamy nieréwnosé x_12 + % < 1 do postaci, ktéra pozwoli na bezposrednie
1 2

zastosowanie wzorow Viete'a:
2 .2
X1+ X3
— < 1
(x1x3)
(x1+x2)% — 2x1%,
(x1x3)?

Stad, po zastosowaniu wzoréw Viéte’a, otrzymujemy:

(m_+1)2 _ . (2m3)

m m

(—2m+3)2
m

<1

i dalej

<m+1)2_2.(—2m+3)<(—2m+3

2 3
> i m#0 i m+-
m 2

m m

3

m+1)?-2m(-2m+3)<(-2m+3)2 i m#0 | m#
. . 3
m?>4+8m—8<0 i m=#=0 i miz

3

me(—4—2\/€,—4+2\/€) i m#0 i m+*-=

2
Zatem warunek % + % <1 jest spetniony tylko dla m € (—4 — 2v6,0) U (0,—4 + 26).
2

1
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Il etap
Wyznaczamy te wszystkie wartosci m, ktore jednoczesnie spetniajg warunki: m # 0 |

m e (=0,3) U (1,+) i me (—4—2v6,—4+2V6) i m=>:

m € (—4 — 2v6,0) U (0,%)
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

Zadanie 13. (0-5)

Zasady oceniania

5 pkt — poprawna metoda rozwigzania oraz poprawny wynik: |AB| = 2v/10, |BC| = 36,
|CD| = V10, |AD| = 2+/6.

4 pkt — obliczenie dtugosci bokéw AB i AD: |AB| =210 i |AD| = 2v/6 oraz spemienie
jednego z ponizszych kryteriéw I-ll:
I. obliczenie dtugosci odcinka CE: |CE| = 3,
Il. wyznaczenie skali podobienstwa tréjkatow DEC i AEB: %
. obliczenie dtugosci jednego z bokéw tego czworokata i zapisanie wyrazenia
arytmetycznego opisujgcego dtugosci pozostatych bokéw w zaleznosci od dtugosci
tego obliczonego boku.

3 pkt — obliczenie dtugosci bokéw AB i AD: |AB| =210 i |AD| = 2+/6.
2 pkt — obliczenie wysokosci AP trojkata ASE: |AP| =+/15

ALBO

— obliczenie dtugosci odcinka CE: |CE| = 3,
ALBO

— wyznaczenie skali podobienstwa trojkgtow DEC i AEB: %
ALBO

— obliczenie dtugosci odcinkéw DE, BE, AE: |DE| =2, |BE| =6 i |AE| =4 oraz
zapisanie uktadu réwnan prowadzgcego do wyznaczenia dtugosci bokow a oraz d:
a’?+d*>=8%a?>=62+4>-2-6-4-cosf oraz
d?=2%2+4+42—-2-2-4-cos(180° — p).

1 pkt — obliczenie dtugosci odcinkbw DE, BE oraz AE: |DE| = 2, |BE| =6 oraz |AE| =4
ALBO

— zapisanie, ze trojkaty DEC oraz AEB (albo trojkaty BEC oraz AED) sg podobne,
ALBO

— zapisanie rownosci wynikajgcej z twierdzenia o odcinkach siecznych:
|AE| - |CE| = |BE| - |DE|.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:

Jesli zdajgcy zapisze, ze |DE| =1 i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze
otrzymac co najwyzej 3 punkty.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Przyktadowe petne rozwigzanie

Poniewaz trojkaty ABD i BCD sag prostokatne, to ich wspdlna przeciwprostokagtna BD jest
srednicg okregu opisanego na czworokgcie ABCD. Zatem |BD| = 8. Stad i z warunkéw
|BE| = 3-|DE| oraz |BD| = 2-|AE]| otrzymujemy |DE| =2, |BE| =6 i |AE| = 4.

Oznaczmy przez S $rodek okregu opisanego na czworokgcie ABCD. Prowadzimy
wysokosC AP trojkata ASE i przyjmijmy pozostate oznaczenia jak na rysunku.

A

Poniewaz |AE| = 4 = |AS|, wiec tréjkat ASE jest rownoramienny. Zatem spodek P
wysokosci trojkata ASE jest srodkiem podstawy ES tego trojkata. Stad wynika, ze
|EP| = |PS| = 1.

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ASP otrzymujemy

|AS|? = |AP|? + |PS|?
42 = p? 4+ 12
h? =15
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatéw ABP i ADP otrzymujemy
|AB|? = |AP|? + |PB|? oraz |AD|? = |AP|? + |PD|?
a’ = h? +5% oraz d? = h? + 32
a’?=15+25 oraz d?=15+9
a =40 =2V10 oraz d =24 =2V6

Katy DCA i ABD saréwne, gdyz sg to katy wpisane oparte na tym samym tuku AD. Katy
DEC i BEA sgrbéwne, gdyz sg to katy wierzchotkowe. Zatem tréjkaty DEC i BEA sg
podobne (cecha kkk). Wynika stad, ze

|ICD| _ |AB]
|DE| — |AE]
c 2410
2 4
c=+v10
CENTRALNA Strona 19 z 25
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BCD otrzymujemy

|BD|* = |CD|? + |BC|?

8% = c? + b
64 = (VI0)* + b?
b =54 =36

Uwagi:
1. Dtugoéci bokéw CD i BC mozna obliczy¢, wykorzystujgc twierdzenie o odcinkach
siecznych. Wynika z niego, ze |AE|-|CE| = |BE|-|DE|, wiec |CE| = 3. Poniewaz
|EP| _ 1

cos XAEP = AE 1 to z twierdzenia cosinuséw wynika, ze

|CD|? =22+32—2-2-3-§=10 oraz |BC|2=62+32+2-6-3-%=54.

2. Po wyznaczeniu odcinkéw |DE| =2, |BE| =6 i |AE| =4 mozna wyznaczy¢ dtugosci
bokéw a oraz d, korzystajgc z twierdzenia cosinuséw. Przyjmujac f = 4AEB, mozemy
zapisac uktad trzech rownan: a? + d?> =82, a> =6 +42—2-6-4-cosf oraz
d? =22 + 42 —2-2-4-cos(180° — §). Wtedy cosf = oraz a =2v10 i d = 2V6.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 14. (0-6)

Zasady oceniania
6 pkt — poprawne wyznaczenie wzoru funkcji V(h) oraz jej dziedziny, oraz wyznaczenie
wysokosci graniastostupa o najwiekszej objetosci wraz z uzasadnieniem.

5 pkt — obliczenie miejsca zerowego pochodnej funkcji V: h = ?d.

4 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji V, np. V' (h) = 2(d* — 3h%).

3 pkt — wyznaczenie dziedziny funkcji V(h): (0,d).

2 pkt — wyznaczenie objetosci V' graniastostupa jako funkcji jego wysokosci, np.
V(h) = 2(d? — h?) - h.

1 pkt — wyznaczenie diugosci krawedzi podstawy w zaleznosci od wysokosci graniastostupa:
a=Vv2-VEZ-RZ.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie H G
Oznaczmy przez a dlugosc krawedzi podstawy
graniastostupa, natomiast przez h — wysokosc¢ tego
graniastostupa. E

a)
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata
ODH i otrzymujemy:

d* = h? +|0D|?

|0D| = y/d? — h?

Poniewaz |0D| = %lBDl = %7 wiec aTz =+/dZ —hZ.

Stad a =v2-Vd?—h? i he (0,d). s

Pole P, podstawy graniastostupa jest rowne it

2
Pp = (V2 +/d2 = h?) =2(d* - h?)
Wyznaczamy objetos¢ graniastostupa jako funkcje zmiennej h:

V(h) =2(d? —h?)-h = 2(d*h— h3) dia 0 < h < d.

b)
Wyznaczamy pochodng funkcji V:

V'(h) = 2(d? - 3h2)
Obliczamy miejsce zerowe pochodnej funkcji V:
V'(h) =0
2(d*-3h*) =0 i he(0,d)

h =

el
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

Poniewaz V'(h) >0 dla h € (0%) oraz V'(h) <0 dla h € (%,d), wiec funkcja V
jest rosngca w przedziale (0, %> oraz malejgca w przedziale <% ,d). Zatem funkcja V
d
i rtos¢ najwiekszg dla h = —=.
osigga wartos$¢ najwiekszg dla 3
Sposréd rozwazanych graniastostupdw najwiekszg objetos¢ ma graniastostup o wysokosci
h=<.
NE
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 15. (0-7)

Zasady oceniania
Rozwigzanie zadania sktada sie z dwdch etapow.

Pierwszy etap polega na wyznaczeniu rownania osi symetrii figury F, prostopadtej

do prostej S;S,, a nastepnie obliczeniu wspétrzednych punktow M i N. Za poprawne
rozwigzanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 4 punkty.

Podziat punktéw za pierwszy etap rozwigzania:

Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy obliczy wspétrzedne srodka S, okregu: S, = (2,3).
Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy wyznaczy réwnanie osi symetrii przechodzgcej przez
srodek S odcinka S;S,, ktéra jest prostopadta do prostej S;5,: y =x — 3.

Zdajgcy otrzymuje 3 punkty za zapisanie rownania z jedng niewiadomg prowadzacego do
wyznaczenia wspoétrzednych punktow M i N, np. (x —6)? + (x — 2)2 — 16 = 0.
Zdajacy otrzymuje 4 punkty za obliczenie wspotrzednych punktow M i N: M = (2,—-1)
oraz N = (6,3).

Drugi etap polega na zapisaniu réwnania prowadzgcego do obliczenia wspotrzednych
punktu K i obliczeniu tych wspétrzednych. Za ten etap rozwigzania zdajacy otrzymuje

3 punkty.

Podziat punktow za drugi etap rozwigzania:

Zdajgcy otrzymuje 1 punkt za uzaleznienie wspodtrzednych punktu K od jednej niewiadomej,
np. K=(x,—x+5).

Zdajacy otrzymuje 2 punkty za zapisanie réwnania z jedng niewiadomg prowadzgcego do
wyznaczenia wspotrzednych punktu K, np. % |—8x + 32| =40, 2-|2x — 8| = 40.

Zdajgcy otrzymuje 3 punkty za obliczenie wspotrzednych punktu K: K, = (—6,11),
K, = (14,-9).

Uwaga:

Jezeli zdajgcy prowadzi poprawne rozumowanie na kazdym etapie rozwigzania zadania,

rozwigzuje zadanie do konca i jedynym btedem, ktory jednak nie utatwia rozwigzania zadania

na zadnym etapie rozwigzania, jest btgd polegajacy na:

a) niepoprawnym wyznaczeniu wspoétrzednych srodka okregu o4, to zdajgcy otrzymuje co
najwyzej 6 punktéw za cafe rozwigzanie;

b) zastosowaniu niepoprawnej metody obliczania wspétrzednych punktéw wspdlnych
okregu o, io0sisymetrii figury F prostopadtej do prostej S,S,, to zdajgcy otrzymuje co
najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie (za S,, 0S symetriii K);

c) zastosowaniu niepoprawnej metody wyznaczenia:

- Srodka okregu o,
- wspotczynnika kierunkowego prostej prostopadtej do prostej S;5,,
to zdajgcy moze otrzymac co najwyzej 5 punktoéw za cate rozwigzanie.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

Przyktadowe petne rozwigzania

Rozwigzanie zadania sktada sie z dwdch etapow.

| etap

Wyznaczamy wspotrzedne srodka S; okregu o,: S; = (6,—1). Poniewaz S; = (6,—1)

i E = [—4, 4], wiec wspodirzedne $rodka S, sgrowne: S, = (6 —4,—1+4) = (2,3).
Zauwazmy, ze figura F ma dwie osie symetrii. Jedng z nich jest prosta S;S,, do ktérej
nalezg srodki okregéw o, i o, , drugg — prosta prostopadta do prostej S;S, przechodzaca
przez srodek S odcinka S;S, .

Os symetrii, do ktérej nalezg srodki obu okregéw ma zatem réwnanie x +y —5 = 0, czyli
y=-—-x+5.

Wyznaczamy réwnanie osi symetrii figury F, prostopadtej do prostej S;S, .

Obliczamy wspoirzedne $rodka S odcinka S;S,: S = (4,1) i wyznaczamy réwnanie prostej
przechodzgcej przez punkt S: y = x — 3. Wspodtczynnik kierunkowy tej osi symetrii jest
dodatni, wiec punkty M i N lezg na tej prostej.

Poniewaz punkty M i N sg punktami przeciecia figury F iosi symetrii o rownaniu

y = x — 3, wiec sg punktami przeciecia okregu o, iprostej y = x — 3.

Wspétrzedne tych punktow obliczamy, rozwigzujgc uktad rownan

{(x—6)2+(y+1)2=16
y=x—3

Po podstawieniu y = x —3 do pierwszego rownania otrzymujemy réwnanie
(x—6)2+(x—-2)2-16=0

a po przeksztatceniach — rownanie kwadratowe 2x? — 16x + 24 = 0.

Strona 24 z 25



Zasady oceniania rozwigzan zadan

Stad x; = 2, x, = 6. Zatem wspotrzedne punktéow M i N sgréwne: M = (2,—1) oraz
N = (6,3).

Il etap
Punkt K lezy na osi symetrii przechodzacej przez srodki obu okregow, wiec jego
wspotrzedne mozna zapisa¢ w postaci: K = (x, —x + 5).

Sposob |
Wiemy, ze pole trojkgta MNK jest rowne 40, wiec

1
5 |6 —2)(—x+5+1)—B+1)(x—2)| =40
Stad po przeksztatceniach otrzymujemy réwnanie
1
5> |—-8x + 32| = 40

czyli
—4x4+16=40 lub —4x+16 =—-40
x=-6 lub x=14
Zatem sg dwa takie punkty K: K; = (—6,11) oraz K, = (14,-9).

Sposob I

Obliczamy dtugo$é podstawy MN tréjkgta MNK: [MN| = /(6 —2)% + (3 + 1)? = 4V2.
Wysoko$¢ h tréjkata MNK jest rowna odlegtoéci punktu K od prostej MN o réwnaniu
x —y—3=0.Zatem

1-x—=1-(=x+5)—3| [2x—8]
R

Wiemy, ze pole tréjkgta MNK jest rowne 40, wiec

h

|2x — 8| B

40
V2

1
E.4,\/5.

Stad otrzymujemy rownanie

2-|2x —8| =40
czyli

2x —8=-20 lub 2x—-8=20
x=—6 lub x=14
Zatem K = (—6,11) lub K = (14,-9).
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