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1 Opis egzaminu maturalnego z matematyki

na poziomie rozszerzonym

WSTEP

Matematyka jest jednym z obowigzkowych przedmiotéw na egzaminie maturalnym. Wszyscy
zdajacy przystepujg do egzaminu z matematyki na poziomie podstawowym. Kazdy maturzysta
moze rowniez przystgpi¢ do egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzonym
jako przedmiotu dodatkowego.

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym sprawdza, w jakim stopniu
zdajgcy spetnia wymagania okreslone w podstawie programowej ksztatcenia ogolnego dla
szkoty ponadpodstawowe;j?.

Podstawa programowa dzieli wymagania na ogodlne i szczegétowe. Wymagania ogdélne majg
podstawowe znaczenie, gdyz syntetycznie ujmujg nadrzedne cele ksztatcenia w nauczaniu
matematyki. Wymagania szczegdtowe odwotujg sie do scisle okreslonych wiadomosci
i konkretnych umiejetnosci.

Informator o egzaminie maturalnym z matematyki od roku szkolnego 2022/2023 jest
podzielony na dwie czesci, zamieszczone jako osobne pliki.

CZESC PIERWSZA zawiera:

e szczegoOtowy opis egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie podstawowym

e przykltadowe zadania egzaminacyjne (wraz z rozwigzaniami oraz zasadami oceniania) na
poziomie podstawowym.

CZzESC DRUGA zawiera:

e szczegOtowy opis egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzonym

e przyktadowe zadania egzaminacyjne (wraz z rozwigzaniami oraz zasadami oceniania) na
poziomie rozszerzonym.

CZESC PIERWSZA jest dostepna tutaj.

Informator prezentuje przyktadowe zadania egzaminacyjne wraz z rozwigzaniami. Do kazdego
zadania dodano wykaz wymagan ogdlnych i szczegdétowych z podstawy programowej
ksztatcenia ogdlnego, ktorym odpowiada dane zadanie. Zadania w Informatorze nie ilustrujg
wszystkich wymagan z zakresu matematyki na poziomie rozszerzonym okreslonych
w podstawie programowej, nie wyczerpujg rowniez wszystkich typow zadan, ktére mogag
wystgpi¢ w arkuszu egzaminacyjnym. Tylko realizacja wszystkich wymagan z podstawy
programowej, zarowno ogoélnych, jak i szczegolowych, moze zapewni¢ wiasciwe

1 Rozporzadzenie Ministra Edukaciji Narodowej z dnia 30 stycznia 2018 r w sprawie podstawy programowej
ksztatcenia ogélnego dla liceum ogdélnoksztatcgcego, technikum, oraz branzowej szkoty Il stopnia (Dz.U. z 2018 r.
poz. 467, z pézn. zm.).


https://cke.gov.pl/images/_EGZAMIN_MATURALNY_OD_2015/Formula_2023/podstawa_programowa/matematyka.pdf
https://cke.gov.pl/images/_EGZAMIN_MATURALNY_OD_2015/Formula_2023/podstawa_programowa/matematyka.pdf
https://cke.gov.pl/images/_EGZAMIN_MATURALNY_OD_2023/Informatory/Informator_EM2023_matematyka_PP.pdf
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przygotowanie w zakresie matematyki, w tym — wilasciwe przygotowanie do egzaminu
maturalnego.

Przed przystgpieniem do dalszej lektury Informatora warto zapoznac sie z ogoélnymi zasadami
obowigzujgcymi na egzaminie maturalnym od roku szkolnego 2022/2023. Sg one okre$lone
w rozporzgdzeniu Ministra Edukacji i Nauki z dnia 26 lutego 2021 r. w sprawie egzaminu
maturalnego (Dz. U. poz. 482) oraz — w skroconej formie — w czesci ogolnej Informatora
0 egzaminie maturalnym od roku szkolnego 2022/2023, dostepnej na stronie internetowej
Centralnej Komisji Egzaminacyjnej (https://cke.gov.pl/) i na stronach internetowych
okregowych komisji egzaminacyjnych.

ZADANIA NA EGZAMINIE

Zadania na egzaminie maturalnym z matematyki na poziomie rozszerzonym beda wytgcznie
zadaniami otwartymi.

Zadania otwarte to takie, w ktérych zdajgcy samodzielnie formutuje odpowiedz. Wsréd zadan
otwartych na egzaminie maturalnym z matematyki znajdg sie m.in.:

o zadania krotkiej odpowiedzi, wymagajgce zapisania przeprowadzonego rozumowania
zwykle w kilku, w dwdch lub trzech krokach

e zadania rozszerzonej odpowiedzi, wymagajgce utworzenia strategii rozwigzania problemu
matematycznego, jej realizacji i weryfikacji uzyskanego wyniku.

Przedstawione przez zdajgcego rozwigzanie zadania otwartego, w ktorym zdajgcy m.in.
oblicza, wyznacza, wyprowadza, uzasadnia, wykazuje, musi prezentowaé¢ petny tok
rozumowania, uwzglednia¢ warunki zadania, a takze odwotywal¢ sie do twierdzen
matematycznych i wiasnosci odpowiednich obiektow matematycznych.

Wszystkie zadania egzaminacyjne bedg sprawdzaty poziom opanowania umiejetnosci
opisanych w nastepujgcych wymaganiach ogélnych w podstawie programowej ksztatcenia
ogolnego dla szkoty ponadpodstawowej (w nawiasach zapisano numery celéw ksztatcenia
podstawy programowej):

e sprawnosc¢ rachunkowa (1)

e wykorzystanie i tworzenie informaciji (I1)

e wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (1)
e rozumowanie i argumentacja (V).

Zadania egzaminacyjne bedg dotyczyty nastepujgcych obszaréw tematycznych matematyki
(w nawiasach zapisano numery tre$ci nauczania podstawy programowej):

e liczby rzeczywiste, wyrazenia algebraiczne, rownania i nieréwnosci, uktady réwnan (I, II,
1, 1V)

e funkcje, ciggi, trygonometria, optymalizacja i rachunek rézniczkowy (V, VI, VII, XIII)

e planimetria, geometria analityczna, stereometria (VIII, 1X, X)

e kombinatoryka, rachunek prawdopodobienstwa i statystyka (XI, XII).


https://cke.gov.pl/
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Aby sprawdzi¢ opanowanie przez zdajgcych wymagania ogoélnego ,IV. rozumowanie
i argumentacja”, ws$rdd zadan egzaminacyjnych znajdg sie zadania na dowodzenie,
wymagajgce od zdajgcego przeprowadzenia dowodu matematycznego. W celu sprawdzenia
opanowania przez zdajgcych wymagania ogélnego ,lll. 2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu problemoéw praktycznych i teoretycznych”
w Informatorze znajdg sie rowniez zadania z kontekstem praktycznym/realistycznym. Zadania
tego typu bedg miaty uproszczone zatozenia, tzn. bedg pomijaty niektére rzeczywiste warunki.
Dzieki takiej idealizacji zagadnienia bedzie mozna tatwiej zbudowac jego adekwatny model
matematyczny, ktéry — po pierwsze — bedzie opisywat istote zagadnienia, po drugie — bedzie
korzystat z narzedzi dostepnych na danym etapie nauczania, a po trzecie — nie bedzie
wymagat specjalistycznej wiedzy z danego kontekstu.

OPIS ARKUSZA EGZAMINACYJNEGO

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym trwa 180 minut2.
W arkuszu egzaminacyjnym znajdzie sie od 10 do 14 zadan otwartych.

Laczna liczba punktow, jakie mozna uzyskac za prawidtowe rozwigzanie wszystkich zadan
w arkuszu, jest réwna 50.

W arkuszu egzaminacyjnym bedg wystepowaty wigzki zadan lub pojedyncze zadania. Wigzka
zadan to zestaw od dwoch do czterech zadan wystepujgcych we wspdlnym kontekscie
tematycznym, przy czym kazde z zadanh wigzki mozna rozwigzaé niezaleznie od rozwigzania
innych zadan w danej wigzce. Wigzka zadan bedzie sktadac sie z zadan otwartych.

2 Czas trwania egzaminu moze zosta¢ wydtuzony w przypadku zdajgcych ze specjalnymi potrzebami edukacyjnymi,
w tym niepetnosprawnych, oraz w przypadku cudzoziemcdw. Szczegoty sg okreslane w Komunikacie dyrektora
Centralnej Komisji Egzaminacyjnej w sprawie szczegdétowych sposobow dostosowania warunkéw i form
przeprowadzania egzaminu maturalnego w danym roku szkolnym.
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ZASADY OCENIANIA

Zadania otwarte

Za poprawne rozwigzanie zadania otwartego bedzie mozna otrzymaé¢ maksymalnie 2, 3, 4, 5
lub 6 punktow. Za kazde poprawne rozwigzanie, inne niz opisane w zasadach oceniania,
mozna przyzna¢ maksymalng liczbe punktow, o ile rozwigzanie jest merytorycznie poprawne,
zgodne z poleceniem i warunkami zadania.

Zadania otwarte mogg by¢ krétkiej odpowiedzi lub rozszerzonej odpowiedzi.

Zadania otwarte sg oceniane — w zaleznosci od maksymalnej liczby punktow, jakg mozna
uzyskaé za rozwigzanie danego zadania — zgodnie z ponizszymi zasadami:

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

w przypadku zadania, za ktérego rozwigzanie mozna otrzymaé maksymalnie 2 pkt:

2 pkt — rozwigzanie poprawne.

1 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostaty pokonane zasadnicze trudnosci zadania, ale
rozwigzanie nie zostato doprowadzone poprawnie do koncowej postaci.

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym nie zostaty pokonane zasadnicze trudnosci zadania, albo
brak rozwigzania.

w przypadku zadania, za ktérego rozwigzanie mozna otrzymaé maksymalnie 3 pkt:

3 pkt — rozwigzanie poprawne.

2 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania, ale
rozwigzanie nie zostato doprowadzone poprawnie do kohcowej postaci.

1 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostat dokonany istotny postep, ale nie zostaty pokonane
zasadnicze trudnosci zadania.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym nie ma istotnego postepu, albo brak rozwigzania.

w przypadku zadania, za ktdrego rozwigzanie mozna otrzymac¢ maksymalnie 4 pkt:

4 pkt — rozwigzanie poprawne.

3 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostaty pokonane zasadnicze trudnosci zadania, ale
rozwigzanie nie zostato doprowadzone poprawnie do koncowej postaci.

2 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostat dokonany istotny postep, ale nie zostaty pokonane
zasadnicze trudnosci zadania.

1 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostat dokonany niewielki postep, ale konieczny do
rozwigzania zadania.

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym nie ma niewielkiego postepu, albo brak rozwigzania.
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Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

e w przypadku zadania, za ktérego rozwigzanie mozna otrzyma¢ maksymainie 5 pkt:

5 pkt — rozwigzanie poprawne.

4 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostaty pokonane zasadnicze trudnosci zadania, jednak
dalsza cze$¢ rozwigzania zadania zawiera usterki (np. btedy rachunkowe,
zgubienie rozwigzan, brak wyboru wiasciwych rozwigzan).

3 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostaty pokonane zasadnicze trudnosci zadania, ale
rozwigzanie nie zostato dalej dokonczone lub w dalszej czesci rozwigzania
wystgpity btedy merytoryczne.

2 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostat dokonany istotny postep, ale nie zostaty pokonane
zasadnicze trudnosci zadania.

1 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostat dokonany niewielki postep, ale konieczny do
rozwigzania zadania.

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym nie ma niewielkiego postepu, albo brak rozwigzania.

e w przypadku zadania, za ktérego rozwigzanie mozna otrzyma¢ maksymainie 6 pkt:

6 pkt — rozwigzanie poprawne.

5 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostaty bezbtednie pokonane zasadnicze trudnosci zadania,
jednak dalsza czes$¢ rozwigzania zadania zawiera usterki (np. btedy rachunkowe,
zgubienie rozwigzan, brak wyboru wiasciwych rozwigzan).

4 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostaty bezbtednie pokonane zasadnicze trudnosci zadania,
ale rozwigzanie nie zostato dalej dokonczone lub w dalszej czesci rozwigzania
wystgpity btedy merytoryczne.

3 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostaty pokonane zasadnicze trudnosci zadania, ale
w trakcie ich pokonywania zostaty popetnione btedy lub usterki.

2 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostat dokonany istotny postep, ale nie zostaty pokonane
zasadnicze trudnosci zadania.

1 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostat dokonany niewielki postep, ale konieczny do
rozwigzania zadania.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym nie ma niewielkiego postepu, albo brak rozwigzania.

W rozwigzaniu zadan otwartych wyrdzniony zostat najwazniejszy etap, nazywany pokonaniem
zasadniczych trudnoéci zadania. Przyjeto zasade, ze za pokonanie zasadniczych trudnosci
zadania przyznaje sie co najmniej potowe punktéw, jakie mozna otrzymac¢ za bezbtedne
rozwigzanie danego zadania. Przed pokonaniem zasadniczych trudnos$ci zadania wyrdznia sie
jeszcze jeden etap (w przypadku zadan za 3 pkt) lub dwa etapy poprzedzajgce (w przypadku
zadan za 4 i wiecej pkt): dokonanie istotnego postepu w rozwigzaniu zadania oraz/lub
dokonanie niewielkiego postepu, ktéry jest konieczny do rozwigzania zadania.

Etapy rozwigzania dla kazdego zadania bedg opisane w zasadach oceniania dla danego
zadania. Ponadto dla roznych sposobdw rozwigzania jednego zadania te same etapy bedg
opisywaty w zasadach oceniania jakosciowo rownowazny postep na drodze do rozwigzania
zadania.
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WYBRANE OZNACZENIA | SYMBOLE MATEMATYCZNE

W zadaniach z matematyki na poziomie podstawowym i rozszerzonym mogg by¢ stosowane
nastepujgce oznaczenia i symbole matematyczne:

e N — zbidr liczb naturalnych

e 7 — zbiér liczb catkowitych

o (Q — zbidr liczb wymiernych

e R — zbior liczb rzeczywistych

e AU B - suma zbioréw A oraz B

e AN B-iloczyn zbioréw A i B (czes¢ wspodlna zbiorow A i B)

e A\B - rdznica zbiorow A i B

e A c B —zbiér A jest podzbiorem zbioru B

e x € A — element x nalezy do zbioru A

e [a, b] — zbior wszystkich liczb rzeczywistych x takich, zea < x < b
[a, b) — zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x takich, ze a < x < b
(a, b] — zbioér wszystkich liczb rzeczywistych x takich,zea < x < b
(a, b) — zbior wszystkich liczb rzeczywistych x takich, ze a < x < b

Krahce przedziatow domknietych zdajgcy moze oznaczac¢ takze — odpowiednio:
(a,b), (a,b), (a,b).

Ponadto w zadaniach z matematyki na poziomie rozszerzonym mogg byé stosowane
nastepujgce symbole i oznaczenia matematyczne:

e A —spojnik logiczny ,i”, np. p A g oznacza zdanie: ,p i q”

e V —spojnik logiczny ,lub”, np. p V q oznacza zdanie: ,p lub q”
e p = q - 0znacza zdanie: ,jesli p, to q”

e p < q - oznacza zdanie: ,p wtedy i tylko wtedy, gdy q”

e al|b — ajest dzielnikiem b

e () — zbidr pusty.

MATERIALY | PRZYBORY POMOCNICZE NA EGZAMINIE Z MATEMATYKI

Materiaty i przybory pomocnicze, z ktorych mogg korzysta¢ zdajgcy na egzaminie maturalnym
Z matematyki, to:

¢ linijka

e cyrkiel

o kalkulator prosty

o Wybrane wzory matematyczne na egzamin maturalny z matematyki.

Szczegodtowe informacje dotyczgce materiatdw i przyboréw pomocniczych, z ktérych mogag
korzysta¢ zdajgcy na egzaminie maturalnym (w tym osoby, ktérym dostosowano warunki
przeprowadzenia egzaminu), bedg ogtaszane w komunikacie dyrektora Centralnej Komisji
Egzaminacyjnej.
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Przyktadowe zadania z rozwigzaniami

W Informatorze dla kazdego zadania podano:

e liczbe punktow mozliwych do uzyskania za jego rozwigzanie (w nawiasach, po numerze
zadania)

e najwazniejsze wymagania ogolne i szczegotowe, ktére sg sprawdzane w tym zadaniu

e zasady oceniania rozwigzania tego zadania

e przyktadowe rozwigzanie tego zadania.

W przyktadowych rozwigzaniach zadan otwartych sg wyodrebnione dodatkowe komentarze,
ktére nie podlegajg ocenie. Dodatkowe komentarze wyodrebniono w ramkach (podobnie jak
ten akapit).
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LICZBY RZECZYWISTE, WYRAZENIA ALGEBRAICZNE,

ROWNANIA | NIEROWNOSCI, UKLADY ROWNAN

Zadanie 1. (0-6)
Dany jest uktad réwnan

— m?2
{mx+y—m (1)
4x + my =8

z niewiadomymi x i y oraz parametrem m.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktéorych uktad jest oznaczony, a para
liczb (x,y) bedaca rozwigzaniem uktadu spetnia warunek |x + y| < 2.
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Wymaganie ogélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
3. Tworzenie pomocniczych obiektéw matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentac;ji lub rozwigzania problemu.

Wymagania szczego6towe
lll. Rownania i nierownosci. Zdajacy:
2R) rozwigzuje réwnania i nierownosci wymierne nie trudniejsze niz
x+1 1 > 2x
x(x—1)  x+1 =~ (x—Dx+1)°
IV. Uktady rownan. Zdajacy:
1)  rozwigzuje ukfady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi [...].
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Zasady oceniania
6 pkt — poprawna metoda wyznaczenia wszystkich wartosci parametru m spetniajgcych
warunki zadania oraz prawidtowy wynik.

. . . ’ , . m2_2m+4
5 pkt — rozwigzanie nierownosci |——————
m+2
4 pkt — rozwigzanie jednej z nierdwnosci
m? —2m+4 m? —2m+4
—_—> -2 lub e
m+ 2 m+ 2
3 pkt — zapisanie nierownosci
m? —2m+ 4 . m? —2m+ 4
—_—> -2 i —_—
m+ 2 m+ 2

2 pkt — wyznaczenie z uktadu (1) x oraz y.
1 pkt — okreslenie wartosci parametru m, dla jakich uktad jest oznaczony i wyznaczenie

z uktadu (1) x lub y.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Rozwigzujemy uktad (1) metodg podstawiania. Z pierwszego réwnania uktadu wyznaczamy y:

y =m? —mx

i wstawiamy do drugiego réwnania uktadu:

4x + m(m? —mx) = 8
4-mH)x=8-m3

Zatem ukfad jest oznaczony, gdy m € R\{—2; 2}. Wtedy

8-m® (2-m)4+2m+m?) 4+2m+m?
T 4-m2 2-mQ@+m) 00 m+2

X

Stad
m?+2m+4 m’+2m? —m(m®+2m+4) —4m
m+2 m+ 2 T m+2

y=m? —mx=m?-m-

Wyznaczamy wartosci parametru m, dla ktérych prawdziwa jest nierownos$¢ |x + y| < 2:

<2

442m+m? —4m
+
24+ m m+ 2

m? —-2m+4
m+ 2
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m? —2m+ 4 _ m? —2m+4
m+ 2 m+ 2
m?—-2m+4 2m+4 _ m?—-2m+4 2m+4
+ >0 i -
m+ 2 m+ 2 m+ 2 m+ 2
m? + 8 . m? — 4m
>0 i —<0
2+m 2+m

(M?2+8)(m+2)>0imeR\{-2;2} i (m?—4m)(m+2)<0imeR\{-2;2}
me (—2,2)U(2,+o0) i me (-, -2)u(0,2)U(2,4)

codajenamm € (0,2) U (2,4).

Zadanie 2. (0-3)
logs 6

Dane sg liczby a = (log 52) - log, 25 i b= Toge 8"
5

Oblicz ab*1,

Wymagania ogodlne
I. Sprawnos¢ rachunkowa [...].
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.
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Wymagania szczegoétowe
I. Liczby rzeczywiste. Zdajgcy:
1)  wykonuje dziatania ([...] potegowanie, pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze
liczb rzeczywistych;
R) stosuje wzor na zamiane podstaw logarytmu.

Zasady oceniania

3 pkt — poprawne obliczenie a’*?

i prawidtowy wynik.
2 pkt — poprawne obliczenie a oraz przeksztatcenie b do prostszej postaci np. b = log, V6.
1 pkt — poprawnie obliczenie a lub przeksztatcenie b do postaci logarytmu o podstawie 2 lub 4,

np. b = log, V6.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Obliczamy a oraz b z wykorzystaniem wzoru na zamiane podstawy logarytmu:

log, 2 log, 2

a =log2-log, 25 = -2log, 5 = -2log,5=4
2
logs 6 log, 6 1
h=852_ _ 282 = —log, 6 = log, V6

_logs8_og8 "~ log,8 3

Obliczamy a?**:

ab+1 — 410g2 3/6+1 — 4_10g2 /6 . 4_1 — 2210g23x/g 4 = Zlogz“?{/% 4 = 4%

Na diagramie obok przedstawiono fragment wykresu 4
wielomianu W okreslonego wzorem

W(x) = 4x3 — 19x2 — 12x + 18 w

dla kazdego x € R.

Oblicz wszystkie pierwiastki wielomianu W.

0,2 X
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Wymagania ogolne
II.  Wykorzystanie i tworzenie informacji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w formie [...]
diagramow, tabel.
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu problemow
praktycznych i teoretycznych.

Wymagania szczegétowe
Il.  Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy:
6) dzieli wielomian jednej zmiennej W (x) przez dwumian postaci x — a,
1R) znajduje pierwiastki catkowite i wymierne wielomianu o wspotczynnikach
catkowitych.

Zasady oceniania
3 pkt — obliczenie wszystkich pierwiastkéw wielomianu .

2 pkt — sprawdzenie, ze liczba % jest pierwiastkiem wielomianu oraz podzielenie

wielomianu W przez dwumian (x - %)

1 pkt — zastosowanie twierdzenia o pierwiastkach wymiernych wielomianu i okres$lenie liczb
wymiernych mogacych by¢ pierwiastkami wielomianu W'.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Skorzystamy z twierdzenia o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspoétczynnikach
catkowitych.

Na mocy tego twierdzenia wnosimy, ze jesli wielomian W ma pierwiastek wymierny, to nalezy
on do zbioru

=2

Il
—~——
+

=

+

o

+

w

+

o

+

0

+

—_

Lo

-+
N| O
-+
1o
-+
N W
-+
Sl w
-+
N =
-+
Nk
——
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Na podstawie fragmentu wykresu funkciji W stwierdzamy, ze jeden z pierwiastkéw wielomianu

znajduje sie w przedziale (% %) Tylko jedna liczba ze zbioru M lezy w tym przedziale i jest

3
to utamek 7

Sprawdzamy, czy liczba % jest pierwiastkiem wielomianu W'

W(3>_4 (3)3 19 (3)2 1.3 g 27 171 144 288
4) " \4 4 4 16 16 16 16

Zatem wielomian jest podzielny przez dwumian (x - %)

Dzielimy wielomian W przez dwumian (x - %) i zapisujemy go w postaci iloczynowej:

W(x) = (x - %) (4x? — 16x — 24).

Pierwiastkami tréjmianu 4x? — 16x — 24 sgliczby: 2 —+/10 oraz 2 + V10.

Pierwiastkami wielomianu W sgliczby: 2 —v10, 2 + V10 oraz %

Funkcja f jest okreslona wzorem

()_—3x+41 d £ 13
fx)= 13 ax .

Punktem kratowym nazywamy punkt w uktadzie wspétrzednych, ktérego obie wspétrzedne sg
liczbami catkowitymi.

Wyznacz wszystkie punkty kratowe nalezace do wykresu funkcji f.
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Wymagania ogodlne
I.  Wykorzystanie i tworzenie informacji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie [...].
IV. Rozumowanie i argumentacja.
3. Dobieranie argumentéw do uzasadnienia poprawnosci rozwigzywania problemow,
tworzenie ciggu argumentow, gwarantujgcych poprawnos¢ rozwigzania |[...].

Wymagania szczegétowe
Il.  Wyrazenia algebraiczne. Zdajgcy:

7)  mnozy i dzieli wyrazenia wymierne.
V. Funkcje. Zdajacy:

13) postuguje sie funkcjg f(x) = % [...].

Zasady oceniania
3 pkt — prawidtowe okreslenie wszystkich czterech mozliwych przypadkéw, dla ktérych

% € Z i prawidtowe wyznaczenie czterech punktéw kratowych.
2 pkt — prawidtowe okreslenie dwéch z czterech mozliwych przypadkéw, dla ktérych
% € Z i prawidlowe wyznaczenie dwdch punktow kratowych.

1 pkt — przeksztatcenie postaci ogoélnej funkcji homograficznej do postaci kanonicznej.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Funkcje f przedstawiamy w postaci:

—3x+41 (3(x—-13)+2 2

fO) =——73 x—13 t 13

Wyznaczamy punkty kratowe.

Wartos¢ funkcji bedzie liczbg catkowitg tylko wtedy, gdy x—ZT € Z.

Szukamy catkowitych wartosci x (roznych od 13) takich, dla ktérych (x —13) jest
dzielnikiem 2. To prowadzi do nastepujgcych czterech przypadkow:

e x—13=-2,codaje x=111i f(x) =-3—-1=—4€L
e x—13=-1,codaje x=12i f(x) =—-3—-2=-5€Z
e x—13=1,codaje x=14i f(x) =-3+2=—-1€Z
e x—13=2,codaje x=15i f(x) =-3+1=-2€L.

Do wykresu funkcji f nalezg cztery punkty kratowe o wspotrzednych: (11, —4), (12,-5),
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Wielomian W jest okreslony wzorem W (x) = (x — 1)(x?> — mx + m — 1) diakazdego x € R.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych wielomian W ma doktadnie
jeden pierwiastek rzeczywisty.

Wymaganie ogolne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentow
uzasadniajgcych poprawnosé rozumowania [...].

Wymaganie szczegbétowe
lll. Roéwnania i nieréwnosci. Zdajacy:
5R) [...] analizuje rownania i nieréwnosci kwadratowe z parametrami, w szczegdlnosci
wyznacza liczbe rozwigzan w zaleznosci od parametréw, podaje warunki, przy
ktérych rozwigzania majg zgdang wlasnosc¢, i wyznacza rozwigzania w zaleznosci
od parametréw.

Zasady oceniania

3 pkt — zapisanie zbioru tych wszystkich wartoéci parametru m, dla ktérych wielomian W ma
doktadnie jeden pierwiastek rzeczywisty.

2 pkt —wyznaczenie tych wszystkich wartosci parametru m, dla ktérych funkcja
f(x) = x2 —mx +m — 1 nie ma miejsc zerowych
LUB
wyznaczenie tych wszystkich wartosci parametru m, dla ktérych funkcja
f(x) = x* —mx + m — 1 ma dokfadnie jedno miejsce zerowe réwne 1.
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1 pkt — zapisanie, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu W i zapisanie warunkow, jakie
muszg by¢ spetnione, aby wielomian W miat doktadnie jedno miejsce zerowe.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Zauwazmy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu W. Zatem wielomian W ma doktadnie
jeden pierwiastek rzeczywisty tylko wtedy, gdy funkcja
f(x) = x? —mx + m — 1 ma doktadnie jedno miejsce zerowe rowne 1 lub gdy funkcja f
nie ma miejsc zerowych.
Zatem

A<O0O lub (A=0 i x9=1)

b
m?>—4m+4<0 Ilub <m2—4m+4=0 i _E=1>

m
—_ 2 —_ 2 = i _— =
(m-2)?<0 Wb ((m-2?=0 i . 1)
Nieréwnosé (m — 2)? < 0 jest sprzeczna, natomiast z warunkéw

m
(m=2*=0 i —=1

otrzymujemy m = 2.
Odp. m = 2.

Funkcja kwadratowa f jest okre$lona wzorem f(x)=px’+(p—-1Dx+1-2p dla
kazdego x € R.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych funkcja f ma dokladnie dwa
miejsca zerowe réznigce sie o 1.
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Wymaganie ogodlne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentow
uzasadniajgcych poprawnosé rozumowania [...].

Wymagania szczegbétowe
Ill. Réwnania i nieréwnosci. Zdajacy:
3R) stosuje wzory Viéte’a dla réwnan kwadratowych;
5R) [...] analizuje rownania i nierdwnosci kwadratowe z parametrami, w szczegoélnosci
wyznacza liczbe rozwigzan w zaleznosci od parametrow, podaje warunki, przy
ktérych rozwigzania majg zgdang wlasnosc¢, i wyznacza rozwigzania w zaleznosci
od parametréw.

Zasady oceniania
4 pkt — zapisanie zbioru tych wszystkich warto$ci parametru p, dla ktérych funkcja ma
doktadnie dwa miejsca zerowe roznigce sieo 1.
3 pkt — zapisanie nierownosci A > 0 w zaleznosci od parametru p i jej rozwigzanie oraz
zapisanie warunku |x; — x,| = 1 w zaleznosci od parametru p ijego rozwigzanie.
2 pkt — zapisanie nierownosci A > 0 w zaleznosci od parametru p i jej rozwigzanie
LUB
zapisanie warunku |x; — x,| = 1 w zaleznos$ci od parametru p ijego rozwigzanie.
1 pkt — wyznaczenie warunkow koniecznych i dostatecznych na to, aby funkcja f miala
doktadnie dwa miejsca zerowe roznigce sie o 1.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petlne rozwigzanie

Wyznaczamy warunki konieczne i dostateczne na to, aby funkcja f miata dokfadnie dwa
miejsca zerowe roznigce sie o jeden:

W1 p+0 (z tresci zadania f jest funkcjg kwadratowa)
W2. A>0 (aby funkcja f miata doktadnie dwa miejsca zerowe)
W3. |x; —x,] =1 (aby miejsca zerowe funkcji f roznity sie o 1).




Przyktadowe zadania z rozwigzaniami

Rozwigzujemy warunek W2:

A>0
(p—1?—4p(1-2p) >0
9p?—6p+1>0
Bp-1)2>0

€ (<enz) U (5+0)
—00, — — 400
p '3) 7 \3’

Rozwigzujemy warunek W3. Skorzystamy tutaj ze wzorow Viéte’a.

lx1 — x| =1
(1 —x)* =1
(x; +x,)% —4x;-x, =1
Gdy p # 0 mamy

1

— 1,2 1-2
(25 w15
p p
(p — 1)*—4p(1 - 2p) = p?

8p2—6p+1=0
Lo p=l
p_Z ) p_4-

Po uwzglednieniu wszystkich warunkow otrzymujemy: p = % lub p = %
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FUNKCJE, CIAGI, TRYGONOMETRIA,

OPTYMALIZACJA | RACHUNEK ROZNICZKOWY

Zadanie 7. (0-3)

3x
Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = 1 dla kazdego x € (—1; +).

Wykaz, ze f jest funkcjg rosnaca.

Wymaganie ogélne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentéw
uzasadniajgcych poprawnos$¢ rozumowania, odréznianie dowodu od przyktadu.

Wymagania szczegoétowe
V. Funkcje. Zdajacy:

3R) dowodzi monotonicznosci funkcji zadanej wzorem.
XIll.Optymalizacja i rachunek rézniczkowy. Zdajacy:

5R) stosuje pochodng do badania monotonicznosci funkgciji.
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Zasady oceniania
dla rozwigzan sposobami 1., 2. oraz 3.
3 pkt — przeprowadzenie petnego dowodu.
2 pkt — poprawne okres$lenie znaku
3(x; —x1)

Gt D+ 0

réznicy f(x3) — f(x1) =

LUB
pochodnej f'(x) = T D2 >0
LUB
o o , 1 1
przeksztatcenie nierébwnosci x, > x; do postaci 3 — s} <3- P L

1 pkt — przyjecie zatozen x;,x, € (—1; +)ix, > x; oraz obliczenie réznicy

_ 3(x; — x1)
flxz) — f(x1) = Gy + Dy + D

LUB
przyjecie zatozenia x € (—1;+) oraz obliczenie pochodnej
, 3
PO =Gy
LUB
przyjecie zatozen xy,x, € (—1;+®)ix, >x; oraz przeksztatcenie nieréwnosci
1 1
X, > x; do postaci P < e

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

dla rozwigzan sposobami 4. oraz 5.
3 pkt — przeprowadzenie petnego dowodu.
2 pkt — zapisanie, ze wykres funkcji f mozna otrzymac z przesunigecia wykresu funkcji g(x) =

—% o wektor [—1,3]

LUB

uzasadnienie, ze wraz ze wzrostem liczby x> —1 wartos¢ utamka x-?-_l
zmniejsza sie.

3

x+1°

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

1 pkt — zapisanie funkcji f w postaci f(x) =3 —

Przyktadowe pelne rozwigzania
Sposéb 1. (z wykorzystaniem definicji).
Niech x4, x, € (—1,+) oraz x, > x;. Wtedy

3x2 3x1 _ 3x2(x1 + 1) - 3x1(x2 + 1) _ 3(x2 - xl)
x,+1 x;+1 (X, + D(x, + 1) (D + 1)

flxz) = f(x1) =

Dla x, > x; réznica x, — x; jest dodatnia, ponadto dla x;, x, € (—1,+o0) kazda z sum
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3(x; — x1)
(2 +D(x + 1)

(x, + 1) oraz (x; + 1) jest dodatnia, wiec iloraz rowniez jest dodatni.

Oznacza to, ze f(x;) > f(xy) dla xq1,x, € (—1,+) oraz x, > x;, zatem funkcja f jest
rosngca w przedziale (—1, +0).
To kohczy dowdd.

Sposbb 2. (z wykorzystaniem rachunku rézniczkowego).
Niech x € (=1, +0). Obliczamy pochodng f' funkcji f:

Bx) (x+1D)—-Bx) - (x+1) 3(x+1)—3x-1 3
(x+1)2 B (x+1)2 T (x+1)?

') =

dla kazdego x € (—1, +00).

Funkcja f jestrozniczkowalna w przedziale (—1, +), a jej pochodna jest w kazdym punkcie
tego przedziatu dodatnia. Zatem funkcja f jest w tym przedziale rosngca.

To konczy dowdd.

Sposob 3. (oparty na definicji funkcji rosnacej).

Niech x;, x, € (—1,+) beda dwoma dowolnymi argumentami funkcji f. Zaté6zmy, ze
x; < Xxy. Wtedy

0<x;+1<x,+1

Dzielgc obie strony tej nieréwnosci przez liczbe dodatnia (x; + 1)(x, + 1), otrzymujemy
nierownosc¢ réwnowazng
1 < 1
x,+1 x;+1

i dalej
3 3
<
x,+1 x;+1
3 3

<
x,+1 x, +1

3— <3-

x+1 x;+1

3x1 +3 3 3x,+3 3
— < J—
x+1 x+1 x+1 x,+1

3x; 3x,
<
x1+1 x,+1

f(x) < fx2)

To oznacza, ze funkcja f jest rosngca.




Przyktadowe zadania z rozwigzaniami 27

Sposob 4. (z wykorzystaniem wiasnosci funkcji postaci y = % ).

Wzor funkcji f przedstawiamy w postaci:

3x Bx+3)—-3 3
fl) =——= =3-——.
x+1 x+1 x+1
Wykres funkcji f mozna uzyskac przez przesuniecie wykresu funkcji g(x) = —% (okreslonej

dla x > 0) owektor [—1,3]. Z wykresu/wtasnosci funkcji g wynika, ze funkcja g jest
rosngca dla x > 0, wiec funkcja f jestrosngcadla x > —1.
To kohczy dowdd.

Sposdb 5. (oparty na umiejetnosci porownywania utamkow).

Wzér funkcji f przedstawiamy w postaci:

3x  (Bx+3)—-3 3

x+1  x+1 x+1°

fx) =

Dla kazdej liczby rzeczywistej x > —1 utamek x-?-_l jest dodatni, a poniewaz licznik jest staty

i dodatni, to utamek jest tym mniejszy, im jego mianownik jest wiekszy. Zatem ze wzrostem

liczby x > —1 liczba 3 — Jj_—l jest coraz wieksza. Tym samym funkcja f jest rosnaca.

Oblicz granice lim /6" + 7".
n—-oo
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Wymaganie ogodlne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Wymaganie szczegbétowe
VI. Ciagi. Zdajacy:
1, . i
1R) oblicza granice ciagéw, korzystajgc z granic ciggdéw typu o Va oraz twierdzen

0 granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggow zbieznych, a takze twierdzenia
o trzech ciggach.

Zasady oceniania

2 pkt — prawidtowa metoda obliczenia granicy (zastosowanie twierdzenia o trzech ciggach)
i prawidtowy wynik.

1 pkt — zauwazenie, ze 7" < 6™ + 7" < 2- 7™ i obliczenie granic ciggéw a, = V7" oraz
cn = NZ 7M.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Skorzystamy z twierdzenia o trzech ciggach.

Rozwazmy ciggi a,, = V7" oraz ¢, = V2 - 7" okreslone dla kazdego n € N.
Zauwazmy, ze 7" < 6"+ 7" < 27" dlakazdegon € N, wiec

N7 <Ver+7m < V2. 7"
Ponadto lim V7" = 7 oraz lim V2 - 7% = lim V2 - lim ¥/7" = 1 - 7 = 7, wiec na podstawie
n—oo n—oo n—oo n—-oo

twierdzenia o trzech ciggach lim V6" + 7" = 7.
n—->oo
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Syzyf codziennie stoi przed zadaniem wtoczenia
ciezkiej kamiennej kuli na szczyt pewnej gory.

W chwili t =0 znajduje sie on w punkcie O
oddalonym od szczytu o 4 km, a potozenie x
Syzyfa wtaczajgcego kule jest opisane rownaniem

x(t) = —t3 + 16,5t% + 180t dla t € [0,24]

gdzie x jest wyrazone w metrach, a t -
w godzinach.

0Os$ Ox jest skierowana do wierzchotka gory i jest styczna w kazdym punkcie do zbocza gory.

Oblicz najmniejsza odlegtos¢, na jaka Syzyf zblizy sie do wierzchotka géry, oraz
maksymalng predkosé, z jaka wtacza kamien pod goére.

Wymaganie ogolne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Wymagania szczegbétowe
XIll.Optymalizacja i rachunek rézniczkowy. Zdajacy:
3R) [...] podaje interpretacje geometryczng i fizyczng pochodnej;
4R) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym [...];
5R) stosuje pochodng do badania monotonicznosci funkciji;
6R) rozwigzuje zadania optymalizacyjne z zastosowaniem pochodne;j.
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Zasady oceniania

4 pkt — poprawna metoda wyznaczenia najmniejszej odlegtosci, na jakg Syzyf zblizy sie do
wierzchotka goéry, i poprawna metoda wyznaczenia najwiekszej wartosci predkosci,
z jakg wtaczany jest kamien, wraz z prawidtowymi wynikami liczbowymi.

3 pkt — zapisanie, ze predkos¢ jest pochodng funkcji potozenia i znalezienie ekstremow
funkcji x'.

2 pkt — zbadanie monotonicznosci funkcji x iznalezienie ekstremdw funkcji x.

1 pkt — obliczenie pochodnej funkcji x.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Najpierw wyznaczymy najmniejszg odlegtosc¢, na jakg Syzyf zblizy sie do wierzchotka gory.

Obliczamy pochodng funkcji x:

x'(t) = =3t +33t+ 180 dla t € [0,24]

i obliczamy jej miejsca zerowe:

x'(t)=0
—3t2+33t+180=0
t2—11t—60=0
A =361
t; =15 t, <0
Poniewaz:
x'(t) >0 dla t € [0,15)
x'(t) <0 da t € (15,24]
wiec

funkcja x jest rosngca w przedziale [0, 15]
funkcja x jest malejgca w przedziale [15, 24]

Zatem X4, = x(15) = 3037,5 i Syzyf zblizy sie do wierzchotka géry na odlegto$¢ 962,5 m.

Obliczamy maksymalng wartos¢ predkosci, z jakg Syzyf wtacza kule.

Niech v oznacza predkosé¢ Syzyfa wtaczajgcego kule.
Poniewaz v = x' , wiec

o(t) =x'(t) = —3t2+33t+ 180 dla t €[0,24]

Korzystamy z wtasnosci funkcji kwadratowej i obliczamy najwigekszg warto$¢ predkosci, z jaka
Syzyf wtacza kule:

b 33

- - U 024
P==0a™ "7 (=3 7z cl024]
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(11) >0
"\
Zatem najwieksza wartos$¢ predkosci, z jakg Syzyf wtacza kule pod goére jest rowna

o(5,5) = 270,75 mih.

Cztery miasta A, B, C i D znajdujg sie w wierzchotkach kwadratu o boku 300 km. Pewna
firma dostata zlecenie na zaprojektowanie sieci drég, ktoéra bedzie tgczy¢é kazde dwa z tych
miast. Sie¢ ma posiada¢ dwa wezly, a tgczna diugos¢ drég w sieci ma byé mozliwie
najmniejsza. (Przyktad sieci drog z dwoma weztami, tgczgcej kazde dwa z miast,
przedstawiono na ponizszym rysunku).

D

300 km

Oblicz, jaka musi byé dlugosé najkrotszej takiej sieci drog i gdzie musza byé
zlokalizowane wezly tej sieci.
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Wymaganie ogodlne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
4.  Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach

nietypowych.

Wymagania szczegbétowe

XIl.Optymalizacja i rachunek rézniczkowy. Zdajgcy:
4R) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym [...];
5R) stosuje pochodng do badania monotonicznosci funkciji;
6R) rozwigzuje zadania optymalizacyjne z zastosowaniem pochodne;.

Zasady oceniania

6 pkt — obliczenie dtugosci najkrotszej sieci z dwoma weztami i podanie lokalizacji weztow
wzgledem miast.

5 pkt — obliczenie dtugoéci najkrétszej sieci z dwoma weztami.

4 pkt — obliczenie wartosci najmniejszej funkcji f.

3 pkt — obliczenie pochodnej funkcji f.

2 pkt — wyrazenie dtugosci sieci za pomocg odlegtosci weztdéw od prostych odpowiednio AD
i BC.

1 pkt — uzasadnienie, ze wezty muszg sie znajdowac na symetralnej odcinka AD.

0 pkt — rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie
Rozpatrzmy sie¢ drog ztozong z odcinkéw AK, KL, LC, BL i DK (zobacz rysunek 1.)

Rysunek 1.

A B

Prowadzimy prostg p réwnolegtg do AD i przechodzgcg przez K i zaznaczamy nha niej
punkt K’ taki, ze |AK'| = |DK'|.

Prowadzimy prostg rownolegtg do BC iprzechodzgcg przez L izaznaczamy na niej punkt L’
taki, ze |BL'| = |CL'| (patrz rysunek 2.).

. Rysunek 2. ,

Pokazemy, ze sie¢ drég z weztami K i L mozna zastgpic siecig krétszg —z weztami K’ i L.
Niech D’ bedzie punktem symetrycznym do punktu D wzgledem prostej p. Wéwczas punkty
D’, K’ oraz A sag wspdtliniowe, wiec

IDK| + |KA| = |D'K| + |KA| = |D'A| = |DK'| + |K'A|.

Podobnie pokazujemy, ze |BL|+ |LC| = |BL'| + |L'C|. Ponadto odcinek K'L’" jest
rownolegty do prostej AB, wiec |K'L'| < |KL|. Zatem sie¢ drog z weztami K’ i L' jest krotsza
nizzweztami K i L.

Oznaczmy odlegto$¢ punktu K’ od prostej AD przez x, natomiast punktu L' od prostej BC
przez y. Dlugos¢ d siecizweztami K' i L' jest rowna
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d = 24/150% + x2 + 2,/1502 + y2 + 300 —x — y

gdzie x € [0,300] i 0 < x + y < 300.
Zbadamy funkcje f(x) = 2v1502 + x? — x okreslong dla x € [0,300].

1 1 2x
’x): ._.—.Zx_ e —
fi( 2 /1502 + x2 V1502 + x2
f'(x)=0
2x

V(1502 + x2)

4x? = x% + 1502
x = 503
f'(x)>0 e x € (50V3,300]
f'(x) <0 < x€[050V3)

Funkcja f jest malejagca w przedziale [0,50v3] i rosnaca w przedziale [50v/3,300].

Najmniejszg warto$¢ funkcja przyjmuje w punkcie x = 50v/3 i wartos¢ ta jest réwna

£(50V3) = 150V3.

Zatem

d = f(x)+ f(y) + 300 > 300(1 + V3)
przy czym rownosc¢ zachodzi tylko wtedy, gdy x =y = 504/3. Najkrotsza sie¢ drog ma zatem
dtugosé 300(1 + \/§) km i sktada sie z 5 odcinkow: AK', K'L', L'C, BL' i DK'.

Wezet K’ jest rowno oddalony (w odlegto$ci 100v/3 km) od miast A i D, natomiast wezet L’
jest rowno oddalony (w odlegtosci 100v/3 km) od miast B i C (patrz rysunek 2.).

Zauwazmy jeszcze, ze w przypadku sieci drég z jednym weztem, najkrétsza taka sieé¢ bedzie

miata diugosé rowng 600v2 km (i wezet w srodku kwadratu ABCD). Bedzie wigc diuzsza
niz sie¢ z dwoma weztami.
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x+2

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = + 4logy1 x dla wszystkich x > 0.
2
Wykaz, ze funkcja f ma co najmniej jedno miejsce zerowe, ktére nalezy do

przedziatu [% 4].

Wymaganie ogolne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
1. przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentow
uzasadniajgcych poprawnosé rozumowania, odréznianie dowodu od przyktadu.

Wymaganie szczegbétowe
XIl.Optymalizacja i rachunek rézniczkowy. Zdajgcy:
2R) stosuje wtasnos¢ Darboux do uzasadniania istnienia miejsca zerowego funkcji
i znajdowania przyblizonej wartosci miejsca zerowego.

Zasady oceniania
3 pkt — przeprowadzenie petnego dowodu.

2 pkt — zauwazenie, ze f (%) >0 i f(4) < 0 oraz uzasadnienie, ze funkcja f jest ciggta.

1 pkt — obliczenie wartosci funkcji f np. na krancach przedziatu [%, 4].

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie

Obliczymy wartosci funkcji na krancach przedziatu [% 4].

1
()= gt = Fasl
fz_1+2 Bl T 5T %5
2
(4)—2' ~ 3 4toga=2_g=_71
&) == BLTTE T T

Zauwazmy, ze f (%) >01i f(4)<oO.
Funkcja f jest funkcjg ciggta, jako suma funkcji ciagtych. Ma zatem wtasno$¢ Darboux.

Dlatego w przedziale [%,4] przyjmuje wszystkie wartosci z zakresu [—7%,3?].

W szczegodlnosci przyjmuje wartos¢ 0 dla pewnego x, € [%4]

To konczy dowdd.

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x* + 0,5 (2x + 1)* dla kazdego x € R.

Oblicz najmniejszg wartosé tej funkcji.
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Wymaganie ogodlne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
4.  Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach

nietypowych.

Wymagania szczegbétowe
XIl.Optymalizacja i rachunek rézniczkowy. Zdajgcy:
4R) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
pochodng, korzystajgc z twierdzen o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu
i funkcji ztozonej;
5R) stosuje pochodng do badania monotonicznosci funkciji;
6R) rozwigzuje zadania optymalizacyjne z zastosowaniem pochodne;j.

Zasady oceniania

dla rozwigzania sposobem 1.

4 pkt — obliczenie wartosci najmniejszej funkcji f.

3 pkt — uzasadnienie (np. poprzez badanie monotonicznosci funkgji), ze funkcja f przyjmuje
wartos¢ najmniejszg dla x = — %

2 pkt — obliczenie miejsc zerowych pochodnej funkcji f.
1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkgji f.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

dla rozwigzania sposobem 2.
4 pkt — obliczenie wartosci najmniejszej funkcji f.
3 pkt — zapisanie, ze funkcja kwadratowa y = 6x2 + 4x + 1 osigga warto$é najmniejszg

2 ( )>6x2+4x+1
A 3
1 pkt — zapisanie nieréwnosci

\]x4+x4+(2x+1)4>x2+x2+(2x+1)2

. 1 1
réwng z dla x = -3
2 pkt — zapisanie nieréwnosci

3 - 3
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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dla rozwigzania sposobem 3.
4 pkt — obliczenie wartosci najmniejszej funkcji f.

3 pkt — przeksztatcenie wyrazenia 9t* + 4t3 + 2t + 5—14 do postaci

9t?2 (t+2)2+14 + 1
9 81 54

2 pkt — zastosowanie wzoru na czwartg potege sumy/réznicy dwoch wyrazen i zapisanie
funkcji f jako

f(t—l) = 9t* + 4¢3 + 2t? +i

3 54

1 pkt — zastosowanie podstawienia t = x — % i zapisanie funkcji f w postaci

(=)= (-2 4263

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

4

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob 1.

Wyznaczamy pochodng funkcji f korzystajgc z twierdzenia o pochodnej funkcji ztozone;j:

fl(x) =4x34+0,5-4Q2x+1)3-2 dla x € R.

Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji f:

4x3405-42x+1)3-2=0
x3+2x+1)3=0
(x+2x+D[x?>—x2x+ 1)+ 2x+1?]=0
Bx+1)(Bx*+3x+1)=0
3x+1=0 Ilub 3x*+3x+1=0

Pierwsze z tych réwnan ma rozwigzanie x = — 3, Natomiast drugie jest sprzeczne.
: 1 : : . o
Sprawdzamy, czy w punkcie x = -3 funkcja f osigga ekstremum. Badamy monotoniczno$é

funkcji f stosujac rachunek pochodnych:

ff(x) =4x34+05-4Q2x+1)3-2=4CBx+ 1)(3x* +3x + 1)

f'(x)>0daxe€ (—%;+oo)

f'(x) <0 dla x € (—00; —%)

wiec

funkcja f jest malejgca w zbiorze (—00;—%
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funkcja f jestrosngca w zbiorze [—%;+00),

CO Oznacza, ze W punkcie x = —% funkcja f ma ekstremum lokalne, bedgce jednoczes$nie

minimum globalnym. Funkcja f osigga warto$¢ najmniejszg réwna

(D= (4 vom () -4

Sposob 2.

Korzystamy z nieréwnosci miedzy Srednimi liczbowymi.

Dla kazdych liczb nieujemnych a, b, ¢ $rednia kwadratowa z tych liczb jest niemniejsza od

sredniej arytmetycznej tych liczb:
a? + b% 4+ c? >a+b+c
3 - 3

Niech x bedzie dowolng liczbg rzeczywistg. Korzystajac z nierownosci miedzy $rednig
kwadratowg a arytmetyczng liczb x2, x2, (2x + 1)? otrzymujemy:

\/x4+x4+(2x+1)4>x2+x2+(2x+1)2
3 - 3

\/Zx‘* + (2x + 1)* - 2x% + (2x + 1)?
3 - 3

3 1 o 3

2 6x%+4x+1
3 /02—

Funkcja kwadratowa y = 6x2 + 4x + 1 osigga warto$é najmniejszg dla x = — =—x

\/2 x*+0,5(2x + 1)* - 6x% +4x +1

dla kazdego x € R.

réwng 6(—%)2 +4-(—%) +1 =%,wie,c

2 >6x2+4x+1>1
3f(x)— 3 =9

dla kazdego x € R.
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Poniewaz

(~3)=(-3) +o5:(-3) =
I\~3)={"3 ’ 3/ 54
wiec najmniejsza warto$¢ funkcji f jest réwna 5—14

Sposob 3.
Niech t = x +§ dia x € R. Wtedy

(=) = (e-2) +2-(2(c=2)+1) = (t-2) +2-(2t+2)  amcen
It=3)={"3) *3 3 “\"73) "2 3 @
Wykorzystamy dwukrotnie wzor na czwartg potege sumy dwoch sktadnikéw

(a +b)* = a* + 4a3b + 6a*b? + 4ab® + b*

Wodwczas

(t )—t4 4¢3 1+6t2 ! 4t 1+1+
f B 3 9 27 81

+1(16t4+4 8t3 1+6 4t2 1+4 2t ! 1)—
2 3 9 27 81/

1 4 2 1
= 9t* 4+ 4¢3 4 2t%? + — = 9¢? (tz —t —) —=
tar ottt tottg)te;

= 9t? <t+2)2+14 +1
B 9 81/) 54

Poniewaz dla kazdego t € R prawdziwe sg nierdwnosci:

<t+2)2+14>0 i 9t =0
9) Te1 " 't =
1 1 1 . .
wiec f (t - §) = £z Przy czym f (t - §) =z wtedy i tylko wtedy, gdy t = 0 (czyli dla
-}
X ==3)

Zatem najmniejsza wartos¢ funkcji f jest réowna %
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W nieskonczonym malejgcym ciggu geometrycznym (a,), okreslonym dla n > 1, jest
spetniony warunek
as+az 29
a; 25
Suma wszystkich wyrazoéw tego ciggu o numerach parzystych jest réwna 6.

Wyznacz wzér na n-ty wyraz ciaggu (a,,).

Wymaganie ogolne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Wymaganie szczegbétowe
VI. Ciagi. Zdajacy:
2R) rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne i oblicza ich sume.

Zasady oceniania

4 pkt — obliczenie ilorazu, pierwszego wyrazu ciggu oraz zapisanie wzoru ogolnego ciggu.

3 pkt — obliczenie ilorazu lub pierwszego wyrazu ciggu.

2 pkt — zapisanie dwoch réwnan z niewiadomymi q i a4, ktére pozwalajg na obliczenie ilorazu
ciggu oraz pierwszego wyrazu ciggu.

1 pkt — zapisanie réwnania z niewiadomymi q i/lub a4, ktére wynika z tresci zadania.

0 pkt — rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie

Z warunku
as+az 29
a; 25

oraz z informacji o monotonicznosci ciggu otrzymamy iloraz g ciggu (a,):

Ciag jest scisle monotoniczny, wiec q = T
Poniewaz dla g = % cigg ten jest zbiezny, wiec sume
a2+a4+a6+ =6

mozemy zapisac¢ nastepujaco:

i otrzymujemy

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x® — 2x* —x3 + 1 dla kazdego x € R.

Wykaz, ze liczba 5 nalezy do zbioru wartosci tej funkcji.
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Wymaganie ogodlne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentéw
uzasadniajgcych poprawnos$¢ rozumowania, odréznianie dowodu od przyktadu.

Wymaganie szczegoétowe
XIlIl.Optymalizacja i rachunek rézniczkowy. Zdajgcy:
2R) stosuje wiasnos¢ Darboux do uzasadniania istnienia miejsca zerowego
i znajdowania przyblizonej wartosci miejsca zerowego.

Zasady oceniania

3 pkt — przeprowadzenie petnego dowodu.

2 pkt — uzasadnienie, ze funkcja f jest funkcjg ciagta, wskazanie argumentu, dla ktérego
wartos¢ funkcji jest mniejsza od 5 wraz z obliczeniem wartosci funkcji dla tego
argumentu i wskazanie argumentu, dla ktérego wartos$¢ funkc;ji jest wieksza od 5 wraz
z obliczeniem wartosci funkgciji dla tego argumentu.

1 pkt — uzasadnienie, ze funkcja f jest funkcjg ciagta, wskazanie argumentu, dla ktérego
wartosc¢ funkcji jest mniejsza od 5 i obliczenie wartosci funkcji dla tego argumentu
LUB
uzasadnienie, ze funkcja f jest funkcjg ciggta, wskazanie argumentu, dla ktérego
warto$¢ funkcji jest wieksza od 5 i obliczenie wartosci funkcji dla tego argumentu
LUB
wskazanie argumentu, dla ktérego warto$¢ funkcji jest mniejsza od 5 wraz
Z obliczeniem wartosci funkcji dla tego argumentu i wskazanie argumentu, dla ktérego
warto$¢ funkcji jest wieksza od 5 wraz z obliczeniem wartosci funkcji dla tego
argumentu.

0 pkt — rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie

Funkcia f jest funkcja ciagta w zbiorze liczb rzeczywistych, poniewaz jest funkcjg
wielomianowa.

Poniewaz f(0)=1 oraz f(2)=64—-32—-8+1=25 i funkcja jest ciggta na
przedziale (0, 2), wiec, na mocy twierdzenia Darboux, przyjmuje w przedziale (0, 2) wszystkie
wartosci posrednie pomiedzy f(0) a f(2). Wobec tego istnieje taki argument x € (0, 2), dla
ktérego zachodzi f(x) = 5. To oznacza, ze liczba 5 nalezy do zbioru wartosci funkcji.

Zadanie 15. (0-4)

Rozwiaz nieré6wnos¢
x x
(2 —-cosx)? < 4sin22— 4coszi+ 4,75

w zbiorze (0, m).
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Wymagania ogodlne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.
IV. Rozumowanie i argumentacja.
2. Dostrzeganie regularnosci, podobienstw oraz analogii, formutowanie wnioskéw na
ich podstawie i uzasadnianie ich poprawnosci.

Wymaganie szczegbétowe
VII. Trygonometria. Zdajacy:
6R) rozwigzuje rownania i nieréwnosci trygonometryczne [...].

Zasady oceniania
4 pkt — poprawne rozwigzanie podanej w poleceniu nieréwnosci w zbiorze (0, ).

3 pkt — poprawne rozwigzanie jednej z nieréwnosci cosx < ‘/; lub cosx = — J;
2 pkt — zapisanie nieréwnoéci cos? x < 3 w postaci koniunkcji dwéch nieréwnosci.

4
1 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci do postaci, w ktérej wystepuje jedna funkcja

trygonometryczna zmiennej x.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Przeksztatcamy nieréwnosé podang w tredci zadania do prostszej postaci. Skorzystamy ze
wzoru na cosinus podwojonego kata:

X X 3
(2—rcosx)? < 4sin2§—4cosz—+4—

2 4
X X 3
2. _ 27 _ ain2Z =z
cos“x —4cosx+4 < 4(cos > sin 2)+44
coszx—4cosx+4<—4cos(2-£)+4E
- 2 4
2 <3
cos“x < -—
*=7%
I |<\/§
cosx| < >
V3 V3
cosx§7 i cos x 2—7

Korzystamy z wykresu funkcji cosinus i odczytujemy rozwigzania ostatnich dwéch nieréwnosci
w przedziale (0,m):

T , 5
x € [g,ﬂ') i x € (O,gn]

. , . ™5
Otrzymujemy rozwigzanie: x € [5’5“]'
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Wykaz, ze rownanie x* — 7x3 + 9x% + 8x — 2 = 0 maw przedziale (—2,2) co najmniej
dwa rézne rozwiazania.

Wymagania ogolne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
1. Przeprowadzanie rozumowan [...];
4, Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwiazywaniu zadan, rowniez w sytuacjach

nietypowych.

Wymaganie szczegbétowe
XIl.Optymalizacja i rachunek rézniczkowy. Zdajgcy:
2R) stosuje wtasnos¢ Darboux do uzasadniania istnienia miejsca zerowego funkgiji [...].

Zasady oceniania

3 pkt — przeprowadzenie petnego dowodu.

2 pkt — podanie dla funkcji f(x) = x* — 7x3 + 9x? + 8x — 2 takich trzech argumentéw
x; < x, < x5 lezacych w przedziale (—2,2), dla ktérych f(x;) >0, f(x;) <0
i f(xg)>0.

1 pkt — podanie dla funkcji f(x) = x* — 7x3 + 9x2 + 8x — 2 takich dwéch argumentéw
x; < x, lezacych w przedziale (—2,2), dla ktorych f(x;) - f(xz) < 0.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Niech f bedzie funkcjg okreslong wzorem f(x) = x* — 7x3 + 9x2 + 8x — 2 dla x € R.

Obliczymy wartosci funkcji f w kilku punktach przedziatu (-2, 2):

F-D) =(D*—7-(-1)3+9-(-1)?2+8-(-1)—2=7
f(0)=-2
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fF1)=14—7-1349-12+8-1-2=9

Funkcja f jest ciggta jako funkcja wielomianowa, wiec na mocy twierdzenia Darboux
funkcja f przyjmuje w przedziale (—1,0) wszystkie wartosci ze zbioru (—2,7).

Zatem istnieje x; € (—1,0) takie, ze f(x;) = 0.

Podobnie, funkcja f przyjmuje w przedziale (0,1) wszystkie wartosci ze zbioru (—2,9),
wiec istnieje x, € (0,1) takie, ze f(x;) = 0.

To oznacza, ze w przedziale (—2,2) réwnanie podane w tresci zadania ma co najmniej dwa
rézne rozwigzania.

Zadanie 17. (0-3)

Ciag (a,) jest okreslony wzorem

p+1 2p + 2
m+Dm+2) M+ Dm+3)

a, =(Mn+5)?- dla n>1.
( )

Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych granica ciggu jest réwna 12.
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Wymaganie ogodlne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Wymaganie szczegoétowe
VI. Ciagi. Zdajgcy:
1R) oblicza granice ciggow, korzystajgc z [...] twierdzen o granicach sumy, réznicy,
iloczynu i ilorazu ciggéw zbieznych [...].

Zasady oceniania
3 pkt — poprawna metoda obliczenia granicy ciggu (a,) i prawidlowo wyznaczona
wartos¢ p.
2 pkt — wyznaczenie granicy ciggu (a,) w zaleznosciod p.
1 pkt — obliczenie jednej z granic:
: n+5)° : n+5)°
nl—lﬂqwm lub nl—lgloo m

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Przeksztatcamy wzér ciggu (a,) do postaci

(n+5)? (n + 5)?

a”=(p+1)'(n+1)(n+2)+(2p+2)'(n+2)(n+3)

Obliczamy nastepujgce granice:

2 2
lim (n+5)2 = lim - (1 * %) = lim (1 ’ %) =1
noto M+ DM +2) ot (1 + %) (1 + %) e (1 + %) (1 + %)
2 2
(n + 5)? . ”2'(”%) = lim (H%) =1

A D0 e (L (103 () (14))

Zatem

NN (n +5)? (457 |_
i e = Jim |0+ T a0 G <
_ - (n+5)? m 5
_(p+1).nl—l>gloo(n+1)(n+2)+(2p+2).nl_l’rpw(n+2)(n+3)_

=p+1-1+@2p+2)-1=3p+3

Z warunkow zadania otrzymujemy 12 = 3p + 3, wiec p = 3.




Przyktadowe zadania z rozwigzaniami 49

Zadanie 18.

Rozpatrujemy wszystkie takie prostopadtosciany, w ktérych suma dlugosci wszystkich
krawedzi jest réwna 80, pole powierzchni catkowitej jest rowne 256 izadna z krawedzi bryty
nie jest krotsza niz 4.

Zadanie 18.1. (0-4)

Wykaz, ze uktad rownan
4a+ 4b + 4c =80 (D)

2ab + 2bc + 2ca = 256 2

z niewiadomymi a oraz b ma rozwiazanie, ktére jest parg liczb rzeczywistych nie

mniejszych od 4 wtedy itylko wtedy, gdy ¢ € [4%]
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Wymagania ogélne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
1. Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych;
3. Tworzenie pomocniczych obiektow matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentac;ji lub rozwigzania problemu.
IV. Rozumowanie i argumentacja.
3. [...] tworzenie ciggu argumentow, gwarantujgcych poprawnosc¢ rozwigzania [...].

Wymaganie szczegbétowe
[lll. Réwnania i nieréwnosci. Zdajacy:
5R) analizuje [...] réwnania i nierbwnosci kwadratowe z parametrami [...], podaje
warunki, przy ktérych rozwigzania majg zgdang wtasno$c [...].



Przyktadowe zadania z rozwigzaniami 51

Zasady oceniania
4 pkt — powotanie sie na odpowiednie wiasnosci funkcji f prowadzace do wniosku, ze uktad
(1)—(2) ma rozwigzanie w zbiorze liczb rzeczywistych nie mniejszych od 4.

3 pkt — przyjecie zatozenia ¢ € [4, E] i zbudowanie funkgcji

f(a) = a?+ (c — 20)a + (c? — 20c + 128) dla podanego zakresu parametru c.
2 pkt — obliczenie wyréznika réwnania i podanie argumentacji prowadzacej do wniosku
28
Cc € [4, ?]
1 pkt — przyjecie zatozenia, ze uktad (1)-(2) ma rozwigzanie i zapisanie prawidtowego
rownania kwadratowego z niewiadoma a (lub b) i parametrem c.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Zatézmy, ze ukiad réwnan (1)—(2) ma rozwigzanie w zbiorze liczb rzeczywistych nie
mniejszych od 4. Wtedy

a+b+c=20
{

ab+ bc+ ca =128 (3)

Przeksztalcamy uktad réwnan do postaci, w ktorej otrzymamy réwnanie kwadratowe
Z niewiadomg a i parametrem c:

b=20—-a-c
a(20—a—c)+(20—a—c)c+ca=128
b=20—a-c

—a?+ (—c+20)a+ (—c?+20c—128) =0
b=20—-a-c

a’+ (c—20)a+ (c? —20c+128) =0

Réwnanie a? + (c —20)a+ (c?2 —20c +128) =0 ma z zatozenia rozwigzanie, wiec
wyroznik A, jest nieujemny, co prowadzi do:

Ag =0
(c —20)2 —4(c®> —20c+128) =0

—3¢c%2440c—-112>0
28
—3(c—4)<c—?>20

E[428
C ,3
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Jedli c€ [4, 23—8] to funkcja f(a) = a? + (c —20)a + (c¢? — 20c + 128) ma co najmniej

jedno miejsce zerowe (gdyz A, = 0).

Wykresem funkcji f jest parabola, ktérej wierzchotek W = (p,q) ma rzedna niedodatnig

A
a=—7
. c—20 _[16 _ .2 — 2
Odcieta p = -~ € ?,8], aponadto f(4) =c*—16¢c+ 64 =(c—8)*=>0.

Zatem f ma miejsce zerowe w zhiorze [4,+0).

Podobnie argumentujemy, ze funkcja g(b) = b? + (c —20)b + (c? — 20c + 128) ma
miejsce zerowe w przedziale [4,+0).

Zatem uktad (1)—(2) ma rozwigzanie w zbiorze liczb rzeczywistych nie mniejszych od 4.

Objetos¢ kazdego z rozpatrywanych prostopadtoscianéw mozna wyrazi¢ za pomocg funkgciji
V(c) = c3—20c? + 128¢

gdzie c € [4, 23—8] jest dtugoscig jednej z krawedzi bryty.

Sposrod rozpatrywanych prostopadioscianoéw oblicz objetosé tego prostopadtoscianu,
ktorego objetos¢ jest najmniejsza.
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Wymaganie ogodlne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Wymaganie szczegbétowe
XIl.Optymalizacja i rachunek rézniczkowy. Zdajgcy:
6R) rozwigzuje zadania optymalizacyjne z zastosowaniem pochodnej.

Zasady oceniania

3 pkt — obliczenie najmniejszej mozliwej objetosci prostopadtoscianu o podanych
wiasnosciach.

2 pkt — obliczenie argumentu, dla ktérego funkcja V osigga minimum globalne.

1 pkt — obliczenie pochodnej funkcji V.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petlne rozwigzanie

W celu znalezienia prostopadtoécianu, ktérego objeto$¢ jest najmniejsza, nalezy zbadaé
funkcje V(c).

Obliczamy pochodng funkcji V' i obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji V:

V'(c) = 3c? —40c + 128
V() =0
3c¢2—40c+128=0
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A =64

=8 lub _1
c=8 lub c=-

Zbadamy monotonicznosc funkcji V. Poniewaz

16 28
V’(C) >0 dla ce [4,?) U (8,?
16
V'(c)<0 dla c€ (?,8)

wiec

funkcja V jest rosngca w przedziatach [4, %] oraz [8%

funkcja V jest malejgca w przedziale [%,8].

Poniewaz V(4) =256, V(8) =256 oraz V(?) ~ 265, wiec najmniejsza mozliwa

objetos$¢ prostopadtoscianu jest rowna 256.

Na rysunku obok przedstawiono potozenie miejscowosci
A, B i C oraz zaznaczono odlegto$ci miedzy nimi. S
O godzinie 9:00 z miejscowosci A do C wyruszyt zastep j
harcerzy » 1ropiciele” [ przemieszczat sie
z predkoscig 4 km/h. O tej samej godzinie z miejscowosci
B do A  wyruszyt zastep harcerzy ,Korsarze”
i przemieszczat sie z predkoscig 2 km/h.

A 15 km

oo

20 km

ce

Wyznacz godzing, o ktorej odlegtos¢ miedzy tymi zastepami harcerzy bedzie
najmniejsza.
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Wymagania ogélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu problemow
praktycznych i teoretycznych.
IV. Rozumowanie i argumentacja.
4)  Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan [...].

Wymagania szczegotowe
XIl.Optymalizacja i rachunek rézniczkowy. Zdajgcy:
4) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
pochodng, korzystajgc z twierdzen o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu
i funkcji ztozonej;
6R) rozwigzuje zadania optymalizacyjne z zastosowaniem pochodne;.

Zasady oceniania

dla rozwigzania sposobem 1.

4 pkt — prawidlowa metoda wyznaczenia chwili, w ktérej odlegto$¢ miedzy zastepami bedzie
najmniejsza i prawidtowa odpowiedz.

3 pkt — uzasadnienie, ze odlegtos¢ d jest najmniejsza wtedy, gdy wyrazenie
podpierwiastkowe 20t? — 60t + 225 jest mozliwie najmniejsze oraz podanie zakresu
zmiennosci t.

2 pkt — wyrazenie odlegtosci d miedzy zastepami za pomocag czasu t, jaki uptyngt od
momentu wyruszenia zastepdéw.
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1 pkt — wyrazenie odlegtosci poszczegodlnych zastepdw od miejscowosci A za pomocg czasu,
jaki uptynat od momentu wyruszenia zastepow.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

dla rozwigzania sposobem 2.

4 pkt — uzasadnienie (np. poprzez zbadanie monotonicznosci), ze dla t = 1,5 funkcja d(t)
osigga minimum globalne i podanie prawidtowej odpowiedzi.

3 pkt — podanie dziedziny funkcji d(t), obliczenie pochodnej funkcji d(t) i znalezienie
punktéw krytycznych.

2 pkt — wyrazenie odlegtosci d miedzy zastepami za pomocg czasu t, jaki uptynat od
momentu wyruszenia zastepow.

1 pkt — wyrazenie odlegtosci poszczegodlnych zastepdw od miejscowosci A za pomocg czasu,
jaki uptynat od momentu wyruszenia zastepow.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob 1.
Niech d; bedzie odlegtoscig (w km) zastepu , Tropiciele” od miejscowosci A.

Wyznaczamy zalezno$¢é d; od czasu t (w godzinach), jaki uptynat od chwili wyruszenia
zastepu z miejscowosci A:

d,(t) =4t dla te€]o0,5].

Niech d, bedzie odlegtoscig (w km) zastepu ,Korsarze” od miejscowosci A.

Wyznaczamy zalezno$¢ d, od czasu t (w godzinach), jaki uptyngt od chwili wyruszenia
zastepu z miejscowosci B:

() =15-2t  dia te[0,)].

Odlegto$¢ d miedzy zastepami w chwili t jest rowna

d(t) = /d3(t) + d3(t) = /16t2 + (15— 2t)2 dla t € [0,E .

Badamy, dla jakiego argumentu t € [O, 175] funkcja d osigga warto$¢ najmniejsza.

Poniewaz funkcja g(x) = vx jest funkcjg rosnacg w przedziale [0, +o0), wiec funkcja d
osigga wartos¢ najmniejszg wtedy, gdy funkcja

f(t) = 16t% + (15 — 2t)? = 20t%? — 60t + 225 okre$lonadla t € [012—5
osigga warto$¢ najmniejsza.

Funkcja f jest funkcjg kwadratowg, ktéra osigga warto$¢ najmniejsza dla

= =15 € [012—5]
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Zatem funkcja d osigga warto$¢ najmniejszg dla argumentu t = 1,5.

Odlegtos¢ miedzy zastepami harcerzy bedzie najmniejsza o godzinie 10:30.

Sposob 2.

Niech d; bedzie odlegtoscig (w km) zastepu , Tropiciele” od miejscowosci A.

Wyznaczamy zalezno$¢ d; od czasu t (w godzinach), jaki uptynat od chwili wyruszenia
zastepu z miejscowosci A:

d,(t) =4t dla t€]o0,5].

Niech d, bedzie odlegtoscig (w km) zastepu ,Korsarze” od miejscowosci A.

Wyznaczamy zalezno$¢ d, od czasu t (w godzinach), jaki uptynat od chwili wyruszenia
zastepu z miejscowosci B:

() =15-2t  da te o).

Odlegto$¢ d miedzy zastepami w chwili t wynosi

15

d(t) = d?(t) + d2(t) = /16t2 + (15— 2t)2 dla t € [0,7 .

Badamy, dla jakiego argumentu t € [O, 175] funkcja d osigga warto$¢ najmniejsza.

Obliczamy pochodng funkcji d:

d'(t) = (V162 + (15 - 2t)2)' [16t2 + (15 — 26)?] =

1 20t — 30
= [32t+2-(15-2t) - (—2)] =
2,/16t2 + (15 — 2t)2 J16t2 + (15 — 2t)2

da t € [0,175.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji d:

20t — 30
J16t2 + (15 — 2t)2

t—3e[015
2 )

Sprawdzamy, czy w punkcie t = % funkcja d osigga ekstremum.

Badamy monotoniczno$¢ funkcji d. Poniewaz

d'(t) >0 dl t€(3 15
a 2' 72
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3
d({t)<0date [0’5)

wiec

funkcja d jest rosngca w przedziale [%12—5

funkcja d jest malejgca w przedziale [0, %]

co oznacza, ze w punkcie t = 1,5 funkcja d osigga warto$¢ najmniejsza.

Odlegto$¢ miedzy zastepami harcerzy bedzie najmniejsza o godzinie 10:30.

Firma X wytwarza pewien produkt D. Badania ;7’ — 0 | -GN B g
rynku pokazaty, ze zwigzek miedzy iloscia Q =&
produktu D, jakg firma jest w stanie zby¢ na
rynku, a ceng P produktu jest nastepujacy:

P(Q)=90-10,1Q dla Q €[0,900]
gdzie P jest ceng za jednostke produktu
w ziotych, a Q —iloscig produktu w tys. sztuk.
Koszty K wytworzenia produktu D zalezg odilosci Q wytwarzanego produktu nastepujgco:

K(Q) = 0,002Q3 + Q2 + 29,9985Q + 50
gdzie K jest kosztem produkcji w tys. zt.

Oblicz, przy jakiej wielkosci produkcji firma X osigga najwiekszy dochéd. Wynik podaj
zaokraglony z doktadnoscia do 100 sztuk.
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Wymagania ogélne
II.  Wykorzystanie i tworzenie informaciji.
1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie [...].
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu problemow
praktycznych i teoretycznych.
IV. Rozumowanie i argumentacja.
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach
nietypowych.

Wymagania szczegotowe
XIl.Optymalizacja i rachunek rézniczkowy. Zdajgcy:
4R) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
pochodng, korzystajgc z twierdzen o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu
i funkcji ztozonej;
5R) stosuje pochodng do badania monotonicznosci funkc;ji;
6R) rozwigzuje zadania optymalizacyjne z zastosowaniem pochodne;.

Zasady oceniania

4 pkt — prawidtowa metoda wyznaczenia wielkosci produkcji gwarantujgcej maksymalny
dochod i prawidtowy wynik zaokraglony z podang doktadnoscia.

3 pkt — znalezienie ekstreméw lokalnych funkcji dochodu Z(Q).

2 pkt — zapisanie dochodu w zaleznosci od Q.

1 pkt — zapisanie przychodu w zaleznosci od Q.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie
Dochdéd Z firmy to przychdéd R pomniejszony o koszty K.
Poniewaz przychod wyraza sie zaleznoscig R = Q - P, wiec

R(Q) =90Q —0,1Q°

Wyznaczamy zaleznos¢ dochodu od wielko$ci produkciji:

Z(Q) =RQ) - K@)
Z(Q) = —0,002Q3 — 1,102 + 60,0015Q — 50

W celu znalezienia optymalnej wielkosci produkcji, przy ktorej dochdd jest mozliwie
najwiekszy, nalezy zbadac¢ funkcje Z.

Obliczamy pochodng funkcji Z i miejsca zerowe pochodnej:

7'(Q) = —0,006Q2 — 2,2Q + 60,0015  dla Q € [0,900]
Z’(@=0
—0,006Q2 — 2,20 + 60,0015 =0 i Q € [0,900]

A= (-22)>—=4-(-0,006) - 60,0015 = 6,280036

2,2 —/6,280036
Q= 2 -(—0,006) = 25,5 (QZ < 0)

Poniewaz:

Z'(Q)>0 dla Q €[0,0,]

Z'(Q) <0 dla Q € [Q,900]

wiec

funkcja Z jest rosngca w przedziale [0, Q,]

funkcja Z jest malejgca w przedziale [Q,,900]

Zatem funkcja Z przyjmuje najwiekszg warto$¢ dla argumentu Q; = 25,5.
Dochdd firmy jest najwiekszy przy wielkosci produkcji 25 500 sztuk.
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PLANIMETRIA, GEOMETRIA ANALITYCZNA, STEREOMETRIA

Zadanie 21. (0-5)

W ostrostupie prawidtowym czworokagtnym ABCDE punkt O jest srodkiem symetrii podstawy
ostrostupa. Stosunek obwodu podstawy ABCD do sumy dtugosci wszystkich krawedzi

ostrostupa jest rowny 1:5. Przez przekgtng AC podstawy i Srodek S krawedzi bocznej BE
poprowadzono ptaszczyzne.

Oblicz stosunek pola otrzymanego przekroju do pola podstawy ostrostupa oraz miare
kata BSO (w zaokragleniu do 1°).
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Wymagania ogélne
II.  Wykorzystanie i tworzenie informacji.

1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykresow, diagramow,
tabel.

IV. Rozumowanie i argumentacja.
4.  Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwiazywaniu zadan, rowniez w sytuacjach
nietypowych.

Wymaganie szczegbétowe
X. Stereometria. Zdajacy:
2R) wyznacza przekroje szescianu i ostrostupow prawidtowych oraz oblicza ich pola,
takze z wykorzystanie trygonometrii.

Zasady oceniania

dla rozwigzan sposobami 1. oraz 2.

5 pkt — wyznaczenie miary kata BSO oraz obliczenie stosunku pola przekroju do pola
podstawy ostrostupa.

4 pkt — obliczenie wartosci cosinusa kgta BSO oraz stosunku pola przekroju do pola podstawy
ostrostupa
LUB

wyznaczenie miary kata BSO.
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3 pkt — obliczenie stosunku pola przekroju do pola podstawy ostrostupa
LUB
obliczenie wartosci cosinusa kata BSO.
2 pkt — wyznaczenie dtugosci odcinka 0S w zaleznosci od dlugosci krawedzi podstawy.
1 pkt — wyznaczenie dtugosci krawedzi bocznej w zalezno$ci od dlugosci krawedzi podstawy.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

dla rozwigzania sposobem 3.

5 pkt — wyznaczenie miary kata BSO oraz obliczenie stosunku pola przekroju do pola
podstawy ostrostupa.

4 pkt — obliczenie cosinusa kata OEB lub FBS.

3 pkt — obliczenie stosunku pola przekroju do pola podstawy ostrostupa.

2 pkt — wyznaczenie dtugosci odcinkow SF i OF.

1 pkt — wyznaczenie dtugosci krawedzi bocznej w zaleznos$ci od dlugosci krawedzi podstawy.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petlne rozwigzania
Sposob 1.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1.

E

Rysunek 1.

A a B

Wyznaczamy zalezno$¢ b od a.

4a 1
= — ,codaje b =4a.

Z tres$ci zadania mamy =
4a+4b 5
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Wyznaczamy zalezno$¢ |0S| od a.

E
Trojkgt OBE jest prostokatny, punkt S jest s$rodkiem Rysunek 2.
przeciwprostokgtnej, wiec S jest sSrodkiem  okregu
opisanego na tréjkgcie OBE (patrz rysunek 2.).
Zatem |0S| = 2a. 2a
Obliczamy stosunek pola przekroju ACS do pola podstawy
ostrostupa:
S
1 1
Pacs 7-a\/§- | OS] i-a\/i-Za
= = = '\/E
Pacp a? a?
2a
0 B

Do tréjkata BSO zastosujemy twierdzenie cosinuséw w celu obliczenia cosinusa kagta BSO:

a2
(5

2

) = R2a)*+ (2a)!—-2-2a-2a-cosa
. . , , 15 .

Z ostatniego réwnania otrzymujemy cosa = 1 Wiec a ~ 20°.

Sposob 2.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1.

Wyznaczamy zalezno$¢ b od a.

4a 1
— ,codaje b =4a.

Z tresci zadania mamy =
4a+4b 5

Dla trojkgta BEC zastosujemy twierdzenie cosinusdw w celu obliczenia cosinusa kata BEC:

a?=b2+b2—2-b-b-cos|4BEC|

a’ = 16a% + 16a®> — 2 - 4a - 4a - cos |4BEC]|

31
cos |4BEC| = 32

Korzystamy z twierdzenia cosinuséw zastosowanego do trojkata CSE i wyznaczamy dtugosé
odcinka SC:

2

1 1
ISC|? = b% + (§b> ~2:5b b cos|4BEC]|
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31
|ISC|? = 16a? + 4a? — 16a? - —
32
9
|SC|2 = Eaz
1SC| = 3a
V2

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do trojkagta OCS w celu wyznaczenia dtugosci odcinka 0S:

V2a\
|0S|? = |SC|? - <T>

|0S| = 2a

Obliczamy stosunek pola przekroju ACS do pola podstawy ostrostupa:

1 1
Pycs _E-a\/f-|05|:7-a\/7-2a:\/§
Pypcp a? a?

W celu obliczenia cosinusa kgta BSO zastosujemy do trojkgta BSO (patrz rysunek 2.)
twierdzenie cosinuséw:

G

2
5 > =2a)*+ (2a)’!-2-2a-2a-cosa

Z ostatniego réwnania otrzymujemy cos a = wiec a = 20°.

1_6 ’

Sposob 3.

Wyznaczamy zalezno$¢ b od a.

4a
4a+4b

1
Z tresci zadania mamy = E , Co daje b = 4a.

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa dla tréjkgta prostokgtnego BOE i obliczamy diugosé
odcinka OE:

|OE|? = |BE|* — |0B|?

62
OE|? = —q?
|OE| 7 @
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V62
|OE| = —a
2
Oznaczmy przez F rzut prostokgtny punktu S na odcinek OB.
Poniewaz |A0EB| = |4FSB|, |40BE| = |4FBS| itrojkgty BOE oraz BFS sa prostokatne,

wiec sg podobne (na mocy cechy kkk podobienstwa trojkatéw). Tréjkaty BOE | BFS sa

podobne w skali k = % = ;}—Z = 2. Zatem F jest srodkiem odcinka OB, wiec
1 av'2 1 V62
|0F|=§|OBI=T oraz |SF|=§|0E|=TCZ

Obliczamy dtugos¢ odcinka 0S:

|0S|? = |OF|? + |SF|?
2 2
av?2 V62
IOS'Z = (T) + <Ta>

|0S| = 2a

Obliczamy stosunek pola przekroju ACS do pola podstawy ostrostupa:

1 1
PACS _E-a\/E-IOSlzi-a\/E-Za:

Papcp - a? a? V2
Poniewaz
cos|4FSB| = IFS] = @a = vez
|BS| 2a 8
i trojkat OSB jest rownoramienny, wiec a = 2 - |4FSB|. Zatem
2
cosa = cos(2 - |4FSB|) = 2cos?|4FSB| -1 =2 <?> -1 = 1_2

skad a = 20°.
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Zadanie 22. (0-5)
Proste o réwnaniach 2x+y—-4m—-4=0 i x—-3y+5m+5=0 przecinajg sie
w punkcie P o wspotrzednych (xp,yp).

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych wspotrzedne punktu P
spetniaja warunki:

xp>0, yp >0, yp = x% oraz yp<—x£+8.
P
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Wymaganie ogodlne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
4.  Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach
nietypowych.

Wymaganie szczegbétowe

IV. Uktady réwnan. Zdajacy:
1) rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, podaje ich
interpretacje geometryczng uktadéw oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych.

Zasady oceniania
5 pkt — uwzglednienie wszystkich warunkéw zadania oraz poprawny wynik.
4 pkt — rozwigzanie nieréwnosci

2
2m+1) > +1)% oraz 2(m+1)<——+38
(m+1) = (m+1) (m+1) <———

3 pkt — rozwigzanie jednej z nieréwnosci

2
2 1) > 1)?% lub 2 N<——+8
m+1)=@m+1)* lu (m+1) m+1+

2 pkt — wyznaczenie wartosci m, dla ktérych punkt P lezy w | éwiartce uktadu wspétrzednych.
1 pkt — wyznaczenie wspotrzednych punktu P w zaleznosci od m.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Punkt P lezy na obu prostych, wiec

2xp+y,—4m—4=0
xp—3y,+5m+5=0

Z powyzszego uktadu réwnan wyznaczamy wspotrzedne punktu P:

xp=m+1
yp=2(m+1)

Poniewaz xp > 0 i yp > 0, wiec
m+1>0i2(m+1)>0

co daje m € (—1,+x).

Uwzgledniamy warunki zadania yp = x2 i yp < _xi +8:

2m+1D)=>m+1)?% i 2(m+1)<-—- +8

m+1

2(m+1)2 2 8(m+ 1)
m+1 m+1 m+1

—(m+1D)(m—-1)=0 i

- 2m?—4m—4
me[-1,1] i <0
m+1
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me[-1,1] i 2(m?*-2m—-2)(m+1)<0

€[-1,1] i 2(m—-A-V3)(m—-(1+V3))(m+1) <0
me[-1,1] i me (-owo,-1)U(1-v3,1+3)

m e (1-v3,1]

Poniewaz m € (—1,4+®) i m € (1 —/3, 1], wiec ostatecznie m € (1 -3, 1].

Trapez ABCD jest wpisany w okrgg o réwnaniu x2+y2 —38x + 22y —96 = 0.
Wierzchotek A trapezu ma obie wspéirzedne ujemne, a odcinek AB jest dtuzszg z podstaw
tego trapezu. Przekgtna AC trapezu ABCD jest zawarta w prostej o rownaniu y = x.

Oblicz sinus kata ABC.

Wymaganie ogélne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
4.  Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach

nietypowych.
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Wymagania szczegétowe

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy:
1R) stosuje réwnanie okregu w postaci ogolnej.

VII. Trygonometria. Zdajacy:
5)  stosuje twierdzenie sinuséw [...].

Zasady oceniania
dla rozwigzania sposobem 1.
4 pkt — zastosowanie twierdzenia sinusow do tréjkgta ABC i obliczenie sinusa kata ABC.
3 pkt — obliczenie dtugosci promienia okregu oraz dtugosci odcinka |AC].
2 pkt — obliczenie dtugosci promienia oraz wspétrzednych wierzchotkow A i C trapezu
LUB
obliczenie wspoétrzednych wierzchotkbw A i C trapezu oraz obliczenie dtugosci
odcinka AC.
1 pkt — obliczenie dlugosci promienia okregu
LUB

obliczenie wspétrzednych wierzchotkow A i C trapezu.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

dla rozwigzania sposobem 2.

4 pkt — zastosowanie twierdzenia sinusow do tréjkgta ABC i obliczenie sinusa kata ABC.
3 pkt — obliczenie dtugosci odcinka AC.

2 pkt — obliczenie odlegtosci srodka okregu od prostej zawierajgcej przekatng AC trapezu.
1 pkt — obliczenie dlugosci promienia okregu.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzania
Sposob 1.

Obliczamy dtugos¢ promienia R okregu z rownania ogolnego okregu:

R = () +(-2) - 96 =578

R=17V2

Obliczamy wspétrzedne wierzchotkéw A i C trapezu:

{x2+y2—38x+22y—96=0
y=Xx

2x2 —16x—96 =0
x=-—4 lub x =12

Poniewaz wierzchotek A trapezu ma obie wspoéirzedne ujemne, wiec otrzymujemy
A(—4,—4) oraz C(12,12).
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Obliczamy dtugos¢ odcinka AC:

|AC| = /(12 + 6)2 + (12 + 6)2 = 16V2

Po zastosowaniu twierdzenia sinuséw do tréjkata ABC otrzymujemy

|AC|

———_=2R
sin |4ABC|

_ |AC] 16vV2 8
SlnléABCl:W:m:E

Sposob 2.

Obliczamy wspotrzedne srodka S okregu i dlugos¢ R promienia okregu:

x2+y?2—38x+22y—96=0
(x —19)2 =361+ (y + 11)2 — 121 — 96 = 0

(x—19)? + (y + 11)2 = (17v2)

Zatem $rodek S okregu ma wspétrzedne S = (19,—11), a dlugos¢ R promienia okregu
wynosi R = 17+/2.

Niech E bedzie srodkiem odcinka AC. Obliczamy |SE| jako odlegto$¢ punktu S od prostej
AC oréwnaniu x —y =0:

119+ 11|

5 15v2

d(S,AC) = |SE| =

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkgta CES w celu obliczenia dtugosci odcinka EC
(potowa dtugosci przekatnej AC trapezu ABCD):

|EC|? = R? — |SE|?
ECI? = (17V2) — (15v2)" = 128

Zatem |AC| =2-|EC| = 16V2.

Po zastosowaniu twierdzenia sinuséw do tréjkata ABC otrzymujemy

|AC]|

——— =2R
sin |[4ABC|

_ |AC] 16v2 8
SlnliABCl:W:m:ﬁ
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Zadanie 24. (0-4)

Czworokat ABCD jest réwnolegtobokiem takim, ze BD = [—21,-7] i DC = [15, 8].

Oblicz pole tego réwnolegtoboku.

Wymaganie ogdlne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
4.  Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach

nietypowych.
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Wymagania szczegétowe
VII. Trygonometria. Zdajacy:
4)  korzysta zwzoréw sin’a + cos?a =1 [...].
VIIl. Planimetria. Zdajacy:
2)  [...]stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie cosinusow
[...]
IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy:
3R) zna pojecie wektora i oblicza jego wspoétrzedne oraz dtugosc¢, dodaje wektory [...].

Zasady oceniania

dla rozwigzania sposobem 1.

4 pkt — poprawna metoda obliczenia pola rownolegtoboku i prawidtowy wynik.

3 pkt — obliczenie sinusa kata BDC.

2 pkt — zastosowanie twierdzenia cosinusow do obliczenia cosinusa kata BDC.

1 pkt — obliczenie dlugosci bokow tréjkata BCD.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

dla rozwigzan sposobami 2. oraz 3.

4 pkt — poprawna metoda obliczenia pola rownolegtoboku i prawidiowy wynik.

3 pkt — obliczenie pola tréjkgta BCD.

2 pkt — zastosowanie wzoru do obliczenia pola trojkagta BCD.

1 pkt — wyrazenie wspoétrzednych punktéw B i C za pomocg wspotrzednych punktu D
LUB
obliczenie dtugosci bokéw tréjkgta BCD.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob 1.

Obliczamy dtugosci bokow trojkata BCD:

BC=BD+ DC=[-21,-7] + [15,8] = [-6,1]
IBC| =/(—=6)2+ 12 = V37
|CD| = /152 + 82 = /289 = 17
|BD| = /(=21)2 + (=7)2 = V490 = 710

Oznaczmy kat BDC przez a.

Z twierdzenia cosinuséw oraz ze wzoru sin® a + cos? @ = 1 obliczamy sinus kata «:

|BC|? = |BD|?> + |CD|?> =2 - |BD| - |CD| - cos

37 =490+289—-2-7v10-17 - cosa
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53
174/10

cosa =

Kat a jest katem ostrym, wiec

sina=\/1—cosza=\/1

2809 |81 9
2890 /2890  17v10

Obliczamy pole réwnolegtoboku:

Pypcp = |CD| - |BD| - sina

=63

9
PABCD:17'7\/10'17\/E

Pole czworokata ABCD jest rowne 63.

Sposob 2.
Niech xp, yp beda wspotrzednymi punktu D, tj. D = (xp,yp).

Wyrazimy wspoétrzedne punktéw B i C za pomocg wspotrzednych punktu D.

Poniewaz DB = —BD = [21,7], wiec B = (21 + xp,7 + ) i podobnie:
DC = [15,8], wiec C = (15 + xp, 8 + Vp).

Korzystamy ze wzoru na pole trojkata (przy danych wierzchotkach trojkata) w celu obliczenia
pola trojkagta BCD:

1
Ppep = §|[(15 +xp) — 21+ xp)llyp — (7 +yp)] = [B+yp) — (7 + yp)llxp — (21 + xp)]|

1 63
Pgep = E|(—6) (= —-1-(-2D| = -

Obliczamy pole réwnolegtoboku ABCD:

Papcp = 2 - Pgep = 63

Pole rownolegtoboku ABCD jest réwne 63.

Sposob 3.
Oznaczmy: a = |BD|, b =|BC|, c=|CD|, 2p=a+ b +c.

Obliczamy dtugosci bokow trojkata BCD:

BC = BD + DC = [-21,-7] + [15,8] = [-6, 1]
b= |BC| =/ (—=6)2 + 12 =37
c=|CD| =+/15%2 +82 =+/289 = 17
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a = |BD| =/(—=21)2 + (=7)% = V490 = 710

Skorzystamy ze wzoru Herona w celu obliczenia pola trojkagta BCD.

_a+b+c_7\/1_0+\/3_7+17

p 2 2
V37 + 17 — 7410
p—a=
2
710 + 17 — /37
p—b=
2
V37 + 7410 — 17

o —a)- (p - b)(p — ) = W7+ 17) —(7V10) (7V10) _217—\@)

4
3437 — 164 34+/37 + 164
4 4

15876
16

p(p—a)(p—b)p—c)=

p(p—a)(p—b)(p—c)=

15876 63
Poer = |67 =7

Obliczamy pole réwnolegtoboku ABCD:

Papcp = 2 - Pgep = 63

Pole rownolegtoboku ABCD jest réwne 63.
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Zadanie 25. (0-3)

Dany jest szeScian ABCDEFGH o krawedzi dtugosci a. Punkt P jest Srodkiem krawedzi CG
tego szescianu (zobacz rysunek ponizej).

H G
E F |PG|= |PC]
P
D C
A a B

Oblicz odlegtos¢ wierzchotka C od ptaszczyzny zawierajacej punkty B, D oraz P.
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Wymaganie ogodlne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
4.  Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan [...].

Wymaganie szczegoétowe
X. Stereometria. Zdajacy:
2R) wyznacza przekroje szescianu [...].

Zasady oceniania

dla rozwigzan sposobami 1.—4.

3 pkt — poprawna metoda obliczenia odlegtosci wierzchotka C od ptaszczyzny zawierajgce;j
punkty B, D oraz P ipodanie prawidtowego wyniku.

2 pkt — obliczenie pola tréjkgta CPS i wyrazenie pola tegoz tréjkagta za pomocg h (gdzie h
jest szukang docelowo odlegtoscig w zadaniu)
LUB
obliczenie sinusa kata SPC i wyrazenie sinusa kata KPC za pomocg h (gdzie h
jest szukang docelowo odlegtoscig w zadaniu)
LUB
wyrazenie objetosci ostrostupa BCDP o podstawie BCD za pomocg a iwyrazenie
objetosci ostrostupa BDPC o podstawie BDP za pomocg a oraz h (gdzie h jest
szukang docelowo odlegtoscig w zadaniu)
LUB
zastosowanie twierdzenia Pitagorasa do tréjkatéw SKC oraz PKC i zapisanie
réwnania

2

1 pkt — obliczenie odlegtosci pomiedzy $rodkiem S podstawy ABCD  szescianu
a punktem P.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

2\ 2
(ﬁa) ~ (IPs| - [KPD* = (5) - KPP’

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposdb 1. (z wykorzystaniem rownosci pdl trojkata)

Oznaczmy przez S punkt przeciecia sie przekatnych podstawy ABCD szescianu, natomiast
przez h — wysokos¢ trojkgta CPS opuszczong z wierzchotka C na bok PS.

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do trojkata CPS celem obliczenia dtugoéci boku PS:

|PS|? = |CS|? + |CP|?

1 2 "

o = (o) + 3

|PS| Za\/_ + >4
V3

IPSl 2761

2
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Poniewaz pole tréjkata CPS jest rowne

Pcps =%|CS| -|CP] =%-%a-%a\/§=ga2
oraz
Peps =%|PS|-h=%-%a\/§ h=?ah,
wiec
V2 3
?a = Tah,

codaje h = %Ea.

Szukana odlegtos¢ jest rowna ga.

Sposéb 2. (z wykorzystaniem rownosci sinusow kata)

Oznaczmy:

S — punkt przeciecia sie przekatnych podstawy ABCD szes$cianu,

h —wysokos¢ trojkgta CPS opuszczong z wierzchotka C na bok PS,

K - spodek wysokosci trojkgta CPS opuszczonej z wierzchotka C na bok PS.

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkata CPS celem obliczenia dtugosci boku PS:

|PS|2 = |CS|? + |CP|?
1 21 4\?

2 _(Z _
|PS| _(zax/i> +(2a>

V3
|PS| :761

Obliczamy warto$¢ sinusa kata SPC w tréjkgcie prostokatnym SCP:

1
nlsspel = 18 702 V2 V6
sin =—= = =—
|PS| %a\/g V3 3

Zapisujemy sinus kagta KPC jako stosunek dtugosci odpowiednich bokow w tréjkacie
prostokgtnym CKP:

in|£KPC]| ICK] _ R
sin =— =
I

Poniewaz |4SPC| = |4KPC|, wiec z ostatnich dwoch rownosci otrzymujemy
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Szukana odlegtos¢ jest rowna %ga.

Sposéb 3. (z wykorzystaniem rownosci objetosci ostrostupa)

Oznaczmy:

S — punkt przeciecia sie przekatnych podstawy ABCD szes$cianu,

h —wysokos¢ trojkgta CPS opuszczong z wierzchotka C na bok PS,

K — spodek wysokosci tréjkgta CPS opuszczonej z wierzchotka € na bok PS.

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkagta CPS celem obliczenia dtugosci boku PS:

|PS|% = |CS|? + |CP|?
1 21 4\2
2 (= _
|PS| —(Za\/f> +(2a>
V3

PS| = —
IPS| = —-a

Obliczamy objetos¢ ostrostupa BCDP o podstawie trojkatnej BCD i wysokos$ci opuszczone;j
na podstawe BCD z wierzchotka P:

1 1
2.2, — _— .3
a’-sa=1-a

W]
N =

Veepp :§'PABCD -|CP| =

Obliczamy objetos¢ ostrostupa BDPC o podstawie tréjkatnej BDP i wysokos$ci opuszczone;j
na podstawe BDP z wierzchotka C:

1 11
VBDPczg'PABDP'|CK|=§'§'a\/§'

Poniewaz VBCDP = VBDPC , W|QC

1 V6
—a3 =—a%h
12 12
V6
h=—
e ¢

Szukana odlegtos¢ jest réwna ga.
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Sposob 4. (z wykorzystaniem rownosci boku trojkgtow prostokagtnych)
Oznaczmy:

S — punkt przeciecia sie przekatnych podstawy ABCD szes$cianu,

h —wysokos¢ trojkgta CPS opuszczong z wierzchotka C na bok PS,

K — spodek wysokosci tréjkgta CPS opuszczonej z wierzchotka C na bok PS,
x —dlugosé¢ odcinka KP.

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkgta CPS celem obliczenia dtugosci boku PS:

|PS|? = |CS|? + |CP|?

pst = (t) + ()

V3
IPSl =7a

Tréjkaty SKC oraz PKC sg prostokatne i majg wspdélny bok KC, wiec

h? =|SC|? - |SK|* i h?=|PC|?>—|KP|?
2
2 a\/i _ _ 2 ; 2 _ EZ_ 2
h _<—2 (IPS|-x)% i h _(2) x
wz\" (V3 a2
2 1=, _ R 2 _ (= a2
h—<—2> <2a x) [ h—(z) X
2
av?2 V3 (a2 5
=) ~\7ex) =) =
skad otrzymujemy x = ga.

2
Podstawiamy x = ga do réwnania h? = (g) — x? i otrzymujemy

Szukana odlegtos¢ jest réwna ga.
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Zadanie 26. (0-5)

Dany jest trapez prostokatny ABCD o katach prostych przy wierzchotkach A i D. Ramie BC
trapezu ma dlugos¢ 5. W ten trapez wpisano okrgg o srodku w punkcie S i promieniu 2.

Punkt P jest punktem stycznosci okregu i diuzszej podstawy AB tego trapezu (zobacz
rysunek).

Wykaz, ze trojkaty BPS i BSC sa trojkatami podobnymi, oraz oblicz skale tego
podobienstwa.

N

95}

-/
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Wymaganie ogodlne
IV. Rozumowanie i argumentacja.
1) Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentow
uzasadniajgcych poprawnosé rozumowania [...].

Wymagania szczego6towe
VIII. Planimetria. Zdajacy:
12) przeprowadza dowody geometryczne;
R) stosuje wtasnosci czworokgtow [...] opisanych na okregu.

Zasady oceniania
dla rozwigzan sposobami 1.-3.
5 pkt — obliczenie skali podobienstwa trojkgtow PBS oraz SBC.
4 pkt — obliczenie dtugosci odcinka stycznej (zawierajacej odcinek BC) od punktu B do
punktu stycznosci z okregiem
LUB
stwierdzenie, ze kazdy z obliczonych stosunkéw odpowiednich bokéw tréjkatow BPS
i BSC jest skalg podobienstwa.
3 pkt — uzasadnienie, ze trojkgty BPS i BSC sa podobne.
2 pkt — uzasadnienie, ze kat BSC jest katem prostym
LUB
obliczenie dlugosci bokéw tréjkgtéw BSC oraz BPS
LUB
obliczenie dlugosci bokow tréjkata BPS i uzasadnienie réwnosci miar kgtéw PBS
oraz SBC (lub BCS oraz SCD).
1 pkt — uzasadnienie rownosci miar katow PBS oraz SBC (lub BCS oraz SCD)
LUB
obliczenie dtugosci bokow trojkgta BPS.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob 1.

Wykazemy, ze tréjkaty BPS i BSC sa podobne.

Punkt S jest rownooddalony od bokéw AB i BC trapezu jako $rodek okregu wpisanego
w trapez, wiec lezy na dwusiecznej kata ABC. Zatem |4PBS| = |4SBC|.

Podobna argumentacja prowadzi do stwierdzenia, ze |£BCS| = |4SCD|.

Oznaczmy miary katéow PBS oraz BCS jako — odpowiednio — a oraz [ (rysunek 1.).

D C

Rysunek 1.

95)
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Poniewaz suma miar katéw przy ramieniu trapezu wynosi 180°, wiec 2a + 2 = 180°,
skad dalej a + f = 90°. Dlatego:

|ABSC| = 180° — (a + B) = 90°
oraz
|APSB| = 180° — (90° + a) = B.
To oznacza, ze ABPS ~ ABSC (na podstawie cechy kkk podobienstwa trojkatow).

Obliczymy skale podobienstwa trojkatéw BPS oraz BSC.

Niech E i F oznaczajg punkty stycznosci okregu i odcinkéw — odpowiednio — BC oraz CD
(rysunek 2.).

E Rysunek 2.

N

™

A P B

Poniewaz |4SBE| = |4CSE| oraz |4ESB| = |4ECS]|, wiec tréjkaty prostokatne SBE
i CSE sag podobne. Zatem

ISE] _ |CE]
|BE| ~ |SE|

i dalej
ISE|* = |BE| - |CE|
4 =(5—|CE]) - |CE|
|CE|> —5|CE|+4 =0
|CE| =1 lub |CE| =4

Z twierdzenia o odcinkach stycznych mamy |PB| = |BE| oraz |CE| = |CF]|.
Poniewaz |AB| < |CD|, wiec |CE| < |EB| iw konsekwencji |CE| =1 oraz |BE| = 4.
Po zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa do trojkgta BSE otrzymujemy |BS| = 2+/5.
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Obliczamy skale podobienstwa trojkatow BSC i BPS:

_IBCl 5 V5
IBS| 2v5 2

Sposob 2.

Wykazemy, ze trojkgty BPS i BSC sa podobne.
Niech E i F oznaczajg punkty stycznosci okregu i odcinkéw — odpowiednio — BC oraz CD.
Oznaczmy przez G rzut prostokatny wierzchotka C na podstawe AB trapezu (rysunek 3.).

D F C
E
2 Rysunek 3.
5
S<
A P G B

Punkt S jest réwnooddalony od bokéw AB i BC trapezu jako $rodek okregu wpisanego
w trapez, wiec wysokos$¢ trapezu jest rowna 4.

Do tréjkata BGC stosujemy twierdzenie Pitagorasa i obliczamy dtugos¢ odcinka BG:

|BG|? + |GC|* = |BC|?

|BG|? + 4% = 52

|BG| =3

Poniewaz G jest rzutem prostokatnym wierzchotka C na podstawe AB, wiec

|GP| = |FC]

Korzystamy z twierdzenia o okregu wpisanym w czworokat i otrzymujemy

|AD| + |BC| = |AB| + |CD|
4 +5=|AP| + |FC| + |BG| + |FC| + |DF]
9 = 2|AP| + 2|FC| + 3
6 = 2|SP| + 2|FC|
|FC| =1
Zatem |PB| = |PG| + |GB| = 4.
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Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkata BPS celem obliczenia |BS]|:

|BP|? + |PS|? = |BS|?
4* + 2% = |BS|?
|BS| = 2V/5

Zatem trojkat BPS ma boki o dtugosciach: |BP| = 4, |PS| =2 i |BS| = 2/5.
Z twierdzenia o odcinkach stycznych |CE| = |FC|, wiec |CE| = 1.

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do trojkata SEC celem obliczenia |CS|:

22 + 12 = |CS|?
|cS| =+/5

Zatem trojkat BSC ma boki o dtugosciach: |BS| = 25, |CS| =+/5, |BC| = 5.
Poniewaz

IBC| 5 5 IcS| 5 IBS| 2vV5 /5
= = ora =—=—

BS| v 2 % (s 2 °** 1B a2 2

wiec trojkgty BPS oraz BSC sg podobne (na podstawie cechy kkk podobienstwa tréjkatow).
To kohczy dowdd.
Kazdy z obliczonych powyzej stosunkow dtugosci odpowiednich bokéw tréjkatow BPS oraz
BSC jest rowny skali podobienstwa tychze tréjkgtow.

|BC|

Skala podobienstwa trojkgtow BPS oraz BSC jestréwna k = 1BS] =

S5

Sposob 3.

Wykazemy, ze trojkaty BPS i BSC sg podobne.

Oznaczmy przez a miare kgta PBS, przez G - rzut prostokatny punktu C na podstawe AB
trapezu, przez F - punkt styczno$ci okregu z odcinkiem CD (rysunek 4.).

D F C

2 Rysunek 4.

S<

R D= a

A P G B
Punkt S jest rownooddalony od bokéw AB i BC trapezu jako Srodek okregu wpisanego w
trapez, wiec wysokos$¢ trapezu jest rowna 4.
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Do tréjkata BGC stosujemy twierdzenie Pitagorasa, aby obliczy¢ dtugos¢ odcinka BG:

IBG|2 +1GC|? = |BC|?
|BG|? + 42 = 52
1BG| =3

Poniewaz G jest rzutem prostokatnym wierzchotka C na podstawe AB, wiec

|GP| = |FC|

Korzystamy z twierdzenia o okregu wpisanym w czworokat i otrzymujemy

|AD| + |BC| = |AB| + |CD|
4 +5 = |AP| + |FC| + |BG| + |FC| + | DF|
9 = 2|AP| + 2|FC| + 3
6 = 2|SP| + 2|FC]|
|FC| =1
Zatem |PB| = |PG| + |GB| = 4.

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do trojkgta BPS celem obliczenia |BS]:

|BP|? + |PS|? = |BS|?
42 + 22 = |BS|?
|BS| = 2V/5

Zatem trojkat BPS ma boki o dtugosciach: |BP| = 4, |PS| =2 i |BS| = 2V/5.
Punkt S jest réwnooddalony od bokéw AB i BC trapezu jako $rodek okregu wpisanego
w trapez, wiec lezy na dwusiecznej kata ABC. Zatem |4PBS| = |4SBC| = a.

Obliczamy stosunki dtugosci odpowiednich bokow trojkatéw BPS oraz BSC lezacych przy
kagtach — odpowiednio — PBS oraz SBC:

IBS| 25 /5 IBC| 5 5

|BP|~ 4 2 IBS| 245 2
Poniewaz stosunki dtugosci odpowiednich bokow tréjkatow BPS oraz BSC sgrowne i rowne
sg miary katow przylegtych do tych bokéw, wiec tréjkaty BPS i BSC sg podobne (na
podstawie cechy bkb podobienstwa trojkgtow).
To konczy dowdd.
Kazdy z obliczonych powyzej stosunkéw dtugosci odpowiednich bokéw trojkgtow BPS oraz
BSC jest rowny skali podobienstwa tychze trojkgtow.

Skala podobienstwa trojkatow BPS oraz BSC jestrowna k = % = g
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Zadanie 27. (0-4)

Tomek i Marek chcg wejsé docelowo na szczyt S
pewnej gory. W chwili poczatkowej znajdujg sie
w punkcie P potozonym na stoku gory doktadnie na
pétnoc od szczytu na wysokosci Hy, metrow n.p.m.
Tomek i Marek chca dotrze¢ do bazy B znajdujacej
sie doktadnie na potudnie od szczytu na
przeciwlegtym potudniowym stoku gory na wysokosci
H; metrow n.p.m., a nastepnie z bazy wejs¢ na
szczyt lezgcy na wysokosci H, metrow n.p.m. (patrz
rysunek 1.).

Oblicz dlugos$é najkrétszej drogi, jaka musza
pokonacé, aby dotrze¢ do bazy.

Przyjmij, ze goéra jest stozkiem o kacie rozwarcia «.

Wskazéwka: Powierzchnia boczna stozka po rozcieciu
wzdtuz tworzgcej i roztozeniu jest wycinkiem kota.
Najkrotsza droga do bazy odpowiada najkrétszej drodze
z punktu P do B na wycinku kofa.
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Wymagania ogolne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
3. Tworzenie pomocniczych obiektow matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentacji lub rozwigzania problemu. Dobieranie
i tworzenie modeli matematycznych przy rozwiazywaniu probleméw praktycznych
i teoretycznych.
IV. Rozumowanie i argumentacja.
4, Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwiazywaniu zadan, rowniez w sytuacjach

nietypowych.

Wymagania szczegbétowe
VII. Trygonometria. Zdajacy:
1R) stosuje miare tukowa [...].
VIII. Planimetria. Zdajacy:
2) [...] stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie
cosinusow;
6) stosuje wzory na pole wycinka kota i dlugo$c¢ tuku okregu.

Zasady oceniania
4 pkt — prawidtowa metoda obliczenia dtugosci odcinka PB na siatce stozka i prawidtowy

wynik.

3 pkt — obliczenie miary tukowej kata BSP na siatce stozka i obliczenie dtugosci odcinkow
BS oraz PS.

2 pkt — obliczenie miary tukowej kata BSP na siatce stozka
LUB

obliczenie dtugosci odcinkéw BS oraz PS.
1 pkt — zapisanie, Zze najkrétsza droga jest rowna diugosci odcinka PB na siatce stozka.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie
Niech [ bedzie dtugoscig tworzgcej stozka, a R — dtugoscig promienia podstawy.
Rozwiniemy powierzchnie boczng stozka, na ktérej zaznaczymy kluczowe punkty P, Bi S.
Diugos$¢ odcinka PB oznaczymy jako d. Jest to dtugos$¢ najkrétszej trasy z punktu P do
bazy (zobacz rys. 1.).

Rysunek 1.

P

Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest wycinkiem kota o promieniu diugosci [.
Wyznaczymy miare [ kata Srodkowego tego wycinka.

Ze wzoréw na pole powierzchni bocznej stozka oraz pole wycinka kota otrzymujemy

B
R-l=—-: [?
T o T
R
ﬁZZTC'T
Zatem
|BSP|—1 = R
#BSPl=gF=m7

Kat rozwarcia stozka jest rowny «, wiec % = sin%, co prowadzi do

a
|ABSP| =m - sinz

Wyrazimy dtugosci odcinkbw BS oraz PS w zaleznosci od danych podanych w tresci
zadania.
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Rozwazmy przekrdj osiowy stozka zawierajgcy Rys. 2
punkty B, P oraz S (zobacz rys. 2.). Punkt S’ na

rysunku 2. jest rzutem prostokatnym punktu S na S
podstawe stozka, natomiast punkt Q — punktem
przeciecia tworzgcej SB z podstawg stozka. =
Z trojkgtéw SS'Q oraz STB otrzymujemy

IST| |SS'| T \p
|BS| = 7 oraz [SQ|= T

cos~ cos

P S' Q

Z tresci zadania |ST| = H, — H, oraz |SS'| = H, — H,, wiec

H; - H; — Hy
|BS| = o oraz |PS|=[SQ|=—F—

cos~ cos~

Stosujemy twierdzenie cosinuséw do trojkata BSP: iobliczamy |PB]|:

|PB|? = |PS|* + |BS|> — 2 - |PS| - |BS| - cos |ABSP|

2 2
H, — H, H, — Hy 2(H, — Hy)(H, — Hy) ( 0—’)
—_ | +|—] - - COS

d= T - sin—
a a a2
CcoOS = COS = “
2 2 (COS 2)

2

\/(Hz — Hy)? + (H, — Hy)? — 2(H, — Hy)(H, — Hy) cos (n : sin%)
d =

cos >
2




Przyktadowe zadania z rozwigzaniami 91

KOMBINATORYKA, RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA | STATYSTYKA

Niech n bedzie ustalong liczbg naturalng dodatnia. Ze zbioru
M ={1;2;3;..;3n+ 1} losujemy jednoczesnie trzy liczby. Zdarzenie A odpowiada
jednoczesnemu wylosowaniu ze zbioru M trzech liczb, takich ze suma tych liczb przy dzieleniu
przez 3 daje reszte 1.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A.

Wymaganie ogélne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwiazywaniu problemow
praktycznych iteoretycznych.

Wymagania szczego6towe
XIl. Kombinatoryka. Zdajgcy:
1R) oblicza liczbe mozliwych  sytuacji, spetniajagcych  okreslone  kryteria,
z wykorzystaniem reguty mnozenia i dodawania (takze tgcznie) oraz wzoréw na
liczbe: permutacji, kombinacji i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajacych
rozwazenia ztozonego modelu zliczania elementow;
2R) stosuje wspotczynnik dwumianowy (symbol Newtona) i jego witasnosci przy
rozwigzywaniu problemow kombinatorycznych.
XIl. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zdajgcy:
1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.
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Zasady oceniania

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody wyznaczenia szukanego prawdopodobienstwa oraz
prawidtowy wynik.

3 pkt — rozpatrzenie wszystkich mozliwych przypadkéw, kiedy suma trzech liczb naturalnych
daje przy dzieleniu przez 3 reszte 1, tj. zapisanie, ze moc zbioru A wynosi

ny m+1 n+1 n ny (M
(2)( 1 )+( 2 )'(1)+(2)'(1)
2 pkt — rozpatrzenie tylko dwoéch z wszystkich mozliwych przypadkow, kiedy suma trzech liczb
naturalnych daje przy dzieleniu przez 3 reszte 1 —tj. zapisanie, ze moc zbioru A wynosi

G+ ®
G)("1)+ G0
(30 0+6)-()

1 pkt — wyznaczenie liczby wszystkich trojelementowych podzbioréw zbioru M.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

LUB

LUB

Przyktadowe petne rozwigzanie
Wyznaczamy liczbe wszystkich tréjelementowych podzbioréw zbioru M:

3n+1 _(3n+1)-3n-(3n—1)_(3n+1)n(3n—1)
( 3 )_ 6 B 2

Wyznaczamy moc zbioru A.

Zauwazmy, ze suma trzech liczb naturalnych daje przy dzieleniu przez 3 reszte 1, gdy:
1) dwie z tych liczb sg podzielne przez 3, a jedna z tych liczb daje przy dzieleniu przez 3
reszte 1
LUB
2) dwie z tych liczb dajg przy dzieleniu przez 3 reszte 1, a jedna z tych liczb daje przy
dzieleniu przez 3 reszte 2
LUB
3) dwie z tych liczb dajg przy dzieleniu przez 3 reszte 2, a jedna z tych liczb jest podzielna
przez 3.
Poniewaz w zbiorze M mamy:
n liczb podzielnych przez 3,
n + 1 liczb, ktére przy dzieleniu przez 3 dajg reszte 1,
n liczb, ktére przy dzieleniu przez 3 dajg reszte 2,
wiec

=) "1+ (3 ) D) ()
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_nn-D(n+1) m+1)-n-n nn-Ln
B 2 * 2 T B

_nm?*—-1+n*+n+n*-n) nBn*-1)
B 2 B 2

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest rowne
n(3n? —1
% (37’12 _ 1)

P = Gar DnG@r=D ~ G+ DGR D
2

Pan Nowak czesto gra z synem w szachy. Obliczyt,
ze 60% rozegranych partii wygrywa jego syn.

Oblicz, ile partii szachow musi rozegra¢ z synem pan Nowak, aby prawdopodobienstwo
wygrania przez ojca przynajmniej jednej partii w catej rozgrywce byto wieksze od 0,95.
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Wymaganie ogodlne
lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu problemow
praktycznych i teoretycznych.

Wymaganie szczegbétowe
XIl. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zdajgcy:
2R) stosuje schemat Bernoulliego.

Zasady oceniania

4 pkt — rozwigzanie nieréwnosci: 1 — (0,6)™ > 0,95 i podanie odpowiedzi.

3 pkt — zastosowanie wzoru na prawdopodobienstwo uzyskania k sukceséw w n prébach
i zapisanie nieréwnosci: 1 — (0,6)™ > 0,95.

2 pkt — zapisanie nieréwnosci: 1 — P(S2) > 0,95.

1 pkt — obliczenie prawdopodobienstwa sukcesu i porazki.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Prébg Bernoullego jest rozegranie pojedynczej partii szachéw z synem. Sukcesem w tej prébie
jest wygrana pana Nowaka z synem w pojedynczej partii.

Prawdopodobienstwo sukcesu jest rowne p = 0,4, natomiast prawdopodobienstwo porazki
jestréwne q = 0,6.

Niech n oznacza szukang liczbe partii oraz niech

S92 — oznacza niewygranie przez ojca zadnej partii szachow,

S} — oznacza wygranie przez ojca jednej partii szachéw,

S2 — oznacza wygranie przez ojca dwdch partii szachow,

S — oznacza wygranie przez ojca n partii szachéw.

Korzystamy ze schematu Bernoullego. Prawdopodobienstwo wygrania przez pana Nowaka co
najmniej jednej partii szachow jest rowne

P(StusS2uS3u..ush)=1-P(SY)
Zatem
1—P(S%) > 0,95

n
— . 0, n
1 ( o) (0,4)° - (0,6)" > 0,95
1—(0,6)" > 0,95
(0,6)" < 0,05

n=6

Pan Nowak musi rozegra¢ z synem co najmniej szes¢ partii.
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Pewna choroba dotyka 0,2% catej populacji i w poczatkowym stadium nie daje widocznych
objawéw chorobowych. W ramach profilaktyki stosuje sie pewien test przesiewowy, ktéry daje
wynik pozytywny lub negatywny. Prawdopodobienstwo tego, ze test wykonany na osobie
chorej da wynik pozytywny (oznaczajgcy chorobe) jest rowne 0,99. Ponadto wiadomo, ze
prawdopodobienstwo tego, ze test wykonany na osobie zdrowej da wynik negatywny, jest
rowne 0,98.

Pan X poddat sie testowi, ktory dat wynik pozytywny. Pozytywny wynik oznacza podejrzenie
choroby.

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze Pan X jest rzeczywiscie chory.

Wymaganie ogolne
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi[...].

Wymaganie szczegoétowe
XIl. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zdajgcy:
1R) [...] stosuje wzér Bayesa [...].

Zasady oceniania

3 pkt — poprawna metoda obliczenia szukanego prawdopodobienstwa i prawidtowy wynik.
2 pkt — zastosowanie wzoru Bayesa.

1 pkt — obliczenie prawdopodobienstw warunkowych P(—|C) oraz P(+|Z).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

,+’ —zdarzenie polegajgce na tym, ze wylosowana osoba z populacji poddana testowi otrzyma
wynik pozytywny,

— — zdarzenie polegajgce na tym, ze wylosowana osoba z populacji poddana testowi otrzyma
wynik negatywny,

Z — zdarzenie polegajgce na tym, ze wylosowana osoba z populacji jest zdrowa,

C — zdarzenie polegajgce na tym, ze wylosowana osoba z populac;ji jest chora.

Nalezy obliczy¢ P(C|+).
Zgodnie z trescig zadania:

P(C) = 0,002, wiec P(Z) = 0,998
P(+|C) = 0,99, wiec P(—|C) = 0,01
P(—|2) =098,  wiec P(+]2) = 0,02.

Stosujemy twierdzenie Bayesa i obliczamy szukane prawdopodobienstwo:

P(C)
P(+|Z)-P(Z) + P(+|C) - P(C)

P(Cl+) = P(+|C) -

0,002

P(C|+) = 0,99 - 0,020,998 099 0,002

0,09

Zatem szukane prawdopodobienstwo wynosi ok. 0,09.
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W pewnym miesScie jest prostopadty uktad ulic,
a ruch na kazdej z nich jest dwukierunkowy. W
centrum miasta znajduje sie park, gdzie
obowigzuje catkowity zakaz ruchu pojazdow.
Schemat ulic w tym miescie wraz z potozeniem
parku przedstawiono ponizej na rysunku. |
Tomek znajduje sie w punkcie A miastaichce

dojechac¢ najkrotszg drogg do punktu B.

Oblicz, ile jest najkrétszych drogz A do B.
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Wymagania ogolne
Il.  Wykorzystanie i tworzenie informacji.
2. [...] operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie [...] w formie wykresow,
diagraméw [...].
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu probleméw
praktycznych i teoretycznych.
IV. Rozumowanie i argumentacja.
4.  Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwiazywaniu zadan, rowniez w sytuacjach

nietypowych.

Wymagania szczegbétowe
Xl. Kombinatoryka. Zdajgcy:
1R) oblicza liczbe mozliwych  sytuacji, spetniajgcych  okre$lone  kryteria,
z wykorzystaniem reguty mnozenia i dodawania (takze tgcznie) oraz wzoréw na
liczbe [...] kombinaciji [...];
2R) stosuje wspotczynnik dwumianowy (symbol Newtona) i jego witasnosci przy
rozwigzywaniu probleméw kombinatorycznych.

Zasady oceniania

4 pkt — prawidtowa metoda wyznaczenia wszystkich najkrotszych drégz A do B i prawidtowy
wynik.

3 pkt — obliczenie  liczby = wszystkich najkrotszych drég z A do K  (gdzie
K € {C,D,E,F,G}).

2 pkt — zapisanie, ze liczba wszystkich najkrotszych drég z A do B przechodzacych przez
punkt K (gdzie K € {C,D, E, F, G}) jestiloczynem liczby wszystkich najkrétszych drog
z A do K iliczby wszystkich najkrétszych drogz K do B.

1 pkt — zapisanie, ze kazda najkrétsza droga z A do B musi przechodzi¢ przez jeden
z punktéw C-G.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie
W ponizszym rozwigzaniu przez n(K, L) rozumie¢ bedziemy liczbe wszystkich najkrétszych
drég z punktu K do punktu L.

Zaznaczmy na schemacie ulic punkty C, D, E, F, G (patrz rysunek 1.).

Rysunek 1.

park

Zauwazmy, ze kazda najkrotsza drogaz A do B musi przechodzi¢ przez ktéry$ z punktow
C,D,E,F lub G.Ponadto, liczba wszystkich najkrétszych drégz A do B przechodzacych
przez C jestrowna n(A4,C) - n(C, B). Analogicznie, liczba wszystkich najkrétszych drog z A
do B przechodzacych przez D jestréwna n(A4,D) - n(D,B) itd.

Obliczymy n(A4, C), czyli liczbe wszystkich najkrotszych drog z A do C. Kierunek wyznaczony
na rysunku 1. przez prostg AG nazwiemy poziomym, a kierunek prostopadty do poziomego
— pionowym. Kazda najkrotsza droga z A do C skiada sie z doktadnie 11 odcinkow:
2 poziomychi 9 pionowych. Wskazanie 2 odcinkéw (sposrod 11), ktére majg by¢ poziome,
okresla nam jednoznacznie najkrétszg droge z A do C. Stad najkrotszych drégz A do C
jest (121).

Na rysunku 2. przedstawiono najkrétszg droge z A do C, gdzie odcinki trzeci i 6smy sg
poziome, a pozostate — pionowe.

Na rysunku 3. przedstawiono najkrétszg droge z A do C, ktéra odpowiada wyborowi odcinkdw
szostego i jedenastego jako odcinkéw poziomych.



100 Informator o egzaminie maturalnym z matematyki na poziomie rozszerzonym od roku szkolnego 2022/2023

Rysunek 2. Rysunek 3.
C 11,C
—e
11 10
10 9
8 |9 8
7 6 |7
6 5
5 4
3 14 3
2 2
1 1
L J
A A

Podobnie rozumujgc, otrzymujemy

n(4,C) - n(CB)—(lzl) ( ):55.1=55

11
3

11)
4

(
n(A,F) -n(F,B) = (13>

n(4,D) -n(D,B) = ( ) (1 )=165~13=2145

13

n(4,E) -n(E,B) = ,

) = 330-78 = 25740

11
(3> 13 -165 = 2145
(1

n(A,G) - n(G,B) = () )—1-55:55

wiec n(4,B) =55+ 2145 + 25740 + 2145 + 55 = 30140.
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3_ Informacja o egzaminie maturalnym z matematyki dla

absolwentéw niestyszacych

Informacje o egzaminie maturalnym z matematyki przedstawione w rozdziale 1. Opis
egzaminu _maturalnego z matematyki dotyczg rowniez egzaminu dla absolwentow
niestyszgcych. Ponadto zdajgcy niestyszacy przystepujg do egzaminu maturalnego
w warunkach i formie dostosowanych do potrzeb wynikajgcych z ich niepetnosprawnosci.

Dostosowanie warunkéw przeprowadzenia egzaminu maturalnego dla absolwentéw
niestyszgcych obejmuje m.in. czas trwania egzaminu. Dostosowanie formy egzaminu
maturalnego z matematyki dla absolwentéw niestyszgcych polega na przygotowaniu
odpowiednich arkuszy, w ktérych uwzglednia sie zmiane sposobu formutowania tresci
niektérych zadan i poleceh. Zmiany te dotyczg zamiany pojedynczych stow, zwrotow lub
catych zdan — jesli mogtyby one by¢ niezrozumiate lub btednie zrozumiane przez osoby
niestyszgce. Zadania moga by¢ dodatkowo uzupetnione szkicem, tabelg lub inng formag
graficzng ilustrujgca ich tres¢. Jednak takie zmiany nie mogg wptywac na merytoryczng tresé
zadania oraz nie mogg dotyczy¢ terminow typowych dla danej dziedziny wiedzy.

Szczegotowe informacje z tym zwigzane okreslone sg w Komunikacie dyrektora Centralnej
Komisji Egzaminacyjnej w sprawie szczegotowych sposobow dostosowania warunkow i form
przeprowadzania egzaminu maturalnego w danym roku szkolnym.

W dalszej czesci tego rozdziatu zostaly przedstawione przyktadowe zadania, ktore ilustrujg
sposéb dostosowania niektérych zadan wybranych z rozdziatu 2. Przyktadowe zadania
Z rozwigzaniami. Zachowano te samg numeracje zadan.
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Funkcja kwadratowa f jest okreslona wzorem f(x)=px?+(p—-1Dx+1—-2p dla
kazdego x € R.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych funkcja f ma dokfadnie dwa
miejsca zerowe X1 i X3, ktérych réznica réwna sie 1.

Zasady oceniania
4 pkt — zapisanie zbioru tych wszystkich wartosci parametru p, dla ktérych funkcja ma dwa
doktadnie dwa miejsca zerowe roznigce sieo 1.
3 pkt — zapisanie nierownosci A > 0 w zaleznosci od parametru p i jej rozwigzanie oraz
zapisanie warunku |x; — x,| = 1 w zaleznosci od parametru p ijego rozwigzanie.
2 pkt — zapisanie nierownosci A > 0 w zalezno$ci od parametru p i jej rozwigzanie
LUB
zapisanie warunku |x; — x,| = 1 w zaleznos$ci od parametru p ijego rozwigzanie.
1 pkt — wyznaczenie warunkéw koniecznych i dostatecznych na to, aby funkcja f miata
dokfadnie dwa miejsca zerowe réznigce sie o 1.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie

Wyznaczamy warunki konieczne i dostateczne na to, aby funkcja f miata doktadnie dwa
miejsca zerowe, ktérych réznica wynosi jeden:

W1l p#0 (z tresci zadania f jest funkcjg kwadratowa)
W2. A>0 (aby funkcja f miata doktadnie dwa miejsca zerowe)
W3. |x; —x,] =1 (aby miejsca zerowe funkcji f roznity sie o 1).

Rozwigzujemy warunek W2:

A>0
(p—1?—4p(1-2p) >0
9p?—6p+1>0
Bp-1)2>0

€ (<enz) U (5+0)
—00, — —, 400
p '3) 2 \3’

Rozwigzujemy warunek W3. Skorzystamy tutaj ze wzorow Viéte’a.

lx1 — x| =1
(x —x)* =1
X2 —2x1 X3+ x,°2 =1
X12 —2X1 X+ X% + 2Xx1 - Xy — 2% - X, = 1
(1 +x3)% —4x; - x, =1

Gdy p # 0 mamy

— 12 1-2
p p

(p —1? —4p(1 - 2p) =p?
8p*—6p+1=0

_1Ib 1

Po uwzglednieniu wszystkich warunkoéw otrzymujemy: p = % lub p = %
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Syzyf codziennie probuje wtoczy¢ ciezkg kamienng
kule na szczyt pewnej gory. Niestety, nie udaje mu
sie osiggnac celu.

Prace zaczyna w chwili t =0 od punktu O
oddalonego od szczytu o 4 km. Pofozenie s
Syzyfa wtaczajgcego kule jest opisane rownaniem

s(t) = —t3 + 16,5t% + 180t dla t € [0, 24]

gdzie s jest wyrazone w metrach, a czas t —
w godzinach.

Os Os jest skierowana do wierzchotka gory i jest styczna w kazdym punkcie do zbocza gory.

Oblicz najmniejsza odlegtosé, na jaka Syzyf zblizy sie do wierzchotka géry, oraz
maksymalng predkosé, z jaka wtacza kamien pod goére.

Zasady oceniania

4 pkt — poprawna metoda wyznaczenia najmniejszej odlegtosci, na jakg Syzyf zblizy sie do
wierzchotka géry, i poprawna metoda wyznaczenia najwiekszej wartosci predkosci,
z jakg wtaczany jest kamien, wraz z prawidtowymi wynikami liczbowymi.

3 pkt — zapisanie, ze predkos¢ jest pochodng funkcji potozenia i znalezienie ekstreméw
funkcji s’.

2 pkt — zbadanie monotonicznosci funkcji s i znalezienie ekstreméw funkcji s.

1 pkt — obliczenie pochodnej funkcji s.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie

Najpierw wyznaczymy najmniejszg odlegtos¢, na jakg Syzyf zblizy sie do wierzchotka gory.

Obliczamy pochodng funkgcji s:

s'(t) = —3t*+33t+ 180 dla t € [0,24]

i obliczamy jej miejsca zerowe:

s'(t)=0
—3t2+33t+180=0
t2—11t—-60=0
A =361
t, =15 t, <0
Poniewaz:
s'(t) >0 dla t € [0,15)
s'(t) <0 dla t € (15,24]
wiec

funkcja s jest rosngca w przedziale [0,15]
funkcja s jest malejgca w przedziale [15,24]

Zatem dla t =15 funkcja s osigga maksimum, Sp. = s(15) = 3037,5. Syzyf po 15
godzinach pokonat 3037,5 m, a wiec zblizyt sie do wierzchotka goéry na odlegtosé
4000 — 3037,5 =962,5m.

Obliczamy maksymalng wartos¢ predkosci, z jakg Syzyf wtacza kule.

Niech v oznacza predkos¢ Syzyfa wtaczajgcego kule.
Poniewaz v = s’ , wiec

o(t) =s'(t) = —3t>+33t+ 180 dla t € [0,24]

Korzystamy z wtasnosci funkcji kwadratowej i obliczamy najwiekszg warto$¢ predkosci, z jakg
Syzyf wtacza kule:

Pierwsza wspétrzedna wierzchotka paraboli y = —3t% + 33t + 180 ma wartos¢:
b 33 11

P="2a" 2.3 z 10
Wiec, U(12_1) = - (%)2 +33 (%) +180 = 270,75 > 0

Zatem najwieksza wartos¢ predkosci, z jakg Syzyf wtacza kule pod gore jest réwna
270,75 m/h.
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Zadanie 10. (0-6)

Na rysunku ponizej przedstawiono potozenie czterech miast A, B, C i D oraz przyktadowg
sie¢ drog miedzy nimi. Sie¢ trzeba tak zaprojektowac, aby tgczyta kazde dwa z tych miast,
miata dwa wezly, a fgczna dlugosé jej drog byta mozliwie najmniejsza. Punkty A, B, C i D to
wierzchotki kwadratu o boku 300 km.

D C

300 km

A

Oblicz, jaka musi by¢ dlugos¢ najkrotszej takiej sieci drég i gdzie musza byé¢
zlokalizowane wezly tej sieci.
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Zasady oceniania

6 pkt — obliczenie dtugosci najkrotszej sieci z dwoma weztami i podanie lokalizacji weztow
wzgledem miast.

5 pkt — obliczenie dtugo$ci najkrétszej sieci z dwoma weztami.

4 pkt — obliczenie wartosci najmniejszej funkcji f.

3 pkt — obliczenie pochodnej funkcji f.

2 pkt — wyrazenie dtugosci sieci za pomocg odlegtosci weztdéw od prostych odpowiednio AD
i BC.

1 pkt — uzasadnienie, ze wezly muszg sie znajdowac na symetralnej odcinka AD.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Rozpatrzmy sie¢ drég ztozong z odcinkéow AK, KL, LC, BL i DK (zobacz rysunek 1.)

Rysunek 1.
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Prowadzimy prosta p réwnolegtg do AD i przechodzacg przez K i zaznaczamy na niej
punkt K’ taki, ze |AK'| = |DK’|.

Prowadzimy prostg réwnolegtg do BC iprzechodzaca przez L izaznaczamy na niej punkt L’
taki, ze |BL'| = |CL'| (patrz rysunek 2.).

. Rysunek 2. ,

Pokazemy, ze sie¢ drég z weztami K i L mozna zastgpi¢ siecig krotszg —z weztami K’ i L’.
Niech D’ bedzie punktem symetrycznym do punktu D wzgledem prostej p. Wéwczas punkty
D’, K’ oraz A sag wspédtliniowe, wiec

|DK| + |KA| = |D'K| + |KA| = |D'A| = |DK'| + |K'A].

Podobnie pokazujemy, ze |BL|+ |LC| = |BL'|+ |L'C|. Ponadto odcinek K'L' jest
rownolegty do prostej AB, wiec |K'L’| < |KL|. Zatem sie¢ drog zweztami K’ i L' jestkrétsza
nizzweztami K i L.

Oznaczmy odlegtos$¢ punktu K’ od prostej AD przez x, natomiast punktu L' od prostej BC
przez y (zobacz rysunek 3).

Rysunek 3.

A
Dtugos¢ d sieci zweztami K' i L' jest réwna

d = 21502 + x2 4+ 2,/1502 + y2 + 300 —x — y

gdzie x € [0,300] i 0 < x +y < 300.
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Zauwazmy, ze funkcje f(x) =2v150%2 +x?—x i g(y) = 2,/1502 + y2 —y majg takg
samg postac, w zwigzku z tym zbadamy tylko funkcje f(x) = 2v1502% + x? — x okreslong
dia x € [0,300].

1 1 2x
’x): ._.—.Zx_ e —
fi( 2 /1502 + x2 V1502 4 x2
f'(x)=0
2x
=1

4x? = x% + 1502
x = 503
f'(x)>0 < x € (50V3,300]
f'(x) <0 < x€[050V3)

Funkcja f jest malejaca w przedziale [0,50V3] i rosnaca w przedziale [50+/3,300].

Najmniejszg warto$¢ funkcja przyjmuje w punkcie x = 50v/3 i wartos¢ ta jest réwna

£(50v/3) = 150V3.

Zatem

d=f(x)+ f(¥) + 300 > 300(1 +V3)
przy czym rownos¢ zachodzi tylko wtedy, gdy x =y = 50v/3. Najkrotsza sie¢ drog ma zatem
dtugosé 300(1 + \/§) km i sktada sie z 5 odcinkow: AK', K'L', L'C, BL' i DK'.

Wezet K’ jest rowno oddalony (w odlegtosci 100+/3 km) od miast 4 i D, natomiast wezet L’
jest réwno oddalony (w odlegtosci 1003 km) od miast B i C (patrz rysunek 3.).

Zauwazmy jeszcze, ze w przypadku sieci drég z jednym weztem, najkrotsza taka sie¢ bedzie

miata dtugos¢ réwng 600v/2 km (i wezet w srodku kwadratu ABCD). Bedzie wiec dtuzsza
niz sie¢ z dwoma weztami.
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Zadanie 19. (0-4)

Na rysunku obok przedstawiono pofozenie miejscowosci
A, B i C oraz zaznaczono odlegto$ci miedzy nimi.

O godzinie 9:00 z miejscowosci A do C wyruszyli A‘ 15 km
harcerze z zastepu ,Tropiciele” i maszerowali y
z predkoscig 4 km/h. O tej samej godzinie z miejscowosci

B do A wyruszyli harcerze z zastepu ,Korsarze”
i maszerowali z predkoscig 2 km/h.

20 km

ce

Wyznacz godzine, o ktorej odlegtos¢ miedzy tymi zastepami harcerzy bedzie
najmniejsza.

o™
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Zasady oceniania

dla rozwigzania sposobem 1.

4 pkt — prawidtowa metoda wyznaczenia chwili, w ktérej odlegtos¢ miedzy zastepami bedzie
najmniejsza i prawidtowa odpowiedz.

3 pkt — uzasadnienie, ze odlegtos¢ d jest najmniejsza wtedy, gdy wyrazenie
podpierwiastkowe 20t? — 60t + 225 jest mozliwie najmniejsze oraz podanie zakresu
zmiennosci t.

2 pkt — wyrazenie odlegtosci d miedzy zastepami za pomocg czasu t, jaki uptynat od
momentu wyruszenia zastepow.

1 pkt — wyrazenie odlegtosci poszczegodlnych zastepdw od miejscowosci A za pomocg czasu,
jaki uptynat od momentu wyruszenia zastepow.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

dla rozwigzania sposobem 2.

4 pkt — uzasadnienie (np. poprzez zbadanie monotonicznosci), ze dla t = 1,5 funkcja d(t)
osigga minimum globalne i podanie prawidtowej odpowiedzi.

3 pkt — podanie dziedziny funkcji d(t), obliczenie pochodnej funkcji d(t) i znalezienie
punktow krytycznych.

2 pkt — wyrazenie odlegtosci d miedzy zastepami za pomocag czasu t, jaki uptyngt od
momentu wyruszenia zastepow.

1 pkt — wyrazenie odlegtosci poszczegdlnych zastepdw od miejscowosci A za pomocg czasu,
jaki uptynat od momentu wyruszenia zastepow.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petlne rozwigzania
Sposob 1.
Niech d; bedzie odlegtoscig (w km) zastepu , Tropiciele” od miejscowosci A.

Wyznaczamy zalezno$¢ d; od czasu t (w godzinach), jaki uptynat od chwili wyruszenia
zastepu z miejscowosci A:

d,(t) =4t dla t€[0,5],

gdzie 4 to predkosc (w km/h) marszu ,Tropicieli”.

Niech d, bedzie odlegtoscig (w km) zastepu ,Korsarze” od miejscowosci A.

Wyznaczamy zalezno$¢ d, od czasu t (w godzinach), jaki uptyngt od chwili wyruszenia
zastepu z miejscowosci B:

15

dy(t) = 15— 2t dia t € [0,7 ,

gdzie 2 to predkos¢ (w km/h) marszu ,Korsarzy”.

Odlegtos¢ d miedzy zastepami w chwili t jest réwna

d(t) = d?(t) + d2(t) = /16t2 + (15— 2t)2 dla t € [0,12—5 .
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Badamy, dla jakiego argumentu t € [O, 175] funkcja d osiaga warto$¢ najmniejsza.

Poniewaz funkcja g(x) = v/x jest funkcjg rosnacg w przedziale [0, +0), wiec funkcja d
osigga warto$¢ najmniejszg wtedy, gdy funkcja

F(D) = 16t + (15 — 26)% = 20¢2 — 60t + 225 okreslona dla t € [0,12—5

osigga wartos¢ najmniejsza.

Funkcja f(t) = 20t? — 60t + 225 jest funkcjg kwadratowa, osigga wiec wartos$é
najmniejszg dla argumentu t réwnego

-60 15].

t==220~

=15¢€|o,
Zatem funkcja d osigga warto$¢ najmniejszg dla argumentu t = 1,5.

Odlegtos¢ miedzy zastepami harcerzy bedzie najmniejsza po uptywie péttorej godziny, czyli
0 godzinie 10:30.

Sposob 2.

Niech d; bedzie odlegtoscig (w km) zastepu , Tropiciele” od miejscowosci A.

Wyznaczamy zalezno$¢ d; od czasu t (w godzinach), jaki uptynat od chwili wyruszenia
zastepu z miejscowosci A:

d,(t) =4t dla t €[0,5], gdzie 4 to predkos¢ (w km/h) marszu ,Tropicieli”.
Niech d, bedzie odlegtoscig (w km) zastepu ,Korsarze” od miejscowosci A.

Wyznaczamy zalezno$¢ d, od czasu t (w godzinach), jaki uptyngt od chwili wyruszenia
zastepu z miejscowoséci B:

d,(t)=15—-2tdla t € [0, 12—5] gdzie 2 to predkosé¢ (w km/h) marszu ,Korsarzy”.

Odlegto$¢ d miedzy zastepami w chwili t wynosi

15
2

d(t) = /d3(t) + d3(t) = /16t2 + (15— 2t)2 dla t € [0

Badamy, dla jakiego argumentu t € [O, 175] funkcja d osigga warto$¢ najmniejsza.

Obliczamy pochodng funkcji d:

d'(t) = (\/16t2 + (15 - 2t)2)' 1662 + (15 — 26)?] =

1 20t — 30
= [32t+2-(15-2t) - (=2)] =
2,/16t2 + (15 — 2t)2 J16t2 + (15 — 2t)2
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dla t € [0,175.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji d:
20t — 30 _
J16t7 + (15— 26)2
20t—-30=0

t—3e[015
2 "2

Sprawdzamy, czy w punkcie t = % funkcja d osigga ekstremum.

Badamy monotonicznos$é funkcji d. Poniewaz

d(t)>0date (3 15]
a 2’72

3
d'(t) <0 dia t € [O'E>

wiec

funkcja d jest rosngca w przedziale [%12—5]

funkcja d jest malejgca w przedziale [0%]

co oznacza, ze w punkcie t = 1,5 funkcja d osigga warto$¢ najmniejsza.

Odlegtos¢ miedzy zastepami harcerzy bedzie najmniejsza po uptywie péttorej godziny, czyli
0 godzinie 10:30.
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W ostrostupie prawidtowym czworokatnym ABCDE punkt O jest srodkiem symetrii podstawy
ostrostupa. Stosunek obwodu podstawy ABCD do sumy dtugosci wszystkich krawedzi
ostrostupa jest rowny 1:5. Przez przekatng AC podstawy i srodek S krawedzi bocznej BE
poprowadzono ptaszczyzne (patrz rysunek ).

A B

Oblicz stosunek pola otrzymanego przekroju do pola podstawy ostrostupa oraz miare
kata BSO (w zaokragleniudo 1°).
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Zasady oceniania
dla rozwigzan sposobami 1. oraz 2.
5 pkt — wyznaczenie miary kata BSO oraz obliczenie stosunku pola przekroju do pola
podstawy ostrostupa.
4 pkt — obliczenie wartosci cosinusa kgta BSO oraz stosunku pola przekroju do pola podstawy
ostrostupa
LUB
wyznaczenie miary kata BSO.
3 pkt — obliczenie stosunku pola przekroju do pola podstawy ostrostupa
LUB
obliczenie wartosci cosinusa kata BSO.
2 pkt — wyznaczenie dtugosci odcinka O0S w zaleznosci od dtugoéci krawedzi podstawy.
1 pkt — wyznaczenie dtugosci krawedzi bocznej w zaleznos$ci od dlugosci krawedzi podstawy.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

dla rozwigzania sposobem 3.

5 pkt — wyznaczenie miary kata BSO oraz obliczenie stosunku pola przekroju do pola
podstawy ostrostupa.

4 pkt — obliczenie cosinusa kata OEB lub FBS.
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3 pkt — obliczenie stosunku pola przekroju do pola podstawy ostrostupa.

2 pkt — wyznaczenie dtugosci odcinkéw SF i OF.

1 pkt — wyznaczenie dtugosci krawedzi bocznej w zaleznos$ci od dlugosci krawedzi podstawy.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob 1.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1.

Wyznaczamy zalezno$¢ b od a.

Rysunek 1. E

A a B Rysunek 2.
Z tresci zadania wiemy, ze stosunek obwodu podstawy do
sumy dtugosci wszystkich krawedzi ostrostupa jest réwny 1:5, 2a
wiec

4a 1

= - ,codaje b =4a.

4a+4b 5 S
Wyznaczamy zaleznos$¢ |0S | od a.
Tréjkat OBE jest  prostokatny, punkt S jest $rodkiem
przeciwprostokatnej, wiec S jest srodkiem okregu opisanego 2a
na tréjkacie OBE (patrz rysunek 2.).
Zatem |0S| = 2a.
Obliczamy stosunek pola przekroju ACS do pola podstawy 0 B

ostrostupa:
1 1
Pacs i-a\/Z-IOSI E-a\/Z-Za

- 2 2
Papcp a a

V2
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Do tréjkgta BSO zastosujemy twierdzenie cosinuséw w celu obliczenia cosinusa kata BSO:

g

2
> > = R2a)*+ (2a)!—2-2a-2a-cosa

Z ostatniego réwnania otrzymujemy cos a = wiec a = 20°.

15
16

Sposob 2.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1.

Wyznaczamy zalezno$¢ b od a.

Z tresci zadania wiemy, ze stosunek obwodu podstawy do sumy dtugosci wszystkich krawedzi
ostrostupa jest rowny 1:5, wiec
4a

1 .
m—g,COdaje b = 4a.

Dla trojkgta BEC zastosujemy twierdzenie cosinuséw w celu obliczenia cosinusa kata BEC:

a?=b2+b2—2-b-b-cos|4BEC|

a’ = 16a% + 16a®> — 2 - 4a - 4a - cos |4BEC]|

31
cos |4BEC| = 32

Korzystamy z twierdzenia cosinuséw zastosowanego do tréjkata CSE iwyznaczamy dtugosc
odcinka SC:

1 \? 1
ISC|% = b2 + (—b) -2 -Eb -b - cos |4BEC|

2
31
|SC|? = 16a? + 4a? — 16a? - —
32
9
SC|2 = = a?
ISCI* =7a
|SC|—3a
V2

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkata OCS w celu wyznaczenia dlugosci odcinka 0S:

2
V2a
|0S|? = |SC|2 — (—2 >
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Obliczamy stosunek pola przekroju ACS do pola podstawy ostrostupa:

-z

1 1
PACS _7'&&"08'_7'@\/5'2&
- 2

2
Papcp a a

W celu obliczenia cosinusa kata BSO zastosujemy do tréjkgta BSO (patrz rysunek 2.)
twierdzenie cosinuséw:

a2
(5

2
> =(2a)’+ (2a)*—2-2a-2a-cosa

Z ostatniego réwnania otrzymujemy cos a = wiec a = 20°.

1_6 ’

Sposob 3.

Wyznaczamy zalezno$¢ b od a.

Z tresci zadania wiemy, ze stosunek obwodu podstawy do sumy dtugosci wszystkich krawedzi
ostrostupa jest rowny 1:5, wiec
4a

m:%,COdaje b = 4a.

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa dla tréjkata prostokgtnego BOE i obliczamy dtugos¢
odcinka OE:

|OE|? = |BE|* — |0B|?

2
a2
|0E|? = (4a)* — <—>
2
62
|0E|2 =Ta2
V62
|OE| =Ta

Oznaczmy przez F rzut prostokatny punktu S na odcinek OB.
Poniewaz |A0EB| = |4FSB|, |40BE| = |4FBS| itréjkaty BOE oraz BFS sa prostokatne,
wiec sg podobne (na mocy cechy kkk podobienstwa tréjkatow). Trojkgty BOE i BFS sa

podobne w skali k = % = ;—Z = 2. Zatem F jest srodkiem odcinka OB, wiec
1 av'2 1 V62
|0F|=§|OB|=T oraz |SF|=§|0E|=TCL
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Obliczamy dtugos¢ odcinka 0S:

|0S|* = |OF|? + |SF|?

0|2 = (“%f) +<\/%_2a>

|0S| = 2a

Obliczamy stosunek pola przekroju ACS do pola podstawy ostrostupa:

1 1
Pacs =§-a\/§-|OS|=7-a\/§-2a=

Papcp a? a? V2
Poniewaz
cos|4FSB| = IFS] = @a = vez
|BS| 2a 8
i trojkat OSB jest rownoramienny, wiec a = 2 - |4FSB|. Zatem
2
cosa = cos(2 - |4FSB|) = 2cos?|4FSB| —1=2- <?> —-1= 1—2

skad a = 20°.

Trapez ABCD jest wpisany w okrgg o réwnaniu x? + y? —38x + 22y — 96 = 0.
Odcinek AB jest dluzszg podstawg tego trapezu. Jego przekatna AC jest zawarta w prostej

o réwnaniu y = x. Wierzchotek A trapezu ma obie wspoirzedne ujemne.

Oblicz sinus kata ABC.
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Zasady oceniania
dla rozwigzania sposobem 1.
4 pkt — zastosowanie twierdzenia sinusow do trojkata ABC i obliczenie sinusa kata ABC.
3 pkt — obliczenie dtugosci promienia okregu oraz dtugosci odcinka |AC|.
2 pkt — obliczenie dtugosci promienia oraz wspétrzednych wierzchotkow A i C trapezu
LUB
obliczenie wspotrzednych wierzchotkow A i € trapezu oraz obliczenie dtugosci
odcinka AC.
1 pkt — obliczenie dtugosci promienia okregu
LUB
obliczenie wspotrzednych wierzchotkdw A i C trapezu.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

dla rozwigzania sposobem 2.

4 pkt — zastosowanie twierdzenia sinuséw do tréjkata ABC i obliczenie sinusa kata ABC.
3 pkt — obliczenie dtugosci odcinka AC.

2 pkt — obliczenie odlegtosci sSrodka okregu od prostej zawierajgcej przekatng AC trapezu.
1 pkt — obliczenie dlugosci promienia okregu.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob 1.

Obliczamy dtugo$¢ promienia R okregu z rownania ogolnego okregu.

Gdy x%*+y?—2ax—2by+c=0, toR?>=a’+b*—c.

2

R = () +(-2) - 96 = 578

R=17V2

Obliczamy wspotrzedne wierzchotkdéw A i C trapezu, czyli punkty przeciecia okregu i prostej:

{x2+y2—38x+22y—96=0
y=x

x>+ x2—-38x+22x—96 =0
2x% — 16x — 96 = 0

Po rozwigzaniu rownania otrzymujemy: x = —4 lub x = 12.
Gdy x =—4,t0 y=—4.Gdy x =12,t0o y =12.

Poniewaz wierzchotek A trapezu ma obie wspotrzedne ujemne, wiec otrzymujemy
A= (—4,—-4) oraz C = (12,12).

Obliczamy dtugos¢ odcinka AC:

|AC| = J (12 + 4)2 + (12 + 4)2 = 16V2

Po zastosowaniu twierdzenia sinuséw do tréjkata ABC otrzymujemy

|AC]|

——— =2R
sin [4ABC|

_ |AC| 16V2 8
Slnlé-ABC|=ﬁ=m=ﬁ

Sposob 2.

Obliczamy wspoirzedne srodka S okregu i dtugos¢ R promienia okregu:

x2+y?2—38x+22y—96=0
(x—19)2—-361+(y+11)2—-121-96=0
2
(x —19)% + (y + 11)% = (17V2)

Zatem $rodek S okregu ma wspoétrzedne S = (19,—11), a promiehn okregu ma dtugos¢
R = 172.
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Niech E bedzie srodkiem odcinka AC. Obliczamy |SE| jako odlegto$¢ punktu S od
prostej AC oréwnaniu x —y = 0:

|19 + 11|

5 = 15V2

d(S,AC) = |SE| =

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkgta CES w celu obliczenia dlugosci odcinka EC
(potowa dtugosci przekatnej AC trapezu ABCD):

|EC|? = R — |SE|?
ECI? = (17V2) — (15v2)" = 128

Zatem |AC| =2-|EC| = 16V2.

Po zastosowaniu twierdzenia sinuséw do trojkata ABC otrzymujemy

|AC]|

— = 2R
sin [4ABC|

_ |AC| 16V2 8
Slnlé.ABC|=W=m=ﬁ

Zadanie 27. (0-4)

Celem wyprawy Tomka i Marka jest zdobycie
szczytu S pewnej gory. Wyprawe panowie
rozpoczynajg w punkcie P potozonym na
pétnocnym stoku géry, dokfadnie na pdétnoc od
szczytu, na wysokosci H, metrow n.p.m. Tomek
i Marek chcg najpierw dojs¢ do bazy B, znajdujgcej
sie dokfadnie na potudnie od szczytu, na
przeciwlegtym potudniowym stoku gory na wysokosci
H; metréw n.p.m. Nastepnie z bazy chcg wejs¢ na
szczyt lezacy na wysokos$ci H, metréw n.p.m. (patrz
rysunek 1.).

Oblicz diugosé najkrotszej drogi, jaka musza
pokonaé, aby dojsé do bazy B.

Przyjmij, ze gdra jest stozkiem o kacie rozwarcia «.

Wskazéwka: Powierzchnia boczna stozka po rozcieciu
wzdtuz tworzgcej i roziozeniu jest wycinkiem kota.
Najkrotsza droga do bazy jest rowna najkrotszej drodze
z punktu P do B na wycinku kota.
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Zasady oceniania
4 pkt — prawidtowa metoda obliczenia dtugosci odcinka PB na siatce stozka i prawidtowy

wynik.

3 pkt — obliczenie miary tukowej kata BSP na siatce stozka i obliczenie dtugosci odcinkow
|BS| oraz |PS].

2 pkt — obliczenie miary tukowej kata BSP na siatce stozka
LUB

obliczenie dtugosci odcinkéw |BS| oraz |PS]|.
1 pkt — zapisanie, ze najkrotsza droga jest rowna dtugosci odcinka PB na siatce stozka.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykiadowe pelne rozwigzanie

Niech [ bedzie dtugoscig tworzgcej stozka, a r — dlugoscig promienia podstawy.
Rozwiniemy powierzchnie boczng stozka, na ktérej zaznaczymy punkty P, B i S,
oznaczajgce: P— miejsce rozpoczecia wyprawy, B—miejsce potozenia bazy i S—szczyt gory.
Diugos¢ odcinka PB oznaczymy jako d. Jest to dtugos¢ najkrétszej drogi z punktu P do
bazy (zobacz rys. 1.).
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Rysunek 1.

P

Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest wycinkiem kota o promieniu dtugosci I.
Wyznaczymy miare [ kata srodkowego tego wycinka.

Ze wzordw na pole powierzchni bocznej stozka oraz pole wycinka kota otrzymujemy

_PB 2
nrl—znnl

ﬁzZn-%

Zatem

1
|Z$BSP| =§ﬁ =TT"

~I =

Kat rozwarcia stozka jest réwny «, wiec % = sin% (patrz rysunek 2.), co po podstawieniu do

poprzedniego rownania daje

a
|ABSP| =m - sinz

Wyrazimy dtugosci odcinkbw BS oraz PS w zaleznosci od danych podanych w tresci
zadania.

Rozwazmy przekrdéj osiowy stozka zawierajgcy Rys. 2.
punkty B, P oraz S (zobacz rys. 2.). Punkt S’ na

rysunku 2. jest rzutem prostokgtnym punktu S na

podstawe stozka, natomiast punkt Q — punktem

przeciecia tworzgcej SB z podstawg stozka.

NI K
N[ ]

Z tréjkatow SS'Q oraz STB otrzymujemy I

|ST| [SS’]
7z Oraz [SQ|= o
cos > COS 5

|BS| =

N
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Z tresci zadania |ST| = H, — H; oraz |SS'| = H, — H,, wiec

H2 - H H2 - HO
|BS| = 7 oraz |PS|=[SQ|=——F—
cos> cos >

125

Stosujemy twierdzenie cosinuséw do trojkgta BSP: iobliczamy |PB]|:

|PB|? = |PS|* + |BS|?> — 2 - |PS| - |BS| - cos |ABSP|

2 2
H, — H, H, — Hy 2(H, — Hy)(H, — Hy) ( ¢4
— | | — | - - CcoS

N——

T Sin—
2

cos % cos % (cos %)2

\/(Hz — Ho)? + (H, — Hy)? = 2(H, — Ho) (H, — Hy) cos (7 - sinF)
d =

cos >
2

Pan Nowak czesto gra z synem w szachy. Syn
czesciej wygrywa niz ojciec. Pan Nowak obliczyt, ze
syn wygrywa 60% rozegranych partii.

Oblicz, ile partii szachéw z synem musi rozegraé¢ pan Nowak, aby prawdopodobienstwo
wygrania przez ojca przynajmniej jednej partii w catej rozgrywce byto wieksze od 0,95.
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Zasady oceniania

4 pkt — rozwigzanie nieréwnosci: 1 — (0,6)™ > 0,95 i podanie odpowiedzi.

3 pkt — zastosowanie wzoru na prawdopodobienstwo uzyskania k sukceséw w n prébach
i zapisanie nieréwnosci: 1 — (0,6)™ > 0,95.

2 pkt — zapisanie nieréwnoséci: 1 — P(S9) > 0,95.

1 pkt — obliczenie prawdopodobienstwa sukcesu i porazki.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Prébg Bernoullego jest rozegranie jednej partii szachow ojca z synem. Sukcesem w tej probie
jest wygrana ojca.

Z tresci zadania wynika, ze 60% rozegranych partii wygrywa syn, czyli ojciec wygrywa 40%
rozegranych partii. W zwigzku z tym prawdopodobienstwo sukcesu ojca w tej probie jest
réowne p = 0,4, natomiast prawdopodobienstwo porazki jest rowne g = 0,6.

Niech n oznacza szukang liczbe partii oraz niech

SQ — oznacza niewygranie przez ojca zadnej partii szachéw,

SL —oznacza wygranie przez ojca jednej partii szachéw,

S2 — oznacza wygranie przez ojca dwdch partii szachow,

St —o0znacza wygranie przez ojca n partii szachow.

Korzystamy ze schematu Bernoullego. Prawdopodobienstwo wygrania przez pana Nowaka co
najmniej jednej partii szachow jest réwne

P(StuS2uS3u..ush) =1-P(SYH
Zatem
1—P(89) > 0,95

n
— . 0. n
1 ( 0) 0,4)° - (0,6)" > 0,95
1—-(0,6)" > 0,95
0,6)" < 0,05

n=6

Pan Nowak musi rozegra¢ z synem co najmniej sze$¢ partii.
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Pewna choroba atakuje 0,2% catej populacji. W poczagtkowym stadium nie daje widocznych
objawéw chorobowych. W ramach profilaktyki, aby wczesniej wykry¢ chorobe, stosuje sie
pewien test przesiewowy. Test ten moze daé wynik pozytywny, oznaczajgcy podejrzenie
choroby lub negatywny, gdy brak podejrzenia choroby.

Test ten czasami daje fatszywy wynik. Prawdopodobienstwo tego, ze test wykonany na osobie
chorej da wynik pozytywny, jest rowne 0,99. Prawdopodobienstwo tego, ze test wykonany na
osobie zdrowej da wynik negatywny, jest réwne 0,98.

Pan X poddat sie testowi, ktéry dat wynik pozytywny.

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze Pan X jest naprawde chory.

Zasady oceniania

3 pkt — poprawna metoda obliczenia szukanego prawdopodobienstwa i prawidtowy wynik.
2 pkt — zastosowanie wzoru Bayesa.

1 pkt — obliczenie prawdopodobienstw warunkowych P(—|C) oraz P(+|Z).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

.+~ —zdarzenie polegajgce na tym, ze wylosowana osoba z populacji poddana testowi otrzyma
wynik pozytywny,

.— —zdarzenie polegajgce na tym, ze wylosowana osoba z populacji poddana testowi otrzyma
wynik negatywny,

C — zdarzenie polegajgce na tym, ze wylosowana osoba z populacji jest chora.

Z — zdarzenie polegajgce na tym, ze wylosowana osoba z populacji jest zdrowa.
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Nalezy obliczy¢ P(C|+), czyli prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze pan X
jest chory pod warunkiem otrzymania pozytywnego wyniku testu.

Poniewaz 0,2% populacji choruje na te chorobe, to 99,8% populacji to ludzie zdrowi, stad:
P(C) = 0,002 i P(Z) = 0,998.

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze chora osoba ma pozytywny wynik testu wynosi 0,99, wiec
prawdopodobienstwo, ze ta osoba ma wynik negatywny, wynosi 1 — 0,99 = 0,01. Stad

P(+]C) = 0,99 i P(—|C) = 0,01.

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze zdrowa osoba ma negatywny wynik testu wynosi 0,98,
wiec prawdopodobienstwo, ze ta osoba ma wynik pozytywny, wynosi 1 — 0,98 = 0,02. Stad

P(—|Z) =098 i P(+]2) = 0,02.

Stosujemy twierdzenie Bayesa i obliczamy szukane prawdopodobienstwo:

P(C)

PUID =PHIO 50 P@ + PCHO  PO)

0,002
0,02 -0,998 + 0,99 - 0,002

P(C|+) = 0,99 - 0,09

Zatem szukane prawdopodobienstwo wynosi okoto 0,09.
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Zadanie 31. (0-4)

W pewnym miesScie jest prostopadty uktad ulic,
to znaczy, ze ulice przecinajg sie pod katem
prostym. Ruch na kazdej z nich jest
dwukierunkowy. W centrum miasta znajduje
sie park, w ktérym obowigzuje catkowity zakaz
ruchu pojazdéw. Schemat ulic w tym miescie
wraz z pofozeniem parku przedstawiono na
rysunku ponizej. Tomek samochodem chce
dojecha¢ najkrétszg drogg z punktu A miasta

do punktu B.

Oblicz, ile jest mozliwosci wyboru najkrétszej drogi z A do B.
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Zasady oceniania

4 pkt — prawidtowa metoda wyznaczenia wszystkich najkrotszych drégz A do B i prawidtowy
wynik.

3 pkt — obliczenie liczby wszystkich najkrétszych drégz A do K (gdzie K € {C,D,E,F, G}).

2 pkt — zapisanie, ze liczba wszystkich najkrétszych drog z A do B przechodzacych przez
punkt K (gdzie K € {C,D, E, F, G}) jestiloczynem liczby wszystkich najkrotszych drog
z A do K iliczby wszystkich najkrotszych drogz K do B.

1 pkt — zapisanie, ze kazda najkrétsza droga z A do B musi przechodzi¢ przez jeden
Z punktow C-G.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
W ponizszym rozwigzaniu przez n(K, L) rozumie¢ bedziemy liczbe wszystkich najkrotszych

drég z punktu K do punktu L.

Zaznaczmy na schemacie ulic punkty C, D, E, F, G (patrz rysunek 1.).
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Rysunek 1.

park

Zauwazmy, ze kazda najkrétsza drogaz A do B musi przechodzi¢ przez ktéry$ z punktow
C,D,E,F lub G.Ponadto, liczba wszystkich najkrotszych drégz A do B przechodzgcych
przez C jestrowna n(A4,C) - n(C,B). Analogicznie, liczba wszystkich najkrétszych drog z A
do B przechodzacych przez D jestréwna n(A4,D) - n(D,B) itd.

Obliczymy n(A4, C), czyli liczbe wszystkich najkrotszych drog z A do C. Kierunek wyznaczony
na rysunku 1. przez prostg AG nazwiemy poziomym, a kierunek prostopadty do poziomego
— pionowym. Kazda najkrétsza droga z A do C sktada sie z dokfadnie 11 odcinkow:
2 poziomychi 9 pionowych. Wskazanie 2 odcinkow (sposréd 11), ktére majg by¢ poziome,
okresla nam jednoznacznie najkrétszg droge z A do (. Stad najkrotszych drogz A do C
jest (121).

Na rysunku 2. przedstawiono najkrotszg droge z A do C, gdzie odcinki trzeci i 6smy sg
poziome, a pozostate — pionowe.

Na rysunku 3. przedstawiono najkrotszg droge z A do C, ktéra odpowiada wyborowi odcinkow
szostego i jedenastego jako odcinkéw poziomych.
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Rysunek 2. Rysunek 3.
C 11,.C
—e
11 10
10 9
8 19 8
7 6 |7
6 5
5 4
3 |4 3
2 2
1 1
L 4
A A

Podobnie rozumujgc, otrzymujemy

n(4,C) - n(C,B) = (121) ( ):55.1=55

11 13
(3) ( )=165-13=2145

11)
4

(
n(A,F) -n(F,B) = (13>

n(4,D) - n(D, B)

13

n(4,E) -n(E,B) = ,

) = 330-78 = 25740

3

11
( > 13 -165 = 2145
(1

n(A,G) n(GB)—( ) )—1-55:55

wiec n(4,B) =55+ 2145 + 25740 + 2145 + 55 = 30140.
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Uchwata Rady Gléwnej Nauki i Szkolnictwa Wyzszego

oraz Konferencji Rektoréw Akademickich Szkét Polskich
o informatorach maturalnych od 2023 roku
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Uchwata
Rady Gtéwnej Nauki i Szkolnictwa Wyzszego
oraz

Konferencji Rektorow Akademickich Szkot Polskich
z dnia 19 listopada 2020 r.
w sprawie informatoréw o egzaminie maturalnym od roku 2022/2023

Rada Gtéwna Nauki i Szkolnictwa Wyzszego oraz Konferencja Rektoréw
Akademickich Szkét Polskich systematycznie i z uwagg obserwujg egzamin
maturalny, ktéry stanowi podstawowe Zzrédio informacji o poziomie przygotowania
kandydatow na studia w polskich uczelniach. W zgodnej opinii obu instytucji
przedstawicielskich $rodowiska akademickiego polski system egzaminacyjny
dostarcza w tym zakresie w petni wiarygodnych i opracowanych na czas danych.
Zaufanie do tego systemu przekonujgco potwierdzita KRASP wiosng tego roku,
deklarujgc wole odtozenia rekrutacji do szkét wyzszych do czasu, gdy bedzie
mozliwe bezpieczne przeprowadzenie egzaminu maturalnego w roku pandemii.

Drugim, bardzo istotnym zadaniem, ktére konsekwentne realizuje polski system
egzaminacyjny jest wskazywanie za pomoca publikowanych materiatow kierunku
rozwoju ksztatcenia w poszczegolnych przedmiotach w strone umiejetnosci
ztozonych, niezbednych zaréwno na studiach, jak i — w coraz wigkszym stopniu — w
zyciu codziennym.

Wazng role w tym procesie odgrywajg informatory o egzaminie maturalnym. Z jednej
strony wydobywajg oraz ilustrujg za pomoca zadan najwazniejsze wymagania
podstawy programowej ksztatcenia ogélnego. Z drugiej strony, wiarygodnie informujg
kolejne pokolenia maturzystoéw o strukturze egzaminu maturalnego oraz o sposobie
oceniania ich prac. W naszej opinii, przedtozone do zaopiniowania informatory
dobrze realizujg te cele.

Srodowisko akademickie docenia starania systemu egzaminacyjnego o to, by
systematycznie doskonali¢ swoja prace i deklaruje dalsze wsparcie merytoryczne

tych dziatan.
A :}\
2 »
prof. dr hab. Zbigniew Marciniak prof. dr hab. InZ. Arkadiusz Mezyk
Przewodniczacy Rady Gtéwnej Przewodniczacy Konferencji Rektoréw

Nauki i Szkolnictwa Wyzszego Akademickich Szkét Polskich
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Z opinii Recenzentow:

Zadania przedstawione w Informatorze na poziomie rozszerzonym pogrupowano
wedtug szeroko rozumianych dziatéw [...].

Na poziomie rozszerzonym zrezygnowano z zadan zamknietych [...] zabieg ten moze
lepiej sprawdzac umiejetnosci matematyczne ucznia.

Na szczegodlng uwage zastuguje np. zadanie 4. Wprowadzone tam zostaje pojecie
punktu kratowego. Zadanie sprawdza, czy uczen rozumie pojecia zbudowane na bazie
znanych sobie poje¢; jest to wazna umiejetnos¢ w rozwoju matematycznym [...].
Bardzo interesujgce i niestandardowe jest zadanie 31 [...].

Koncepcja egzaminu maturalnego, ktéra wybija sie z Informatora, jest ewolucjg
obecnego egzaminu maturalnego w Kkierunku jeszcze lepszego sprawdzania
umiejetnosci rozumowania, a nie mechanicznego rozwigzywania zadan [...].

dr hab. Maciej Borodzik

Uwazam, ze bardzo trafng propozycja jest to, ze wsréd zadan znajdujg sie zadania
z kontekstem realistycznym/praktycznym. W celu rozwigzania takich zadan nalezy
stworzy¢ odpowiedni model matematyczny, a nastepnie wykona¢ w jego ramach
odpowiednie obliczenia. Przyktadem takich zadan w Informatorze sg zadania 10., 20.,
27.,30., 31. [...].

Zachecam nauczycieli i uczniéw do szczegotowego zapoznania sie z Informatorem,
stanowigcym wazng wskazowke dydaktyczng w przygotowaniu do egzaminu
maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzonym.

Ewa Dolaczynska

Ogromng zaletg zaproponowanych zadan jest to, ze niezaleznie od rozbudowania
problemu i liczby punktéw do zdobycia, proponowane problemy, sprawdzajg
elementarne umiejetnodci niezbedne do realizacji zagadnienia na poziomie
rozszerzonym. Zarazem jednak zaproponowano takze zadania wymagajgce
nietypowych, twérczych rozwigzan opartych na odpowiednich twierdzeniach
matematycznych. [...] Autorzy zaproponowanych zadan w bardzo ciekawy sposéb
wplatajg tresci i problemy umiejscowione w kontek$cie realistycznym do zadan
maturalnych. Zmuszajg w ten sposéb zdajgcych do dogtebnej analizy problemu,
odnalezienia wtasciwego modelu matematycznego, ewentualnie wymyslenia wtasnej
strategii rozwigzania. [...] Zadania te bedg stanowi¢ wyzwanie zaréwno dla przyszitych
maturzystow, jak i ich nauczycieli, ktdorych zadaniem na najblizsze lata bedzie
wyksztatci¢é w uczniach umiejetnos¢ tworczego, a nie odtwdrczego podejscia do
problemu.

Agata Goérniak
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