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Egzamin maturalny z matematyki — termin gtowny 2020 r.

Zadanie 1. (0-1)

Wymaganie ogélne

Wymaganie szczegoétowe

Poprawna odpowiedz

Il. Wykorzystanie
i interpretowanie
reprezentacji.

3. Réwnania i nierownosci. Zdajgcy
stosuje twierdzenie o reszcie

z dzielenia wielomianu przez dwumian
x—a (R3.4).

Zadanie 2. (0-1)

Wymaganie ogélne

Wymaganie szczegétowe

Poprawna odpowiedz

Il. Wykorzystanie
i interpretowanie
reprezentacji.

5. Ciggi. Zdajacy oblicza granice
ciggow, korzystajgc z granic ciggéw

1 1
typu —, — oraz z twierdzen
n n

0 dziataniach na granicach ciggow
(R5.2).

Zadanie 3. (0-1)

Wymaganie ogélne

Wymaganie szczegétowe

Poprawna odpowiedz

[ll. Modelowanie
matematyczne

10. Elementy statystyki opisowe;.
Teoria prawdopodobienstwa

i kombinatoryka. Zdajacy
wykorzystuje wzory na liczbe
permutacji, kombinacji, wariacji

i wariacji z powtorzenia mi do
zliczania obiektéw w bardziej
ztozonych sytuacjach
kombinatorycznych (R10.1).

Zadanie 4. (0-1)

Wymaganie ogélne

Wymaganie szczegétowe

Poprawna odpowiedz

Il. Wykorzystanie
i interpretowanie
reprezentaciji.

2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajgcy
uzywa wzorow skréconego mnozenia

(aib)2 oraz a*—b? (2.1). Zdajacy
uzywa wzorow skréconego mnozenia
(a+b)’ oraz a° +b° (R2.1).
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 5. (0-1)

Wymagania ogélne Wymagania szczegoétowe Poprawna odpowiedz
IV. Uzycie i tworzenie 7. Planimetria. Zdajgcy znajduje
strateqii. zwigzki miarowe w figurach ptaskich 9| 5! 5
z zastosowaniem twierdzenia sinusow

i twierdzenia cosinuséw (R7.5).

Uwaga: Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

Zadanie 6. (0-3)

Wymagania ogélne Wymagania szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. 1. Liczby rzeczywiste. Zdajgcy wykorzystuje pojecie
geometryczng (R1.1).

4. Funkcje. Zdajgcy szkicuje wykres funkcji
okreslonej w roznych przedziatach réznymi wzorami;
odczytuje wtasnosci takiej funkcji z wykresu (R4.4).

Zasady oceniania | sposobu rozwigzania
Rozwiagzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do petnego rozwigzania zadania ........ccc..cccoiiiiiiiieccirri e 1p.

Zdajgcy naszkicuje wykres funkcji f okreslonej wzorem:
o f(x)=lx-3
albo
o f(x) :|x—5|+4
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........ccccceeveeiiiiieieeesssss s 2p.

Zdajacy zapisze ukfad nierdwnosci

e 0< (a —1)2 —4 <5 oraz rozwigze poprawnie jedng z nierébwnosci tego uktadu

albo
o 4< (a—l)2 <9 oraz rozwigze poprawnie jedng z nieréwnosci tego uktadu
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
ROZWIgzanie Pelne ..... ..ot e 3p.

Zdajgcy rozwigze uktad nieréwnosci i zapisze, ze a€ (-2,-1)U(3,4).
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Egzamin maturalny z matematyki — termin gtowny 2020 r.

Zasady oceniania Il sposobu rozwigzania
Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do petnego rozwigzania zadania.........ccccccooiii s 1p.

Zdajgcy zapisze, ze podane réwnanie ma dwa rozwigzania dodatnie, gdy spetniona jest
nierownosc¢

0<|x—5|<5
i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........cccceceviimmmiii 2p.

Zdajgcy zapisze ukfad nierownosci 0<(a—1)2 —4<5 oraz rozwigze poprawnie jedng
z dwéch nieréwnosci tego uktadu i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

(R0 AT T = 1T L= - {3 - P 3p.

Zdajacy rozwigze uktad nieréwnosci i zapisze, ze a€ (-2,—1)U(3,4).

Zasady oceniania lll sposobu rozwigzania
Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwigzania zadania........cccccceeiiiimireimeirnrrr e 1p.

Zdajacy:
e Zzapisze, ze podane rownanie ma wiecej niz jedno rozwigzanie wtedy, gdy spetniona
jest nierbwnosc¢

(a=1)"-4>0,

albo
e zapisze podane rownanie w postaci alternatywy rownan

x=5=(a-1Y -4 wb x-5=—(a—1)’+4
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........cccccevivimmmiinn 2p.

Zdajacy:
e Zzapisze, ze podane réwnanie ma wiecej niz jedno rozwigzanie wtedy, gdy spetniona
jest nieréwnos¢

(a1 -4>0

e zapisze podane réwnanie w postaci alternatywy rownan
x-=5 =(a—1)2 —4 lub x-5 =—(a—1)2 +4

e rozwigze poprawnie przynajmniej jedng z trzech nieréwnosci:
(a=1-4>0, (a—=1)°+1>0, 9—(a—1)*>0
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

(20 AT T 2= 1 1 L= 7= {4 - PP 3p.

Zdajgcy zapisze, ze a€ (-2,-1)U(3,4).
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zasady oceniania IV sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do petnego rozwigzania zZadania .........ccccccoocoiii s 1p.
Zdajacy

e zapisze warunek istnienia rozwigzan rzeczywistych réwnania |x—5| =(a-1)"—-4:

(a=1)" =420
albo
e zdajgcy zapisze uktad nieréwnosci:
2 2 \2 . =10 . 2\
(-10) —4(25—((61—1) =) j>o i (1 )oo | 25-((a-1)-4) >0

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........cccceeeeeieeiiiieieeisscs s 2p.
Zdajacy zapisze uktad nierownosci

(a—1)2—420i(—10)2—4(25—((61—1)2—4)2]>0 90 25—((a—1)2—4)2>0

1

i poprawnie rozwigze drugg lub czwartg z nich i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

(R0 AT YT 2= 1 L= o =Y { T N 3p.
Zdajgcy rozwigze uktad nieréwnosci i zapisze, zea e (-2,—1)U(3,4).

Zasady oceniania V sposobu rozwigzania
Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do petnego rozwigzania zadania .......cccc.cccoiiiiiiiieicrrir e 1p.

Zdajgcy zastosuje definicje wartosci bezwzglednej i zapisze rownanie w kazdym z dwdoch
przypadkéw:

gdy x—52>0, to x—S:(a_l)2 —4,

gdy x—5<0, to 5—x=(a—1)2 —4
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........cccceeeeieeiiiieieiesccs s 2p.

Zdajgcy zapisze warunki na to, zeby rozwigzaniem roéwnania byta liczba dodatnia w kazdym
z dwdch rozpatrywanych przypadkéw i wyznaczy wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych
rozwigzaniem rownania jest liczba dodatnia w jednym z tych przypadkow:

e gdy x—520,to (a—1)2+1>0 i (a—1)2+125, skad ae (—o0,~1)\U(3,+oo)
albo

e gdy x—5<0,to 9—(a—1)2 >0 i 9—(a—1)2 <5, skad ae(-2,-1)U(3,4)
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
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Egzamin maturalny z matematyki — termin gtowny 2020 r.

(R0 AT T = 1T L= - {3 - P 3p.
Zdajacy wyznaczy wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych réwnanie |x—5| = (a —1)2 -4

ma dwa rozwigzania dodatnie: a€ (-2,—1)U(3,4).

Uwaga
Jezeli zdajgcy rozpatrzy oba przypadki, ale w pierwszym przypadku nie skomentuje,

ze nierdwnosc¢ (a—l)2 +1>0 jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej a, to moze
otrzymac 3 punkty za cate rozwigzanie.

Uwagi
1. Jedli zdajgcy rozwigzuje zadanie sposobem Il lub Il zapisze nieréwnosc¢

(a —1)2 —4 >0 i konsekwentnie do tego btedu rozwigze zadanie do konca, otrzymujgc
w odpowiedzi zbiér (—2,—1)\(3,4), to otrzymuje 2 punkty.

2. Jezeli zdajgcy rozwigzuje zadanie | sposobem i naszkicowany wykres zawiera usterki,
ale dalsze rozumowanie jest prawidiowe, to moze otrzymaé co najwyzej
2 punkty.

3. Jezeli zdajacy, sporzadzajac wykres funkcji f(x)=|x—5|+4, blednie przesunie
wykres funkgji y=|x—5| 0 4 jednostki w dét i konsekwentnie przeprowadzi
rozumowanie do konca, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

4. Jezeli zdajacy, sporzadzajgc wykres funkcji f (x)=|x—5|+4, zamieni miejscami
wspotrzedne wektora przesuniecia, otrzyma wykres funkcji, dla ktérej istniejg dwa
rozwigzania dodatnie réwnania f(x)=(a—l)2 i konsekwentnie przeprowadzi

rozumowanie do konca, to moze otrzymac co najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie.
5. Jezeli zdajacy, sporzadzajgc wykres funkcji f (x)= |x—5|, btednie przesunie wykres

funkgciji y:|x|, i otrzyma wykres funkcji g takiej, ze nie istniejg dwa dodatnie

rozwigzania réwnania g(x):(a—l)2—4, to otrzymuje 0 punktéw za cate
rozwigzanie.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Przyktadowe rozwigzania

| sposéb
Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem f(x)=|x—5|i naszkicujmy jej wykres.

-7

V\_lni(,)skuje,:r’ny stad, ze podane réwnanie ma dwa pierwiastki dodatnie, jesli spetniona jest
nieréownos¢
0<(a—1)2 —4<5, czyli nierownosé 4<(a—1)2 <9.
Stad otrzymujemy, ze 2 < |a—1| <3, zatem
(a-1)e (-3,-2)U(2.3).
Ostatecznie a€ (-2,-1)u(3,4).

Il sposéb (,podstawianie”)
Réwnanie |x—5| :(a—1)2 —4 ma dwa dodatnie rozwigzania rzeczywiste, gdy prawdziwa jest
nierownosc¢
0<|x-35<5.

Poniewaz |x—5|= (a—l)2 —4 , wiec prawdziwa jest nierdwnosé

0<(a—1)’-4<5
Nierownos¢ ta jest rwnowazna koniunkcji nierownosci

(a=3)(a+1)>0 i (a+2)(a—4)<0,

skad otrzymujemy

ae (—eo,—1)U(3,4) i ae(-2,4).

Zatem dla a € (-2,-1)U(3,4) rownanie |x—5| :(a—l)2 —4 ma dwa rozwigzania dodatnie.
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Egzamin maturalny z matematyki — termin gtowny 2020 r.

lll sposéb

Réwnanie|x—5| = (a —1)2 —4 ma dwa rozwigzania, gdy spetniona jest nieréwnos$é
(a1 -4>0.

Nierownos¢ ta jest rownowazna nieréwnosci (a—3)(a+1)> 0, skad otrzymujemy
a<-11lub a>3. (1)

Roéwnanie |x—5| = (a—l)2 —4 jest rownowazne alternatywie réwnan:
x=5=(a-1)’ =4 wb x-5=—(a-1)"+4

x=(a-1)"+1 ub  x=—(a—1)"+9

Rozwigzanie pierwszego z réwnan jest liczbg dodatnia, dla kazdej liczby rzeczywistej a.
Zatem, aby rownanie miato dwa dodatnie rozwigzania musi by¢ spetniony warunek:

—(a=1)’+9>0.
Stad otrzymujemy (3+a—-1)(3—a+1)>0, czyli (a+2)(4—a)>0, a zatem
—2<a<4. (2)

Uwzgledniajgc (1) i (2) otrzymujemy a< (-2,—1)U(3,4).

IV sposéb
Poniewaz lewa strona réwnania |x—5|=(a—1)2—4 jest nieujemna, wiec réwnanie ma co
najmniej jedno rozwigzanie rzeczywiste wtedy i tylko wtedy, gdy
(a—1)" =420,
—1-2)(a—1+2)>0,
(a—3)(a+1)20,
as-1 lub a=3.

(a

. . . 2 . . ,
Podnoszac obie strony réwnania |x—5|=(a—1) —4 do kwadratu, otrzymujemy réwnanie
réwnowazne

|x—5|2 = ((a—l)2 —4)2,
(x50 =((a-1)*-4) ,
x? =10x+25~((a~1)’ —4)2 0.

Roéwnanie to ma dwa dodatnie rozwigzania rzeczywiste x;, x,, gdy spetnione sg jednoczesnie
trzy warunki

A>0 i x+x,>0 i X%, >0.
Ze wzorow Viéte'a otrzymujemy
2 —{-10 2
(—10)2—4(25—((61—1)2—4) j>o i (1 loo 25-((a-1)"-4) >0,

Druga z tych nieréwnosci jest prawdziwa dla kazdej wartosci rzeczywistej a.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Rozwigzujemy pierwszg z tych nieréwnosci

100—4(25—((51—1)2 —4)2)>0,
25—(25—((a—1)2—4)2j>0,

(a—1)2—4)2>0,

(a—1)"-420,
(a—1—2)(a—1+2)¢0,
(a—3)(a+l)¢0,

a#3 i a#-1.
Rozwigzujemy trzecig z nierdwnosci

25—((a—1)2—4)2>0,
(5—((a—1)2 —4))(5+((a—1)2 —4)) >0,
(9-(a=1)*)((a=1)* +1)>0,
Poniewaz (a—1)" +1>0 dla kazdej wartosci a, wiec
9—(a-1)*>0,
(3=(a-1))(3+(a-1))>0,
(4-a)(2+a)>0,

-2<a<4.
W rezultacie otrzymujemy

(as-1lluba=23)ia#3ia#-1i-2<a<4.
Stad ae (-2,-1)U(3,4).

V sposéb
Rozwazmy dwa przypadki.

1. Gdy x-520, czyli x=5, to wtedy |x—5|=x—5, a réwnanie ma postac
x=5=(a —1)2 —4.Stad x=(a —1)2 +1. Rozwigzanie to jest dodatnie dla kazdej warto$ci
rzeczywistej a. Poniewaz x =5, wiec (a—1)2+125, czyli (a—l)2 >4, skad |a—1|>2,
awiec a<-1 lub a=3.W tym przypadku otrzymujemy

ae (—eo,—1)U(3,+00).
2. Gdy x-5<0, czyli x<5, to wtedy [r—5|=5-x, a réwnanie ma postaé

5—x=(a—1)2—4. Stad x=9—(a—1)2. Rozwigzanie to jest dodatnie, gdy

9—(a—1)2 >0, czyli (a—l)2 <9, skad |a—1/<3, a wiec -2 <a <4. Rozwigzanie to jest
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Egzamin maturalny z matematyki — termin gtowny 2020 r.
mniejsze od 5, gdy 9—(a—1)2 <5, czyli (a—l)2 >4, skad |[a—1/>2, awiec a<-1 lub
a>3. Zatem w tym przypadku otrzymujemy a € (-2,-1)U(3,4).

W rezultacie rozpatrzonych przypadkéw otrzymujemy

ae (—eo,—1)U(3,+0) i ae(-2,-1)U(3,4),
awiec ae (-2,-1)U(3,4).

Zadanie 7. (0-3)

Wymagania ogélne Wymagania szczegétowe

V. Rozumowanie i argumentacja. 7. Planimetria. Zdajgcy rozpoznaje tréjkaty podobne
i wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych)
cechy podobienstwa tréjkatéw (7.3).

Zasady oceniania l i Il sposobu
Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do petnego rozwigzania zadania ...........ccccciii i ———————— 1p.
Zdajacy:
e skorzysta z podobienstwa tréjkgtow i zapisze, np.: |AD| = 3|KP| lub

|CP|=x i |DP|=2x
albo
o skorzysta z twierdzenia o odcinkach stycznych i zapisze, np.: |[KM|=|KP|

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........cccceeevieeiiiieeesessce s 2p.
Zdajacy:
e skorzysta z podobienstwa trojkgtéw CPK i CMD i zapisze poprawne réwnanie
: o o |PK | 2x
pozwalajgce obliczy¢ dtugos$¢ odcinka PK: —— = 3—
X
albo
e skorzysta z podobienstwa trojkatow ADM i ACD i zapisze poprawne réwnanie z jedng
4—t 3t
niewiadoma, np. 7 =€, gdzie t=|KM| :|KP|
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
(R0 AT T = 1T L= o 7= {4 - PP 3p.

Zdajgcy rozwigze powyzsze rownanie i uzasadni, ze |AM | : |MC| =4:5.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Przyktadowe rozwigzanie

| sposéb
Najpierw uzupetnimy rysunek.

C

X

K L
P
M
A D B

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wnosimy, ze odcinek KL jest rownolegly
do odcinka A4B.
Oznaczmy srodek odcinka KL przez P i niech |CP| =x.

Trojkaty CKP i CAD sg podobne (cecha KKK) w skali 1:3. Wtedy |PD|=2x i [MD|=2x.

Tréjkaty CPK | CMD sg podobne (cecha KKK). Stad M =M czyli @ :ﬁ.
ICK| |cD|’ 2 3x
Stad |PK|=4%, wiec |[AM|=% oraz |[MC|=6-5 =10
8
Zatem u =3 = i .
mc| s
To konczy dowaod.
Il sposéb
Najpierw uzupetnimy rysunek.
C
P
K L
M
A D B

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wnosimy, ze odcinek KL jest rownolegty
do odcinka A4B.

Niech punkt P bedzie srodkiem odcinka KL.

Zauwazamy, ze|KM|=|KP|, z twierdzenia o réwnosci odcinkéw stycznych, tgczacych punkt

lezgcy poza okregiem z punktami stycznosci.
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Egzamin maturalny z matematyki — termin gtowny 2020 r.

Niech |[KM|=|KP|=1. Wtedy |AD|=3t i |[AM|=4—t. Tréjkat ADM jest podobny do tréjkata

ACD , na mocy cechy (kat, kat, kat); sg to tréjkaty prostokatne, a kgt MAD jest wspdlny dla
obu tréjkatow.

) 3t , ] .
=+——, czyli —— =—, skad otrzymujemy réwnanie

Mozemy zatem zapisaé réwnosc¢:
|4D|  |4C]| 3 6

92 +6t-24=0.

4
Réwnanie to ma dwa rozwigzania: t:—2,t=§. Odrzucamy ujemne rozwigzanie tego

réwnania.
4 8
1 am| _*73 3 4
Zatem t =—. Ostatecznie——=——F-=—=—.
3 imc| .4 105
3 3
To konczy dowéd.
Zadanie 8. (0-3)
Wymagania ogoéine Wymagania szczegoétowe
V. Rozumowanie i argumentacja. 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajgcy uzywa wzorow
skroconego mnozenia (a+ b)2 oraz a>—b? (2.1).

Zasady oceniania | sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do petnego rozwigzania zadania ............cccoooiiiiiciiiri e 1p.

Zdajacy zapisze rownanie (a+1)> =(2b+1)°
i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........ccccceeeiriiiiiiiiiiincccecsessss e 2p.

Zdajacy zapisze wniosek a =2b (bez uzasadnienia lub z niepetnym uzasadnieniem)
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

(R0 AT T = 1 T L= o 7= {4 - PR 3p.
Zdajacy zapisze petne uzasadnienie.
Zasady oceniania Il sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwigzania zadania........ccccccceiiiimiiicmiissrrr e 1p.

Zdajgcy zapisze rownanie (a —2b)(a +2b) = -2(a —2b)
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........cccceeeiiemmneinnin 2p.
Zdajgcy zapisze wniosek a =2b (bez uzasadnienia lub z niepetnym uzasadnieniem)

i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.

(R0 AT T = 1T L= 7= {4 - P 3p.

Zdajgcy zapisze petne uzasadnienie.
Zasady oceniania lll sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

do petnego rozwigzania zadania.........ccccocoo s 1p.
Zdajacy obliczy wyrdznik tréjmianu kwadratowego a’ +2a —4b”> —4b np. zmiennej a,

A= (4b + 2)2 i zapisze, ze jest on nieujemny dla kazdej wartosci b albo, ze jest on dodatni

dla kazdej wartosci b >0
i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........ccceeeviemmiiinc 2p.

Zdajgcy obliczy pierwiastki trojmianu a® +2a—4b> —4b: a=-2-2b lub a=2b
i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.

ROZWIQzanie Pelne.......... et n e e e e e rnnnan 3p.

Zdajgcy zapisze petne uzasadnienie.

Uwaga
Jezeli zdajgcy sprawdza prawdziwosé rownania jedynie dla wybranych wartosci a i b,
to otrzymuje 0 punktéw.

Przykladowe rozwiazania

| sposéb
Zapisujemy réwnanie réwnowazne réwnaniu z zatozenia: a’ +2a+1=4b> +4b+1.
Korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia i zapisujemy to réwnanie w postaci

(a+1)> =(2b+1)*. Oba wyrazenia w nawiasach sg dodatnie, zatem réwnos¢ kwadratéw jest
rownowazna rownosci tych wyrazen, stad a+1=2b+1 idalej, a=2b.

To konczy dowaod.

Il sposéb
Przeksztatcamy zatozenie rownowaznie:

a’—4b* =4b-2a.
(a—2b)(a+2b)=-2(a—2b)
(a—2b)(a+2b+2)=0.

Liczby a i b sg dodatnie, zatem a+2b+2#0.Stgd a—2b=0, czyli a=2b.

To konczy dowéd.

ﬁgllu;z?kNA Strona 13 z 40

EGZAMINACYJNA



Egzamin maturalny z matematyki — termin gtowny 2020 r.

lll sposéb
Wyrazenie a” + 2a —4b> — 4b traktujemy jako tréjmian kwadratowy jednej zmiennej np. a.

Wyréznik tréjmianu kwadratowego a’ +2a —4b° —4b jest rowny: A = (4b+ 2)2 :

Ten wyrdznik jest nieujemny dla kazdej rzeczywistej wartosci b.
Obliczamy pierwiastki tego tréjmianu

a=-2-2blub a=2b.
Poniewaz b >0, wiec liczba -2 —-2b < 0, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze a > 0.

Zatem a=2b.

To konczy dowaod.

Zadanie 9. (0—4)

Wymagania ogélne Wymagania szczegétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. 6. Trygonometria. Zdajgcy rozwigzuje rownania
i nieréwnosci trygonometryczne (R6.6).

Zasady oceniania

Rozwiazanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do petnego
(07 AT = - T ] - TS 1p.

Zdajgcy doprowadzi réwnanie do postaci rownowaznej, w ktorej wystepuje tylko jedna funkcja
trygonometryczna tego samego kata, np.: 3—6sin’ x+10—10sin’ x =24sinx—3

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ... 2p.
1
Zdajacy rozwigze rownanie kwadratowe 2¢° +3t—2=0:¢t=-2 oraz t = 5

i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........cccceccciiimmiiiinniie 3p.

Zdajacy
e zapisze, ze rownanie sin x =—2 nie ma rozwigzan i poda co najmniej jedng serie

rozwigzan réwnania sinx = 5 w zbiorze liczb rzeczywistych:

xX= % +2kr lub x= 5?”+ 2kr, gdzie k jest liczbg catkowitg

albo
e zapisze, ze rownanie sin x =—2 nie ma rozwigzan i poda jedno rozwigzanie rownania

. 1
sinx = EW przedziale <0, 2n>

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy

ROZWIQzanie Peltne......... ..t e e e nnnnns 4p.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

: : L : T
Zdajgcy wyznaczy oba rozwigzania réwnania: x, =g oraz x, =—

Uwagi
1.

2.

Akceptujemy przyblizone rozwigzania elementarnych rownan trygonometrycznych.

. 1
Jezeli zdajgcy wyznaczy poprawnie obydwa rozwigzania rownania sin x = 5 nalezgce

do przedziatu (0, 27[) i nie zapisze komentarza dotyczgcego réwnania sinx=-2,
to otrzymuje 4 punkty.

Jezeli zdajgcy przed uzyskaniem trygonometrycznych rownan elementarnych popetni
btedy rachunkowe i otrzyma réwnania elementarne, z ktérych co najmniej jedno ma
dwie serie rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych, to otrzymuje co najwyzej 3 punkty
za cate rozwigzanie.

Jezeli zdajgcy przed uzyskaniem elementarnych rownan trygonometrycznych popetni
btad polegajgcy na niepoprawnym zastosowaniu wzoru na cosinus kata podwojonego
lub btad polegajacy na podstawieniu w miejsce sinx wyrazenia v1—cos’x, ale
otrzyma co najmniej jedno réwnanie typu sinx=a, gdzie ae(-1,0)U(0,1),
i konsekwentnie to réwnanie rozwigze, to za cate rozwigzanie moze otrzymacC co
najwyzej 2 punkty. Jezeli jednak zdajgcy otrzyma co najmniej jedno rownanie typu
sinx =a, gdzie ae{—l, 0, 1}, i to réwnanie konsekwentnie rozwigze, to za cate

rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.

Jezeli zdajacy zapisze réwnanie Ssinx= gcos2 X, rownowazne réwnaniu
: . , . .4
3cos2x+10cos’ x = 24sin x—3, a nastepnie rozwigze réwnanie 9 cos* x+cos’x—1=0,

V4
otrzymujgc 4 rozwigzania tego roéwnania nalezgce do przedziatu <0,27r>: ng,

5 7 |5 . . , 7 11
X=—7m,x=—7x, x=—7 inie odrzuci ,obcych” rozwigzan: x=—7, x=—m, to za
6 6 6 6 6

cate rozwigzanie moze otrzymacé co najwyzej 2 punkty.

Przyktadowe rozwigzanie
Przeksztatcamy dane réwnanie w sposéb rownowazny:

3cos2x+10cos” x =24sinx—3,
3(1-2sin’ x)+10(1-sin® x) = 24sinx -3,
3—6sin’ x+10—10sin’ x = 24sin x -3,
16—16sin® x =24sinx,
16sin* x+24sinx—16=0
2sin” x+3sinx—2=0

Niech ¢ =sin x . Rozwigzujemy rownanie kwadratowe:

212 +3t-2=0,
A=3"+4-2.2=9+16=25,
JA =5,
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tl:ﬁ:__g:_z’
4 4

345 2 1
4 4 2
1

Rownanie sin x = —2 jest sprzeczne, a rownanie sin x = E ma w przedziale <0, 2n> dwa

. . T Sn
rozwigzania: x, =g oraz x, =?.

Zadanie 10. (0-5)

Wymagania ogodine Wymagania szczegoétowe

V. Rozumowanie i argumentacja. 5. Ciggi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na
sume n-poczatkowych wyrazoéw ciggu
arytmetycznego (5.3). Zdajacy stosuje wzér na n-ty
wyraz i na sume n-poczgtkowych wyrazéw ciggu
geometrycznego (5.4).

Zasady oceniania |, Il i lll sposobu rozwigzania
Rozwiazanie, w ktéorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwigzania zadania........cccccceeiiiimireieiisrrrr e e 1p.

Zdajacy
e wykorzysta wzér na n-ty wyraz ciggu geometrycznego lub wiasno$é ciggu
geometrycznego i zapisze np.:

a=aq ia :aﬂz
lub
a+aq+aq =2
lub
ag =443
albo
e wykorzysta wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego Ilub wiasnos¢ ciggu
arytmetycznego i zapisze np.:
o (ay=a,+ria=a,+3r) lub (b,=a,+rib,=a,+3r) lub (b,=b+rib,=b+3r)

lub
o a—a,=2(a,—a,) lub b,—b,=2(b,-b))
lub
o b;=b4+b2 |b2=b1+b3
’ 2 2

i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ... 2p.
Zdajacy
e zapisze uktad réwnan, z ktérego mozna otrzymac rownanie z jedng niewiadoma, np.:

o a1+a1q+alq2:% ia1:a1q2+3(alq—alq2)
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albo

Zasady oceniania rozwigzan zadan

lub
o a1+a1q+a1q2:% [ 2
zapisze rownanie pozwalajgce wyznaczy¢ zwigzek miedzy a;ir, np.:

ay+7) =(ay+3r)-a
(as+7) 3 3

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........cccceecviemmneinnnic 3p.

Zdajgcy

albo

zapisze rownanie z jedng niewiadoma, np.: 2q2 —3g+1=0

zapisze r = a,

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwigzanie prawie Pelne ...t 4p.

Zdajgcy

albo

rozwigze rownanie z jedng niewiadoma, np. 2q2 —3g+1=0: g=1lub ¢ =

=

obliczy trzeci wyraz ciggu geometrycznego (a, ): a, :%

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

RozWigzanie Pelne.........oo oot ————— 5 p.

Zdajgcy obliczy pierwszy wyraz ciggu geometrycznego a; =3.

Uwagi
1.

Jezeli zdajgcy rozwigze réwnanie z jedng niewiadoma, np. 2¢° -3¢ +1=0: g=1 lub

g =~ oraz obliczy dwie wartosci a,: a, =3, q, =% i nie odrzuci q, :%, to otrzymuje

4 punkty.

Jesli zdajacy stosuje poprawng strategie rozwigzania zadania, a jedynymi btedami
W rozwigzaniu sg btedy rachunkowe, to otrzymuje maksymalnie 4 punkty.

Jesli zdajacy btednie stosuje wzor na n-ty wyraz ciggu geometrycznego (np. zapisuje
a =a1q3) lub ciggu arytmetycznego i korzysta z tego w rozwigzaniu, to za cate
rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 3 punkty.

Jesli zdajagcy odgadnie iloraz ciggu geometrycznego, a nastepnie obliczy na tej
podstawie pierwszy wyraz tego ciggu, to otrzymuje 1 punkt za cate rozwigzanie.

Jesli zdajgcy zamienia (myli) wiasnosci ciggu geometrycznego z wtasnosciami ciggu
arytmetycznego, to za cate rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.

Jesli zdajgcy zapisuje tylko odpowiedz g, =3, to otrzymuje 0 punktéw.

Akceptujemy sytuacje, w ktérych zdajgcy dzieli obie strony zbudowanych przez siebie
rownan przez a, albo przez r, albo tez przez g—1 bez zapisania jakiegokolwiek

komentarza.
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Przyktadowe rozwigzania

| sposéb
Sumujgc wyrazy ciggu geometrycznego otrzymujemy rownosc
21
2
a +aq+aq :?. (1)

Niech (b,) bedzie rosngcym ciggiem arytmetycznym.
Zatem b, =a,q”, b, = a,q, b, = a,, wiec réznica tego ciggu r = a,q —a,q” oraz b, = b, +3r,
czyli a; = alqz +3(a1q —alq2 ) .

Stad wynika, ze a, = 3a1q—2a1q2 i a (2q2 —-3q +1) =0.

1
Poniewaz z réwnosci (1) wynika, zea, #0, wigc 2q2 —3g+1=0.Zzatem g=1lub ¢ = 5

Dla ¢ =1 ciag (a, ) jest staty. Stad ciag (5, ) tez jest staty. Zatem tylko dla ¢ = — ciag (b,)

N | —

1
moze by¢ ciggiem rosngcym. Otrzymujemy wtedy r =Za1. Z rownosci (1) otrzymujemy

21
a +Ea1 +Za1 :?, a stad wynika, ze a; =3.

Il sposéb
W ciggu arytmetycznym b, = a5, b, =ay +r,by =a;+3r, gdzie r >0.

Poniewaz cigg (a3 +3r, a3 +r, a3) jest ciggiem geometrycznym, wiec zachodzi rownosc¢
2
(az+r) =(ay+3r)-a;,
skad wynika, ze a3 +2ayr+1* = a; +3ayr,
a zatem 7° = ar.
Poniewaz z zatozenia r > 0, wigc r = a;. Podana suma trzech wyrazow jest zatem réwna

21
4a3 +2a3 +a3 :7

3
Otrzymujemy zatema; = rh Wtedy a, =b, =4a; =3.

lll sposéb
Z danych w tresci zadania wynikajg réwnosci:

2
b=aq", by=aq,by=aq,.

Poniewaz (bn) jest ciggiem arytmetycznym, wiec mozemy zapisa¢ rownosci

_bytb, _at+ayq

b
3 2 2
oraz
a,+a,q 2
b4 o Tad
p) 7 ) 19

Rozwigzemy rownanie
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

a, +a
1 1q+a1q2

=a
) 19

o 21 . oo . . .
Poniewaz a, +a,q+a,q> ==, wiec mozemy zalozyé, ze a, #0. Powyzsze rownanie jest
4

zatem rownowazne rownaniu
1+
2 -

S =4, czyli réwnaniu 1+g+24* =4q.

Réwnanie kwadratowe 2q2 —3g+1=0 ma dwa rozwigzania: ¢ =1 oraz g =

1
5
1
Jesli g =1, to obydwa ciggi sa ciggami statymi. Zatem tylko dla g = 5 ciag (bn) moze by¢
ciggiem rosngcym.

. - » 21 . . .7 21 ,
Z réwnosci a; +a,q + a,q :T otrzymujemy réwnanie Zal :?, czyli a;=3.

Zadanie 11. (0-4)

Wymagania ogélne Wymagania szczegoétowe

lll. Modelowanie matematyczne. 3. Réwnania i nierdwnosci. Zdajgcy stosuje wzory
Viete’a (R3.1).

Zasady ocenianial i Il sposobu

Rozwigzanie zadania sktada sie z dwdch czesci.
Pierwsza z nich polega na:

e rozwigzaniu nierownosci A>0: me R\{8}

albo
e sprawdzeniu, ze dla kazdej obliczonej wartosci parametru m réwnanie

x*=(3m+2)x+2m’ +Tm—15=0 ma dwa rozwigzania rzeczywiste.
Za poprawne rozwigzanie tej czesci zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

Druga czes$¢ polega na wyznaczeniu tych wartosci parametru m, dla ktérych jest spetniony
warunek 2x12 +5x,x, +2x22 =2. Za te czes¢ rozwigzania zdajgcy otrzymuje 3 punkty.
Podziat punktéw za drugg czes$¢ rozwigzania:

1 punkt zdajacy otrzymuje za:
e obliczenie dwoch pierwiastkow trojmianu x* —(3m+2)x+2m’ +Tm—15:
X, =m+5 oraz x, =2m-3.
albo
e przeksztalcenie wyrazenia 2x; +5x,.x, +2x] do postaci: 2(x, +x,) +xx,

lub rownowaznej, ale zawierajgcej jedynie zmienne x, +x, oraz x,-x,.
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2 punkty zdajgcy otrzymuje za:
e Zzapisanie réwnania 2x12 +5x,x, +2x22 =2 w postaci rownania z jedng niewiadomg m, np.:
2(m+5) +5(m+5)(2m=3)+2(2m—-3)" =2
albo
e zapisanie réwnania 2(x1 +x, )2 +x,x, =2 w postaci réwnania z jedng niewiadomg m,
np.: 2(3m+2)’ +2m* +Tm—15=2.

3 punkty zdajgcy otrzymuje za rozwigzanie réwnania 20m> +31m—-9=0:

1
m :—g oraz m, :Z.

Uwagi

1.

Jezeli zdajgcy zamienia wzory Viéte'a przy przeksztatcaniu lewej strony rownania
2x12 +5x,x, +2)622 =2, to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 2 punkty.

Jezeli zdajagcy rozpatruje warunek A>0 i nie sprawdzi, ze dla kazdej
z otrzymanych warto$ci parametru m réwnanie ma dwa rozwigzania rzeczywiste,
to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

Jezeli zdajacy przeksztatci warunek 2x; +5x,x, +2x; =2, otrzyma 2(x, +x, )2 +3x,x, =2

i rozwigze zadanie konsekwentnie do konca, to za drugg czes¢ rozwigzania moze
otrzymac co najwyzej 2 punkty.
Jezeli zdajgcy wykorzystuje niepoprawny wzér kwadrat sumy dwoch wyrazeh jest rowny

sumie kwadratow tych wyrazen”, przeksztatci warunek 2x, +5x,x, +2x; =2 do postaci

2(x, +x2)2 +5xx, =2, i rozwigze zadanie konsekwentnie do korca, to za drugg czes¢
rozwigzania moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.

Jezeli zdajacy rozpatrujgc rownosc¢ 2x12 +5x,x, +2x§ =2 zmieni liczbe po prawej stronie
i zapisze réwnanie, wynikajgce ze wzorow Viete'a, w postaci 2(3m+2)+2m* +7m—-15=0,
pomijajgc wyktadnik 2 potegi o podstawie (3m+2) , to za drugg czes$¢ rozwigzania

zadania moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.

Przyktadowe rozwigzania

| sposéb

1.

Roéwnanie ma dwa rézne rozwigzania, gdy wyrdznik tréjmianu jest dodatni: A > 0.

Obliczamy wyrdznik tréjmianu:
A=(-(3m+2)) —4(2m* +Tm~15) = m* ~16m+64 = (m~8)’.

(m—8)">0,gdy m=8.

Stad wynika, ze tréjmian ma nastepujgce pierwiastki: x, =m+5 oraz x, =2m-3.
Mamy zatem rozwigzac¢ réwnanie

2(m+5) +5(m+5)(2m=3)+2(2m-3)" =2,

To réwnanie doprowadzamy do postaci rbwnowaznej:

20m* +31m—-9=0.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

, : 9 1
Ma ono dwa rozwigzania: m, =—— oraz m, =—
5 4

Kazde z otrzymanych rozwigzan jest rozne od 8.

9 1
Warunki zadania spetniajg dwie wartosci parametru m: m, =—§ oraz m, :Z.

Il sposéb
Przeksztalcamy réwnosé 2x. +5x,x, +2x; =2 w sposob rownowazny:

2(x12 +x22)+5x1x2 =2,
2((x1 + X, )2 —2x]x2)+5x1x2 =2,

2(x,+x,) +xx,=2.
Ze wzordw Viéte'a wynika, ze
X, +x,=3m+2 oraz x,x, =2m’ +Tm-15,
o ile pierwiastki x,i x, trgjmianu istniejg.
Mamy zatem rozwigzac¢ réwnanie
2(3m+2) +2m* +Tm—15=2.
To réwnanie doprowadzamy do postaci rownowaznej
20m* +31m-9=0.
Ma ono dwa rozwigzania:

9 1
m, :—g oraz m, :Z.

Pozostaje sprawdzi¢, czy dla tych wartosci m dany trojmian kwadratowy ma dwa rézne
pierwiastki. Mozemy, tak jak w sposobie pierwszym, obliczy¢ wyrdznik i przekonac sie, ze jest
on nieujemny. Mozemy takze podstawi¢ znalezione wartosci parametru m do danego
tréjmianu i przekona¢ sie, ze otrzymane tréjmiany majg dwa rézne pierwiastki.

9
Po podstawieniu m = 3 otrzymamy trojmian:

, 17 528
X +—x——
5 25
Po podstawieniu m =— otrzymamy tréjmian:
2 1105

Oba tréjmiany majg dwa roézne pierwiastki. Mozna sie o tym przekonaé, obliczajgc wyrézniki
lub zauwazajgc, ze oba tréjmiany majg dodatni wspotczynnik przy X’ ujemny wyraz wolny.
Warunki zadania spetniajg dwie wartosci parametru m:

_2 oraz m _1
m 5 2Ty
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Zadanie 12. (0-5)

Wymagania ogélne Wymagania szczegétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. 7. Planimetria. Zdajacy znajduje obrazy niektorych
figur geometrycznych w jednoktadnosci (odcinka,
trojkata, czworokata itp.) (R7.3).

8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej.
Zdajacy postuguje sie rwnaniem okregu

(x—a)* +(y—b)* = r* oraz opisuje kota za pomoca
nierownosci (R8.5).

Zasady oceniania I, I, Ill, IV i V sposobu rozwigzania

Rozwigzanie sktada sie z dwoch etapow.
Pierwszy etap polega na wyznaczeniu wspotrzednych srodka danego okregu. Za poprawne
rozwigzanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

Drugi etap polega na wyznaczeniu rownania/ukfadu réwnan prowadzgcych do wyznaczenia
wspotrzednych srodka jednoktadnosci oraz wspoétrzednych $rodka obrazu danego okregu
w tej jednoktadnosci.

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 4 punkty.

Podziat punktéw za pierwszy etap rozwigzania
Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy
e zapisze wspotrzedne srodka: P =(4,3)

lub

« zapisze réwnanie okregu x° + ) —8x—6y+8=0 w postaci (x—4)’ +(y—3)* =17,

Podzial punktéw za drugi etap rozwigzania
Zdajacy otrzymuje
1 punkt, gdy
e obliczy i zapisze wspétrzedne punktow K i L: K =(3,7) i L=(8,2)

albo

e obliczy odlegtos¢ punktu P od prostej o rownaniu x+y—-10=0: d = |SP| :¥
albo

e zapisze réwnanie prostej przechodzgcej przez punkt P = (4,3) prostopadtej

do prostej x+y—10=0: x—y—1=0

albo

e poda tylko promien obrazu okregu: R = 3\/ﬁ,

i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.

Zdajacy otrzymuje
2 punkty, gdy
. . . . - 11 9
e zapisze wspotrzedne srodka jednoktadnosci: S = ?’E
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92

o zapisze P =(x,x—1) i zapisze |SP' :3-|SP|:T
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
Zdajacy otrzymuje
3 punkty, gdy
- -

albo

albo

albo

albo

zapisze réwnanie, wynikajgce z réwnosci SP’ =-3-SP, prowadzace do wyznaczenia
wspotrzednych $rodka P’ =(a,b) okregu, bedacego obrazem punktu P =(4,3)

LU BN A SO
2 2 2 2

wykona poprawne podstawienie do odpowiedniego wzoru w zestawie Wybranych
wzoréw matematycznych i zapisze:

a=—3-4+(1—(—3))-% oraz b=-3-3+(1-(-3))

w jednoktadnosci:

N | o

- -
zapisze réwnanie, wynikajgce z réwnosci PP’ =—4-SP , prowadzace do wyznaczenia
wspotrzednych srodka P’ =(a,b) okregu, bedacego obrazem punktu P =(4,3) w tej
jednoktadnosci:

[a—4,b—3]:—4-{4—2,3—2}
2 2

zapisze réwnanie \/(a —4)2 +(a —1—3)2 =62

|a+a—1—10| _9\/5

2 2

zapisze réwnanie

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Zdajacy otrzymuje
4 punkty, gdy zapisze rownanie szukanego okregu

Uwagi:
1.

(x—10)* +(y—-9)* =153.

Jesli zdajacy realizuje poprawng strategie rozwigzania zadania, a jedynymi btedami
w rozwigzaniu sg btedy rachunkowe, to za takie rozwigzanie otrzymuje co najwyzej
4 punkty.

2. Jesli zdajgcy zaktada btednie, ze srodkiem jednoktadnosci jest srodek danego okregu,
to moze otrzymac co najwyzej 1 punkt za drugg czes¢ rozwigzania.

3. Jesli zdajacy podczas obliczania wspétrzednych punktéw K, L lub S popetnia btad
polegajacy na zamianie wspéirzednych i konsekwentnie do tego btedu rozwigze
zadanie do konca, to otrzymuje co najwyzej 4 punkty.

- -

4. Jesli zdajacy stosuje btedne réwnanie SP=-3-SP’ i konsekwentnie do tego btedu
rozwigze zadanie do konca, to otrzymuje co najwyzej 2 punkty za drugg czesc
rozwigzania.
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5. Jesli zdajgcy zaktada btednie, ze trojkat KLP jest tréjkatem prostokgtnym
i w rozwigzaniu stosuje te wiasnosé, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za druga
czes$¢ rozwigzania.

6. Jezeli zdajgcy narysuje w uktadzie wspétrzednych dany okrgg i dang prosta,
a nastepnie wyznaczy graficznie obraz $rodka P danego okregu w jednoktadnosci
o $rodku S i skali £ =—3 oraz zapisze réwnanie tego otrzymanego okregu, to moze
otrzymac 4 punkty za drugg czes¢ rozwigzania.

Przyktadowe rozwigzanie

| sposéb
Wyznaczamy wspotrzedne $rodka okregu oraz obliczamy promieh tego okregu,

doprowadzajac réownanie okregu do postaci (x—4)2 +(y—3)2 =17.
Stad odczytujemy, ze $rodkiem okregu jest punkt P = (4,3) , @ promien okregu jest rowny r = \/ﬁ .
2, .2
+y”"—8x-6y+8=0
Obliczamy wspotrzedne punktdw K i L rozwigzujac uktad réwnar’]i{x 1)(; ATy
y=10-x
X +(10—x)* —=8x—6(10—x)+8=0
y=10—-x
X —11x+24=0
y=10—-x

x=3 x=28
lub .
y=T y=2

Zatem K =(3,7) i L=(8,2). Srodek cigciwy KL , ktory jest srodkiem jednoktadnosci to punkt

s-(12)
22
Obrazem danego okregu w jednoktadnosci o srodku S i skali £ =-3 jest okrgg o promieniu

- -
R =317 oraz $rodku P'=(a,b) takim, ze SP’=-3-SP. Otrzymujemy réwnos¢:

R LR BN AR I
2 2 2 2

11 9 99
a__ab__ =l == |
5033
astgd a=10i b=9.

Szukany okrag ma réwnanie (x—10) +(y—9)* =153,

Zatem

Uwaga.
2y —18y+28=0

Zdajgcy moze z rownania prostej wyznaczy¢ x =10— y i wtedy otrzyma { 0
x=10—y
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Il sposéb
Wyznaczamy wspotrzedne sSrodka okregu oraz obliczamy promien tego okregu,

doprowadzajac réwnanie okregu do postaci (x—4)2 +(y—3)2 =17.
Stad odczytujemy, ze $rodkiem okregu jest punkt P = (4,3) , @ promien okregu jest réwny » = 7.
2, .2
+y° —8x—6y+8=
Obliczamy wspoétrzedne punktéw K i L rozwigzujgc uktad réwnan: {x 1)(; 8x—6y+8=0
y=1U=x
X2 +(10-x)* —=8x=6(10—x)+8=0
y=10—x
x*—11x+24=0
y=10—x

x=3 x=8
lub .
y=7 y=2

Zatem K =(3,7) i L=(8,2). Srodek cigciwy KL , ktory jest srodkiem jednoktadnosci to punkt

s-(1.2)
22
Obrazem danego okregu w jednoktadnosci o srodku S'i skali £k =-3 jest okrgg o promieniu
- -
R =34/17 oraz $rodku P'=(a,b) takim, ze PP'=—4-SP . Otrzymujemy zatem rownos¢:
[a—d,b-3]=—4.| 4L 3.2
2 2
Zatem
[a—4, b—3] =[6,6] :
astgd a=10i b=9.
Szukany okrag ma réwnanie (x—10) +(y—9)* =153,

lll sposéb
Wyznaczamy wspoirzedne $rodka okregu oraz obliczamy promieh tego okregu,

doprowadzajac réownanie okregu do postaci (x—4)2 +(y—3)2 =17.
Stad odczytujemy, ze srodkiem okregu jest punkt P = (4,3) , @ promien okregu jest rowny » = J17.

Wyznaczamy rownanie prostej / przechodzacej przez punkt P = (4,3) i prostopadtej do danej

prostej x+ y—10=0. Prosta / ma zatem rownanie x—y—-1=0. Srodek jednoktadnosci S jest
punktem wspdlnym obu tych prostych, wiec jego wspodtrzedne obliczamy rozwigzujgc uktad
x+y—-10=0

réwnar’r{x_y_lzo

11
Stad S = —,2 .
22
Obrazem danego okregu w jednoktadnosci o srodku S i skali £ =-3 jest okrgg o promieniu

- -
R =317 oraz $rodku P':(a,b) takim, ze SP'=-3-SP. Otrzymujemy zatem réwno$é:

ﬁgll\:nﬁzj\kNA Strona 25 z 40

EGZAMINACYJNA



Egzamin maturalny z matematyki — termin gtowny 2020 r.

LR S AR I
2 2 2 2

11 9 99
a__)b__ == = |
533

Szukany okrag ma réwnanie (x—lO)2 +(y—9)2 =153,

Zatem

astad a=101i bh=9.

IV sposéb
Wyznaczamy wspoirzedne $rodka okregu oraz obliczamy promieh tego okregu,

doprowadzajgc réwnanie okregu do postaci (x—4)2 +(y—3)2 =17.
Stad odczytujemy, ze srodkiem okregu jest punkt P = (4,3) , @ promien okregu jest rowny » = J17.
Obliczamy odlegto$¢ d punktu P od danej prostej o réwnaniu x+y—-10=0.
_ ‘1-4+1-3—1 o‘ Y
12412 2
Obrazem danego okregu w jednoktadnosci o $rodku S'i skali £k =-3 jest okrgg o promieniu
R =317 oraz érodku P’ = (a,b).

=6\/§. Wyznaczamy rownanie prostej |/

Zauwazamy, ze |PP'| =4.4, zatem |PP'
przechodzacej przez punkt P:(4,3)i prostopadtej do danej prostej x+y—10=0. Prosta /
ma zatem réwnanie x —y — 1 = 0. Poniewaz punkt P’ = (a,b) lezy na tej prostej prostopadte;,

wiec P’ =(a,a—1). Stad otrzymujemy kolejno
J(a=4) +(a-1-3) =62
(a—4)" +(a—4)" =362
(a—10)(a+2)=0,

skad a=10 luba=-2.
Poniewaz skala jednoktadnosci k =—3, wiec jednoktadnos$¢ jest odwrotna. Zatem a =—-2 nie
spetnia warunkow zadania. Stad P’=(10,9).

Szukany okrgg ma réwnanie (x—l())2 +(y—9)2 =153,
V sposéb
Wyznaczamy wspoirzedne sSrodka okregu oraz obliczamy promieh tego okregu,
doprowadzajgc réwnanie okregu do postaci (x—4)2 +(y—3)2 =17.
Stad odczytujemy, ze $rodkiem okregu jest punkt P = (4,3) , @ promien okregu jest réwny » = 7.
Obliczamy odlegtos¢ d punktu P od danej prostej o rownaniu x+y—-10=0:

_ ‘1-4+1-3—1 0‘ Y3

12412 2
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Obrazem danego okregu w jednoktadnosci o srodku S i skali £k =—3jest okrgg o promieniu
R =317 oraz $rodku P’ =(a,b).

Wyznaczamy réwnanie prostej / przechodzacej przez punkt P =(4,3) i prostopadtej do danej
prostej x+y—10=0. Prosta / ma zatem rownanie x—y—1=0. Poniewaz punkt P’ =(a,b)
lezy na tej prostej prostopadtej, wiec P’ =(a,a—1)

_92

>
Obliczamy odlegtos¢ punktu P'=(a,a—1) od danej prostej o réwnaniu x+y—10=10
la+a-1-10] |2a-11] |2a-11]v2

Ji2 412 V2 2

Skala jednoktadnosci k =-3, wiec |SP’

=|-3|-d =3-d , zatem |SP’

|SP

Otrzymujemy réwnanie

2a-11v2 92
2 2
2a-11]=9

Jednoktadnos¢ jest odwrotna, zatem @ =10. Stad P’ =(10,9).

Szukany okrag ma réwnanie: (x—10) +(y—9)* =153.

Zadanie 13. (0-4)

Wymagania ogoéine Wymagania szczegoétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. 10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy
wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji,
wariacji i wariacji z powtérzeniami do zliczania
obiektéw w bardziej ztozonych sytuacjach
kombinatorycznych (R10.1).

Zasady oceniania | sposobu rozwigzania

Rozwigzanie sktada sie z nastepujgcych czesci.

Pierwsza polega na wyrdznieniu trzech przypadkow i dodaniu — w kohcowej fazie rozwigzania
— otrzymanych trzech wynikow.

Druga cze$¢ polega na zapisaniu liczby rozwazanych w kazdym przypadku liczb i obliczeniu
liczby tych liczb.

Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do petnego
(0¥ AT V= T | - T 1p.

Zdajacy
e poprawnie wskaze trzy przypadki
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albo
e pominie jeden z przypadkdéw, ale zapisze liczbe liczb rozwazanych w jednym

e (T (T

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .......ccccccoiriiiiiim 2p.

Zdajacy poprawnie wskaze trzy przypadki oraz zapisze liczbe liczb rozwazanych w jednym
przypadku lub pominie jeden przypadek, zapisze liczbe liczb w dwéch wskazanych przez
siebie przypadkach.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........cccceeiiimmnennne 3p.

Zdajacy poprawnie wskaze trzy przypadki i zapisze liczbe liczb rozwazanych w dwoch
przypadkach.
ROZWigzanie PelNe.........oo ittt 4p.

Zdajgcy poprawnie wskaze trzy przypadki i poprawnie obliczy liczbe rozwazanych liczb:
12960.

Uwagi
1. Rozwigzanie uznajemy za peine, jezeli zdajgcy zapisze liczbe rozpatrywanych liczb
siedmiocyfrowych bez uzycia symbolu Newtona oraz symbolu silni.
2. Jesli zdajacy w kazdym z trzech rozpatrywanych przypadkéw poprawnie zapisze jedynie
liczbe sposobdw rozmieszczenia:
o cyfry 1 oraz liczbe sposobéw rozmieszczenia cyfry 2
lub
e cyfry 1 oraz liczbe sposobdw rozmieszczenia cyfry innej niz 1 2
lub
e cyfry 2 oraz liczbe sposobdéw rozmieszczenia cyfry innej niz 1 2,
to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 2 punkty.

Zasady oceniania Il sposobu rozwigzania

Rozwigzanie sktada sie z dwdch czesci.

Pierwsza polega na obliczeniu liczby wszystkich ,liczb” siedmiocyfrowych, w ktorych zapisie
dziesietnym wystepujg doktadnie: trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2, doktadnie dwie cyfry ze
zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9} oraz liczby tych sposrdd nich, ktérych pierwszg cyfrg jest 0.

Druga cze$¢ polega na obliczeniu liczby szukanych liczb.

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do petnego
(07 AT T - T ] - T 1p.

Zdajacy zapisze, ze
e liczbe wszystkich szukanych liczb mozna obliczyé, odejmujgc od liczby wszystkich
Jliczb” siedmiocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym wystepujg dokladnie: trzy
cyfry 1, dokfadnie dwie cyfry 2, dokfadnie dwie cyfry ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9} liczbe
tych sposrdd nich, ktérych pierwszg cyfrg jest 0 lub z rozwigzania wynika, Zze zdajacy
w ten sposob ustala liczbe szukanych liczb
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albo
e wszystkich ,liczb” siedmiocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym wystepuja
doktadnie: trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2, doktadnie dwie cyfry ze zbioru

_ 7)Y (4) ,
{0,3,4,5,6,7,8,9} jest 311 -8

albo
e wszystkich ,liczb” siedmiocyfrowych, ktérych pierwszg cyfrg jest 0 oraz w ktérych
zapisie wystepujg dokfadnie: trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2, doktadnie jedna cyfra

6) (3
ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9} jest (3)(2)8

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .....cccccieiiiiii 2p.

Zdajacy zapisze, ze

e liczbe wszystkich szukanych liczb mozna obliczyé, odejmujgc od liczby wszystkich
Jliczb” siedmiocyfrowych, w ktorych zapisie dziesietnym wystepujg doktadnie: trzy
cyfry 1, dokfadnie dwie cyfry 2, dokfadnie dwie cyfry ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9} liczbe
tych sposrdd nich, ktérych pierwszg cyfrg jest 0 lub z rozwigzania wynika, Zze zdajacy
w ten sposob ustala liczbe szukanych liczb
oraz
wszystkich liczb” siedmiocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym wystepujg
doktadnie: trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2, doktadnie dwie cyfry ze zbioru

7Y (4) ,
{0,3,4,5,6,7,8,9} jest . -8
3)(2
albo

e liczbe wszystkich szukanych liczb mozna obliczyé, odejmujac od liczby wszystkich
Jliczb” siedmiocyfrowych, w ktorych zapisie dziesietnym wystepujg doktadnie: trzy
cyfry 1, dokfadnie dwie cyfry 2, dokfadnie dwie cyfry ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9} liczbe
tych sposrod nich, ktérych pierwszg cyfra jest 0 lub z rozwigzania wynika, ze zdajagcy
w ten sposob ustala liczbe szukanych liczb
oraz
wszystkich ,liczb” siedmiocyfrowych, ktérych pierwszg cyfrg jest 0 oraz w ktérych
zapisie wystepujg doktadnie: trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2 i doktadnie jedna cyfra

6)(3
ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9} jest (3)(2]-8
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........cccccceeiiimmiinnn 3p.

Zdajacy zapisze, ze

wszystkich ,liczb” siedmiocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym wystepujg doktadnie: trzy cyfry 1,
7\ (4

dokfadnie dwie cyfry 2, doktadnie dwie cyfry ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9} jest(Sj . (2} -8

oraz
wszystkich ,liczb” siedmiocyfrowych, ktérych pierwszg cyfrg jest 0 oraz w ktoérych zapisie
wystepujg doktadnie: trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2 i dokladnie jedna cyfra ze zbioru

03456789 jest| || 8
{”’l”’}JeS3 2

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

ROZWIQZanie Pelne ......... et e e e e nnnnns 4p.
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Zdajacy poprawnie obliczy liczbe rozwazanych liczb: 12960.

Uwagi

1. Rozwigzanie uznajemy za petne, jezeli zdajgcy zapisze liczbe rozpatrywanych liczb
siedmiocyfrowych bez uzycia symbolu Newtona oraz symbolu silni.

2. Jesli zdajgcy, obliczajgc liczbe wszystkich szukanych liczb metodg opisang w |l
sposobie rozwigzania, poprawnie zapisze jedynie liczbe sposobdw rozmieszczenia w
catej | czesci rozwigzania:

o cyfry 1 oraz liczbe sposobdéw rozmieszczenia cyfry 2

lub

e cyfry 1 oraz liczbe sposobdw rozmieszczenia cyfry innej niz 1 2

lub

e cyfry 2 oraz liczbe sposobdéw rozmieszczenia cyfry innej niz 11 2,

to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 2 punkty.

Przyktadowe rozwiagzania

| sposéb
Rozwazamy trzy przypadki.

o |. Pierwszg cyfrg rozpatrywanej liczby jest 1. Wtedy na nastepnych szes$ciu miejscach
znajdujg sie dokladnie dwie cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2 i doktadnie dwie cyfry
ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9}. Takich liczb istnieje

6)(4) ,
1 '8 =15-6-64=5760.
2)\2

e |l. Pierwszg cyfrg rozpatrywanej jest 2. Wtedy na nastepnych szesciu miejscach
znajduja sie dokfadnie trzy cyfry 1, doktadnie jedna cyfra 2 i doktadnie dwie cyfry ze
zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9}. Takich liczb istnieje

6) (3)
S| | |8 =203-64=3840.

e |ll. Pierwsza cyfra rozpatrywanej liczby jest rézna od 1 i od 2. Pierwsza cyfra jest tez
rézna od 0. Zatem na pierwszym miejscu stoi jedna z siedmiu cyfr ze zbioru
{3,4,5,6,7,8,9}. Wtedy na nastepnych szesciu miejscach znajdujg sie dokladnie trzy
cyfry 1, dokfadnie dwie cyfry 2 i doktadnie jedna cyfra ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9}. Takich

liczb istnieje
6)(3
7- . -8=7-20-3-8=3360.
3)\2

Lacznie istnieje zatem 5760+3840+3360=12960 rozwazanych liczb.
Istnieje 12960 siedmiocyfrowych liczb naturalnych, w ktérych zapisie dziesietnym wystepujg
doktadnie trzy cyfry 1 i doktadnie dwie cyfry 2.

Il sposéb

Zliczamy wszystkie liczby” siedmiocyfrowe, w ktérych zapisie dziesiethym wystepuja
doktadnie: trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2 i doktadnie dwie cyfry ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9}.
Wtedy na siedmiu miejscach znajdujg sie doktadnie trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2 i
doktadnie dwie cyfry ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9}.

Takich ,liczb” jest
7Y (4) ,
. -8 =35-6-64=13440 .
3)\2
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Nastepnie zliczamy wszystkie ,liczby” siedmiocyfrowe, ktorych pierwszg cyfrg jest 0 oraz
w ktérych zapisie wystepujg dokfadnie: trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2 i doktadnie jedna

cyfra ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9}.
6)(3
. -8=20-3-8=480.
312

Takich ,liczb” jest
Jest zatem 13440 —-480=12960 rozwazanych liczb.

Zadanie 14. (0-6)

Wymagania ogoélne Wymagania szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. 9. Stereometria. Zdajgcy stosuje trygonometrie do
obliczen dtugosci odcinkéw, miar katéw, pdl po
wierzchni i objetosci (9.6).

7. Planimetria. Zdajgcy stosuje twierdzenia
charakteryzujgce czworokaty wpisane w okrag

i czworokaty opisane na okregu (R9.1).

Zasady oceniania

Rozwiazanie, w ktéorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwigzania zadania............c.ccviiiiiiiiii i e 1p.
Zdajacy:
e Zzapisze, ze spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu wpisanego w trapez
ABCD lub z rozwigzania wynika, ze zdajgcy te witasnos¢ stosuje, np.: zapisze

|4B|+|CD|=10+16
albo
* obliczy wysokos¢ trapezu ABCD :h=|CE|=8

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny posStep......c.ccovriiiiiiiii i 2p.

Zdajacy:
e Zzapisze, ze spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu wpisanego w trapez
ABCD lub z rozwigzania wynika, ze zdajgcy te witasnos¢ stosuje, np.: zapisze

|AB| + |CD| =10+16 i obliczy wysokos¢ trapezu ABCD :h= |CE| =8
albo
* obliczy wysokos¢ trapezu ABCD : h=|CE|=8i wysokos$¢ tego ostrostupa H =18
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwiazanie, w ktérym dokonano istothego postepu, ale nie zostaly pokonane
zasadnicze trudnosci zadania..........coooiiiiiii e 3p.

Zdajacy:
e Zzapisze, ze spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu wpisanego w trapez
ABCD lub z rozwigzania wynika, ze zdajgcy te witasnos¢ stosuje, np.: zapisze
|4B|+|CD| =10+16 oraz obliczy wysokos¢ tego ostrostupa H =18
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albo
e obliczy pole podstawy tego ostrostupa: P,z =104

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ............ccceoviiiiiii e 4p.

Zdajgcy obliczy wysokos¢ ostrostupa H =18 pole jego podstawy: P, =104
i na tym zakonhczy lub dalej popetni btedy.

Rozwiazanie zadania do konca z usterkami, ktére jednak nie przekreslajg poprawnosci
rozumowania (np. btedy rachunkowe, bltedy w przepisaniu, itp.) .....cccceeeeerricrcrciccccnnnes 5p.

Rozwigzanie Pelne.........o e 6p.

Zdajacy obliczy objetos¢ ostrostupa: V' =624 .

Uwagi
1
1. Jezeli zdajgcy we wzorze na objeto$¢ ostrostupa pominie czynnik 3’ to za cate

rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 5 punktéw.

2. Jezeli zdajgcy popetni btgd polegajacy na niepoprawnym zastosowaniu definicji funkciji
tangens, np.: przyjmie, ze jest to stosunek dtugosci przyprostokatnej lezgcej przy kacie
do przyprostokatnej lezagcej naprzeciw tego kata, to za cate rozwigzanie moze
otrzymac¢ co najwyzej 4 punkty.

3. Jezeli zdajgcy popetni btad polegajgcy na tym, ze niepoprawnie ustali zwigzki miedzy
dtugosciami bokéw tréjkata prostokatnego o katach ostrych 30° i 60°, np. przyjmie,
ze wysokos$¢ trapezu to 83, to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej
4 punkty.

4. Jezeli zdajgcy btednie przyjmuje, ze trapez ABCD jest rownoramienny lub przyjmie, ze
podstawy tego trapezu majg dtugosci 16 i 10, to za cate rozwigzanie moze trzymaé co
najwyzej 1 punkt.

Przyktadowe rozwiagzanie
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Poniewaz w tym ostrostupie wszystkie sciany boczne nachylone sg do podstawy pod tym
samym katem, wiec spodek O wysokosci H ostrostupa jest srodkiem okregu wpisanego
w wielokgt bedgcy podstawag ostrostupa. Niech r oznacza promien okregu wpisanego
w podstawe, h — wysoko$¢ trapezu ABCD, H natomiast niech oznacza wysoko$¢
ostrostupa.

A
E

Poniewaz w trapez mozna wpisa¢ okrag, wiec spetniony jest warunek: |AB|+|CD|=26.
Korzystajgc z wiasnosci tréjkata prostokgtnego EBC o katach30°, 60°, 90°, otrzymujemy:
h=|CE|=8, a stad wynika, ze r =4.

H
Poniewaz tga:%, wiec %z— i stad obliczamy H =18.

r
Objetos¢ tego ostrostupa jest zatem rowna
1 1 |AB|+|CD| 1 26
V=—-P H=—"———h-H=—-—-8:18=624.
3 AP 3 2 32

Zadanie 15. (0-7)

Wymagania ogoéine Wymagania szczegoétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. 11. Rachunek rézniczkowy. Zdajgcy stosuje
pochodne do rozwigzywania zagadnien
optymalizacyjnych (R11.6).

Zasady oceniania | sposobu rozwigzania
Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapow.

Pierwszy etap sktada sie z trzech czesci:

e przyjecia jednego z wymiaréw ekranu (dlugosé, szerokosé) za zmienng x i obliczenie
. : 6000
drugiego wymiaru y: y=——.

e wyrazenia pola powierzchni catego ekranu z obramowaniem jako funkcji jednej

zmiennej Xx:
60000

X

+6060

P(x) =6x+
e wyznaczenia dziedziny funkcji P: (2\/1501 -2, +oo) .

Za poprawne wykonanie kazdej z tych czesci zdajgcy otrzymuje 1 punkt, o ile poprzednie
kroki tez byty wykonane poprawnie.
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Drugi etap skfada sie z trzech czesci:
60000

X

e wyznaczenie pochodnej funkcji P lub funkgji f (x)=6x+ okreslonej np. dla
60000 6x* —60000 _ 6(x" ~10000)
)C2 )C2 x2 .

e obliczenie miejsca zerowego pochodnej funkcji f:x =100
e Zzbadanie znaku pochodnej funkcji f: jesli0 <x <100, to f’(x)<0 oraz jesli x>100,

x>0: f(x)=6

to f/’(x)>0 i uzasadnienie, ze dla x =100 funkcja P przyjmuje warto$¢ najmniejsza,
na przykfad: w przedziale (2\/1501—2,100> funkcja P jest malejgca, w przedziale
<100,+oo) funkcja P jest rosngca, wiec najmniejszg wartos¢ funkcja P przyjmuje
dla x=100.

Za poprawne wykonanie kazdego z tych krokéw zdajgcy otrzymuje 1 punkt, o ile poprzednie
kroki tez byty wykonane poprawnie.

Trzeci etap polega na obliczeniu obu wymiaréw ekranu: x =100 oraz y =60.
Za poprawne wykonanie trzeciego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

Zasady oceniania Il sposobu rozwigzania

Ten sposob rozwigzania skfada sie z nastepujgcych czterech krokow:
Rozwiazanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do petnego
(07 AT T - T ] - S 1p.

Jezeli zdajgcy przyjmie oznaczenia (na przyktad x i y) na dtugo$¢ i szerokos¢ ekranu, zapisze
pole powierzchni catego ekranu z obramowaniem

P=(x+10)(y+6)

Uwaga
Zdajacy, gdy przyjmie oznaczenia (na przyktad x i y) na dlugosé i szerokosé¢ ekranu, zapisze
réwnosc¢
P=6060+6x+10y
to otrzymuje 2 punkty.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .....ccccccieriiii 3 p.
Zdajgcy zapisze nierdwnos¢ miedzy srednimi:

@2«/6}010)}.
Uwaga

Jezeli zdajgcy zapisze, ze x i y sg liczbami dodatnimi, a wiec wolno skorzysta¢ z nieréwnosci
miedzy Srednimi i zapisze nieréwnos¢ miedzy srednimi:

6x+10
ATV S \J6x-10y , to otrzymuje 4 punkty.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........ccccceeeeeieiiii e 5 p.
Zdajgcy wykaze nierownos¢ P > 7260.

Rozwigzanie prawie pelne ... 6 p.
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Zdajgcy znajdzie wartosci x =100 mm, y =60 mm.
ROzZWigzanie PelNe.........ooo oot ——————— 7 p.

Zdajgcy wyciggnie wniosek, ze dla x= 100 i y=60 smartfon ma najmniejszg powierzchnie.

Zasady oceniania lll sposobu rozwigzania
Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapdw.

Pierwszy etap skfada sie z trzech czesci:

e przyjecia jednego z wymiardw catego smartfona (dtugo$¢, szerokosc) za zmienng x

C . : : 6000
i obliczenie drugiego wymiaru catego smarfona y: y :ﬁ+6'
x_
e wyrazenia pola powierzchni catego ekranu z obramowaniem jako funkcji jednej
zmiennej x:

+6x.

P(x):x 6000 L6 = 6000x
x—10 x—10

e wyznaczenia dziedziny funkcji P: (2\/1501 +8,+oo).

Za poprawne wykonanie kazdego z tych etapow zdajgcy otrzymuje 1 punkt, o ile poprzednie
kroki tez byty wykonane poprawnie.

Drugi etap skfada sie z trzech czesci:

e wyznaczenie pochodnej funkcji P lub funkcji f(x) = 600?(); +6x okreslonej np. dla
x>0:
2
6000 (x—10)—6000 6((x—10)"=10000) 6(x—-110)(x+90
() 00 10) 6000 6{(x=10) ~10000) _g(x—110)(x+90)

(x-10)’ (x-10)’ (x-10)’
e obliczenie miejsca zerowego pochodnej funkcji f: x =110
e Zzbadanie znaku pochodnej funkcji f:jesli0<x<110,to f’(x)<0 oraz jesli x>110,

tof'(x) >( i uzasadnienie, ze dla x =110 funkcja P przyjmuje warto$¢ najmniejsza,
na przyktad: w przedziale (2\/1501+8, 110> funkcja P jest malejgca, w przedziale

<110,+<>o) funkcja P jest rosngca, wiec najmniejszg warto$¢ funkcja P przyjmuje
dla x=110.

Za poprawne wykonanie kazdego z tych etapéw zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile poprzednie
kroki tez byty wykonane poprawnie.

Trzeci etap polega na obliczeniu obu wymiaréw ekranu: x =100 oraz y =60.
Za poprawne wykonanie trzeciego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

Uwagi

1. Jezeli zdajgcy rozpatruje funkcje P przy zatozeniu, ze x+10 > y+6 >0, obliczy wymiary
ekranu 100 mm i 60 mm oraz obliczy wymiary smartfona 110 mm i 66 mm, i sprawdzi,
Zze wymiary ekranu spetniajg zatozenie x+10 > y+ 6, to moze otrzymac¢ 7 punktéw za

cate rozwigzanie.

ﬁgll\:nﬁzj\kNA Strona 35z 40

EGZAMINACYJNA



Egzamin maturalny z matematyki — termin gtowny 2020 r.

2. Jezeli zdajgcy nie wyznaczy dziedziny funkcji P, ale z rozwigzania wynika, ze rozwaza
funkcje P na zbiorze, w ktérym co najmniej jeden z wymiaréw ekranu przyjmuje wartosci
ujemne, to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 5 punktéw.

3. Jezeli zdajgcy przyjmuje btednie, Zze powierzchnia smartfona jest réwna 60 cm®

i bada powierzchnie ekranu smartfona jako funkcje jednej zmiennej, to nie otrzymuje
1 punktu za 1. czes¢ | etapu rozwigzania, a w konsekwencji moze otrzymaé co najwyze;j
6 punktow za cate rozwigzanie.

4. Jezeli zdajgcy nie ujednolici jednostek, ale przeprowadzi petne rozumowanie, to moze
otrzymaé co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie (3 punkty wytgcznie za Il etap
rozwigzania).

5. Jezeli zdajgcy popetni btad w zamianie 60 cm? zapisujgc 600 mm? i rozwigze zadanie
do konca, to moze otrzymac co najwyzej 5 punktow.

6. Badanie znaku pochodnej zdajgcy moze opisa¢ w inny sposob, np. szkicujgc wykres
funkgciji, ktéra w ten sam sposob jak pochodna zmienia znak.

7. Za poprawne uzasadnienie, ze rozwazana funkcja posiada warto$¢ najmniejsza
dla wyznaczonej wartosci x, przy ktoérej pochodna sie zeruje, mozna uznaé sytuacje, gdy
zdajacy:

a) opisuje stownie lub graficznie (np. przy uzyciu strzatek), monotonicznos¢ funkcji P;

lub

b) zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci x funkcja P ma minimum lokalne i jest to
jednoczesnie jej najmniejsza wartos¢.

Jezeli zdajacy nie przedstawi takiego uzasadnienia, to za Il etap moze otrzymac co

najwyzej 2 punkty.

8. Jezeli zdajacy przyjmie, ze dziedzing funkcji P jest przedziat (O, +oo), to moze otrzymacé

1 punkt za 3. czes¢ Il etapu, o ile otrzymane miejsce zerowe pochodnej nalezy
do wtasciwej dziedziny funkcji P.

9. Jezeli zdajgcy rozpatruje inng wielkos¢ niz pole, np. bada obwadd, to za cate rozwigzanie
zadania moze otrzymac co najwyzej 1 punkt za 1. czesé | etapu.
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Przyktadowe rozwigzania
Oznaczmy dtugosci bokéw ekranu smartfona literami x i y (x>y) tak jak na rysunku:

| sposob
IS mm
y
> <«
3 3
X X
y
I 5 mm
Wtedy powierzchnia ekranu jest rowna (w mm?):
xy = 6000,
skad wynika, ze
6000
y= .
X
60000

Powierzchnia catego smartfona (ij. ekranu z obramowaniem) jest réwna
P= (x+10)(y+6) =xy+6x+10y+60=6000+6x+10y+60=6x+
X

. Stad otrzymujemy kolejno:

X
x* +4x> 6000,

x” +4x+4>6004,
(x+2)" > 6004,

|x+2|> 241501,
x>241501-2.

Otrzymalismy funkcje P zmiennej x okreslong wzorem
60000
P(x)=6x+ +6060 dia xe (2415012, +e0)

Poniewaz x+10>y+6>0,to x+4>

Obliczamy pochodng funkcji P:
6(x*> =10000
_ 60000 _ ( ) dla xe (2\/1501—2,+oo)

2
X

P'(x)=6 o

CENTRALNA

KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Miejscem zerowym pochodnej funkcji P jest x =100, gdyz
241501 -2 < 24/1521-2=2-39-2=76<100.

Ponadto P'(x)<0 dla xe (2\/1501—2,100) oraz P’(x)>0 dla xe (100, +eo).
Zatem w przedziale (2\/1501 —2,100> funkcja P jest malejgca, a w przedziale <100, +<>o)

funkcja P jest rosngca.
Stad wynika, ze funkcja P dla x =100 przyjmuje najmniejszg warto$¢. Wtedy y =60.

Poszukiwanymi wymiarami ekranu smartfona sg: x =100 mm, y =60 mm.

Il sposéb
Tak jak w sposobie pierwszym obliczamy w milimetrach kwadratowych powierzchnie ekranu:

P=6060+6x+10y.
Korzystamy z nieréwnos$ci miedzy Srednig arytmetyczng i geometryczna:

wz\/émoy =,/60xy =+/60-6000 =~/6”-10000 = 6-100 = 600.

Stad wynika, ze
P=6060+6x+10y =6060+1200 = 7260.

W nieréwnosci miedzy srednimi rowno$¢é ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie liczby
wystepujgce w tych srednich sg rowne.
Niech 6x=10y, czyli 6x=10- 6000.
X
Stad otrzymujemy réwnanie: x> =10000 .

Jedynym dodatnim rozwigzaniem tego rownania jest x =100 .
Wtedy y =60. Poniewaz P >7260 orazdla x=100 i y =60 mamy

P=110-66=7260,
wiec ekran z obramowaniem ma najmniejszg powierzchnie dla x =100 i y =60.

Poszukiwanymi wymiarami ekranu sg: x =100 mm, y =60 mm.
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Il sposéb
IS mm

Oznaczmy dtugosci bokéw catego smartfona przez x i y (x>y) tak jak na rysunku:
y

wng

Luwgi

ISmm

-y

Wtedy powierzchnia ekranu jest rowna (w mm?):
(x—10)(y—6)=6000

skad wynika, ze
_ 6000 +6
4 x—10
Powierzchnia catego smartfona (ij. ekranu z obramowaniem) jest réwna
Py 6000 +6 = 6000x+6x.
x—10 x—10

+ 6 . Stad otrzymujemy kolejno

Poniewaz x>y >6 i x>10,to x>
x_
x* —10x > 6000+ 6x—60,

x> —16x+64 > 6004,
(x—8)" > 6004,

|x— 8> 21501,
x>2+/1501+8.

Otrzymalismy funkcje P zmiennej x okreslong wzorem
_ 0000 ¢ dia xe (2V1501 +8,420) .

PI=T0

6((x—10)" ~10000)  6(xx—110)(x+90)
C (x-10)

Obliczamy pochodna funkcji P:

, 6000(x—10)—6000x
P'(x)= p +6= p
(x—lO) (x—lO)

dla xe (2M+8,+oo) i

CENTRALNA

KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Miejscem zerowym pochodnej funkcji P jest x =110, bo
241501 +8 < 24/1521+8=2-39+8=86<110.

Ponadto P'(x)<0 dla xe (2\/1501 +8,110) oraz P’(x)>0 dla xe (110,+).
Zatem w przedziale (2\/1501 +38,1 10> funkcja P jest malejgca, a w przedziale <110,+o<>)

funkcja P jest rosngca.
Stad wynika, ze funkcja P dla x =110 przyjmuje najmniejszg wartos¢.

Wtedy y =150%-+6=66.

Poszukiwanymi wymiarami ekranu smartfona sg: x =100 mm, y =60 mm.
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