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Egzaminatorze!

e QOceniaj prace zdajacych uczciwie i z zaangazowaniem.

e Stosuj przyjete zasady oceniania w sposob obiektywny. Pamictaj, ze kazda
merytorycznie poprawna odpowiedz, speitniajagca warunki okreslone w poleceniu, musi
zosta¢ pozytywnie oceniona, nawet jezeli nie zostata przewidziana w przyktadowych
odpowiedziach w zasadach oceniania.

e Konsultuyj niejednoznaczne rozwigzania zadan =z innymi egzaminatorami lub
przewodniczacym zespolu egzaminatorow. W przypadku niemozno$ci osiggnigcia
wspolnego stanowiska, rozstrzygajcie na korzys¢ zdajacego.

e Przyznajac punkty, nie kieruj si¢ emocjami.

e Informuj przewodniczacego o wszystkich nieprawidtowo$ciach zaistnialych w trakcie
oceniania, w tym podejrzen o niesamodzielno$¢ w pisaniu pracy.



Klucz punktowania zadan zamknigtych
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Zadanie 26. (0-2)
Rozwigz nierownos¢ x(7x+2)>7x+2.

Rozwiazanie
Rozwigzanie nieréwnosci kwadratowej sktada si¢ z dwoch etapow.

I etap rozwigzania (obliczenie pierwiastkow trojmianu kwadratowego)
e zapisujemy nierdowno$¢ w postaci 7x> —5x—2> 0 i obliczamy pierwiastki tréjmianu
7x* —5x—2; obliczamy wyr6znik tego tréjmianu
. 5-9 2 5+9
A=25+4-7-2=25+56=81 istad x, =——=—— oraz x, =——=1
14 7 14
albo
e zapisujemy nier6wno$¢ w postaci x(7x + 2) —(7x+2)>0 i po wylaczeniu wspdlnego
czynnika przed nawias otrzymujemy posta¢ iloczynowa
(Tx+2)(x=1)>0,
z ktorej wynika, ze pierwiastkami trojmianu kwadratowego (7x+2)(x—1) sa liczby

xlz—% oraz x, =1.

II etap rozwiazania (zapisanie zbioru rozwigzan nierownosci)

+ -

2 1 x
7

Zapisujemy zbidr rozwigzan nierdbwnosci: (—oo,—%) U(L+o0) lub x€ (—oo,—%) U(L+eo).

Schemat oceniania

Z.dAJACY OLTZYIMUJE ..cuvvreernresssarcsssarsssnrssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnsses 1p.
gdy:

o obliczy lub poda pierwiastki trojmianu kwadratowego x, = —%, x, =1,

o zaznaczy miejsca zerowe na wykresie funkcji f(x)=7x>-5x-2,

1 na tym zakonczy lub blednie zapisze zbidr rozwigzan nierownosci
albo
e popetni btad rachunkowy przy obliczaniu wyr6znika lub pierwiastkéw trojmianu
kwadratowego (ale otrzyma dwa rozne pierwiastki) 1 konsekwentnie do tego bledu
zapisze zbior rozwigzan nierownosci.

Z.daJACY OLTZYIMUJE ..uvereervrresssarcssnrosssrosssssossssssssssesssssssssssesssssssssssesssssesssssssssssssssssossssssssnssss 2p.
gdy:
e zapisze zbior rozwigzan nierdownosci: (—oo,—%) U(L+o0) lub x€ (—oo,—%) U(L,+e0)




albo

e poda zbidr rozwigzan nierownos$ci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedziatow

11 e O
— 0O

Uwagi

1.

2.

Jezeli zdajacy wyznacza pierwiastki trojmianu kwadratowego w przypadku, gdy obliczony
wyrdznik A jest ujemny, to otrzymuje 0 punktéw za cate rozwigzanie.

Jezeli zdajacy podaje pierwiastki bez zwigzku z trojmianem kwadratowym z zadania,
to oznacza, ze nie podjal realizacji 1. etapu rozwigzania i w konsekwencji otrzymuje
0 punktow za cate rozwigzanie.

. Akceptujemy zapisanie odpowiedzi w postaci: x < —% 1x>1, x< —% oraz x>1, itp.
Jezeli zdajacy poprawnie obliczy pierwiastki trojmianu X, :—%, x,=1 1 zapisze

xe(—oo,%)u(l,+oo), popelniajac  tym samym btad przy przepisywaniu jednego

z pierwiastkow, to otrzymuje 2 punkty.

. Jezeli zdajacy podzieli obie strony nierdwnos$ci przez 7x+2 bez podania odpowiednich

zatozen, to otrzymuje 0 punktéw za cale rozwigzanie.

Jezeli zdajacy podzieli obie strony nierownos$ci przez 7x+ 2, poda odpowiednie zatozenia
ale rozpatrzy poprawnie tylko jeden z przypadkow, to otrzymuje 1 punkt za cale
rozwigzanie.

Kryteria uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu si¢ matematyki

Jesli zdajacy pomyli porzadek liczb na osi liczbowej, np. zapisze zbior rozwigzan nieréwnosci

w postaci (—eo,1) u(—%,+oo) , (4o0,1) u(—%,—oo) , to przyznajemy 2 punkty.



Zadanie 27. (0-2)

. . .. 3x" —8x-3
Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste x, ktore spelniajg warunek: % =x-3.
x —
Rozwiazanie
2 — —
Réwnanie ¥ Z8x=3 x —3 ma sens tylko wtedy, gdy x #3. Wtedy x—3#0. Mnozac
x —

obie strony rownania przez x—3 otrzymujemy réwnanie rdwnowazne

3x* —8x—3=(x-3)",

X' —x—-6=0.
Wyrdznik trjmianu kwadratowego x° —x—6 jestrowny A=1—4- (-6)=25. Zatem
le_—5=—2 lub x:1+—5:3.
2 2

Tylko liczba x =-2 spelnia warunek x # 3, wiec jest jedynym rozwigzaniem réwnania.

Uwaga
. . 3x*—8x-3 . . . . .
Roéwnanie —————= = x — 3 mozemy tez zapisa¢ w postaci rownowaznej
x—
(x—3)(3x+1) 3
x-3
Zatem dla x #3 jest ono rOwnowazne rOwnaniu
3x+1=x-3,
2x=-4
x==-2.

Zatem rozwigzaniem rownania jest x =—2.

Schemat oceniania
Z.daJACY OLTZYIMUJE ..uvereevvnressrnrcssnncsssnossssnossssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssesssssossnsssssnsses
gdy:
e obliczy pierwiastki trojmianu x> —x—6: x, = -2 oraz x, =3
1 na tym zakonczy lub dalej popeinia biedy,
albo

_ 3(x=3)(x+1
(x=3)CBx+) _ (x=3)( 3):x_3
x—3 x—3

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy,

e zapisze rOwnanie w postaci:

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE ..uverrevrressrarcssnrcssssnosssssossssssssssesssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssossssssssssssssnsses
gdy zapisze, ze jedynym rozwigzaniem rOwnania jest x = —2.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy popetni blad przy zapisie postaci iloczynowej trojmianu kwadratowego

3x* —8x -3, zapisujac (x—3)(3x—1) lub 3(x—3)(x—%) i rozwigze rownanie
konsekwentnie do konca, to otrzymuje 1 punkt.

2. Jezeli zdajacy przy zapisie postaci iloczynowej trojmianu kwadratowego 3x° —8x—3

pominie wspotczynnik liczbowy 3, zapisujac (x—3) (x + %) , to otrzymuje 0 punktéw.



3. Jezeli zdajacy popelni blad przy zapisie postaci iloczynowej tréjmianu kwadratowego
3x* —8x—3 i otrzyma iloczyn czynnikow liniowych, w ktérym nie wystepuje czynnik
x—3, to otrzymuje 0 punktow.



Zadanie 28. (0-2)
Dany jest trojkat ABC . Punkt S jest srodkiem boku AB tego trojkata (zobacz rysunek).
Wykaz, ze odlegtoséci punktow A i B od prostej CS sa rowne.

C
B
A S
Rozwiazanie
I sposob (wtasnos¢ srodkowej trojkata)
C
B

A S

Odcinek CS jest srodkowa trojkata ABC, wigc z wlasnosci srodkowej trdjkata wynika, Ze pola
trojkatow ASC 1 BSC sa rowne. Trojkaty te maja wspolny bok CS, wigc wysokosci tych
trojkatow opuszczone na prosta CS sg rowne, czyli odlegtosci punktow 4 1 B od prostej CS sa
rowne. To konczy dowadd.

Uwaga

Rownose pol trojkatow ASC 1 BSC wynika wprost z faktu, ze podstawy AS 1 BS tych trojkatow
majg rowne dtugosci, a wysokos$¢ opuszczona z wierzchotka C na prosta AB jest wspdlng
wysokoscig tych trojkatow. Mozemy tez zauwazy¢, ze katy ASC 1 BSC sg przylegte, wiec jesli

|%ASC|= 9, to |«<BSC|=180°—¢. Wtedy otrzymujemy
Pyso =% 4S|-|CS|-sin (180° - ) :%-|BS|-|CS|-sin(0: Py

asc — 7

I1 sposéb (przystawanie trojkatow)
Poprowadzmy przez punkty A4 i B proste prostopadie do prostej CS, a punkty przecigcia tych
prostych z prostg CS oznaczamy odpowiednio A" i B” jak na rysunku.

Zauwazamy, z€:
o |xA'SA|=|«B'SB
o |4S|=|SB

, jako katy wierzchotkowe,

, bo punkt S jest srodkiem boku AB,




. |<):SAA' , gdyz s3 to katy naprzemianlegte i proste 44" i BB s rownolegte.

=|«SBB’

Zatem, na podstawie cechy kbk przystawania trojkatow wnioskujemy, ze trojkaty SAA4’
i SAA" sa przystajace. Stad wynika, ze |AA'| = |BB'

, co konczy dowdd.

I1I sposéb (funkcje trygonometryczne)
Poprowadzmy przez punkty A4 i B proste prostopadie do prostej CS, a punkty przecigcia tych
prostych z prosta CS oznaczamy odpowiednio 4" i B” jak na rysunku.

Poniewaz proste A4" i BB sa rownolegte, wiec katy odpowiadajace 4°AS i B’BS sa rowne.
Oznaczmy miarg tych katow przez « . Z definicji sinusa otrzymujemy
. |44 _|BB’
sing="—"="——.
48| |BS]

Stad i z réwnosci |AS| = |SB| wynika, ze |44 =|BB’

, co konczy dowod.

IV sposob (twierdzenie Talesa)
Poprowadzmy przez punkty A4 i B proste prostopadie do prostej CS, a punkty przecigcia tych
prostych z prostag CS oznaczamy odpowiednio 4" i B” jak na rysunku.

Poniewaz proste A4" i BB sa rownolegte, wiec z twierdzenia Talesa wynika, ze

|4s| |BS|”
Stad i z réwnosci |AS| =|SB| wynika, ze |4'S|=|B’S|. Z tych dwéch réwnosci oraz

z rdwnosci |<):A'SA| = |<B’SB| katéw wierzchotkowych wynika (cecha bkb przystawania

trojkatow), ze trojkaty SAA” i SAA sa przystajace. Stad wynika, ze |AA’| = |BB' , co konczy

dowad.
Uwaga
Po wykazaniu réwnosci |AS| =|SB| i|A'S

Pitagorasa dla trojkatow prostokatnych S44” i SAA". Wtedy otrzymujemy

B'S | mozemy tez wykorzysta¢ twierdzenie



44| = | AS] +|4'S|" = |BS| +|B'S|" =|BB.
To konczy dowod.
Schemat oceniania I, I1 i III sposobu rozwigzania
Z.dAJACY OLTZYMUJE ..uueverriercrnnrecssssanrecssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 1p.
Zdajacy
e zapisze, ze trojkaty ASC 1 BSC maja rowne pola
albo
e zapisze, 7e |<):A'SA| = |<):B'SB ,14S | = |SB| oraz uzasadni, Ze|<):SAA'| = |<):SBB'
albo
e uzasadni, ze |A'S| =|B’'S
albo
. , , . . L |AA' : | ’
® zapisze |<):A AS| = |<):B BS| oraz jedng z rownos$ci siney =——lub sina =——
|45 BS|
1 na tym poprzestanie lub dalej popetni btedy.
Z.dAJACY OLTZYIMNUJE ..ueereervrresssnressnresssnossssscssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssnsses 2p.

gdy przeprowadzi petne, poprawne rozumowanie.

Uwaga

Jezeli zdajacy przyjmuje, ze trojkat ABC jest rownoramienny lub prostokatny, to otrzymuje
0 punktow.



Zadanie 29. (0-2)
Wykaz, ze dla kazdej liczby a >0 i dla kazdej liczby b >0 prawdziwa jest nierd6wnos¢

1,1, 4

a b a+b

Rozwiazanie (I sposob)
Poniewaz z zatozenia a >0, b >0 czyli takze a+b >0, wigc obie strony nierdownosci
mozemy pomnozy¢ przez a-b-(a+b), otrzymujac nierdéwno$¢ rownowazna

b(a+b)+a(a+b)=4ab.
Po otwarciu nawiasow, redukcji wyrazéw podobnych 1 uporzadkowaniu otrzymujemy
nierownos¢

. 2
a* —2ab+b*>20, czyli (a—b)" 20.

Poniewaz kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczba nieujemna, wigc dowdd zostat
zakonczony.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Z.dAaJACY OLTZYMUJE ..ouuverricrsranricsssssnresssssssessssssssessssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss

gdy doprowadzi podang nierownos¢ do postaci
a’—2ab+b* 20
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Z.dAaJACY OLTZYMUJE ..cuuverrieriranricsssssnresssssssesssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss

gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie.

Rozwiazanie (II sposob)

Z zatozenia a >0 1 b>0, wiec a+b>0. Zatem obie strony nieréwnosci mozemy pomnozy¢

przez a+b, otrzymujac nierdwnos$¢ rownowazng

a+b+a+b24.

a
Lewa stron¢ zapisujemy w rOwnowaznej postaci

1+é+ﬁ+124.
a
Zatem
LU
a b

co konczy dowod, bo suma liczby dodatniej i jej odwrotnosci jest rowna co najmniej 2.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Z.daJACY OLTZYIMUJE .ccveeerrrrccssencssrecsssrecssssecssssesssssesssssesssssesssssossssassssssssssssssssssssssssssssssssssnss
gdy doprowadzi podang nieréwnos¢ do postaci

LN

a b

1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Z.daJACY OLTZYIMUJE .ccveeerrrresssrnessrecsssnecsssnecssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssase

gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie.
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Uwaga:

Jezeli zdajacy sprawdza jedynie prawdziwo$¢ nierdwnosci dla konkretnych liczb a 1 b, to za cate

rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.

Rozwigzanie (I1I sposéb)
Z nierownosci miedzy $rednig harmoniczng i $rednig arytmetyczng otrzymujemy

a+ b 2
2 % +1
| - o 2(a+g) %) |
Mnozac obie strony tej nierownos$ci przez ————— otrzymujemy
a+
Lils s .
a b a+b

To konczy dowod.

Schemat oceniania I1I sposobu rozwiazania

Z.daJACY OLTZYIMUJE ..cuvvrerrercssnrcssnrcssarssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssasss

. . ., ,, a+
gdy zapisze prawdziwg nieroOwnos¢

1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Z.daJACY OLTZYIMUJE ..cueereervrressnrcssnncssssecssssssssssesssssesssssssssssosssssossssssssssssssssssssssssssssssssssss

gdy przeprowadzi petne, poprawne rozumowanie.

11



Zadanie 30. (0-2)
W ciggu geometrycznym przez S, oznaczamy sume n poczatkowych wyrazoéw tego ciagu, dla

liczb naturalnych n>1. Wiadomo, ze dla pewnego ciagu geometrycznego: S, =2 1 §, =12.
Wyznacz iloraz i piaty wyraz tego ciagu.

Przykladowe rozwiazania
Niech (a,) bedzie ciagiem geometrycznym o ilorazie ¢, takim, ze S, =2 i S, =12.
Roéwnosci te mozemy zapisa¢ w postaci
a, =2 oraz a,+a, =12.
Stad a, =10. Wobec tego iloraz ciggu (a,) jest rowny
_a, 10
= a_l =5 =
natomiast pigty wyraz tego ciggu jest rowny
a;=aq"*=2-5"=1250.

5,

Schemat oceniania

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE c.ceueeriersrressnresssressssncsssssossssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssesssssessssssssnssss 1p.
gdy:
e poprawnie wyznaczy iloraz ¢ =5 i1 na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.
albo
e popelni btad rachunkowy przy wyznaczaniu a, i konsekwentnie z tym btgdem
rozwigze zadanie do konca.
Z.dAJACY OLTZYIMUJE ccceueereernrecssnressanessssncssssnessssncsssssssssssssssesssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssessssses 2 p.

gdy obliczy iloraz 1 piaty wyraz ciggu: ¢ =5 1 a, =1250.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy zapisze od razu pig¢ pierwszych wyrazow ciggu (a,): 2, 10, 50, 250, 1250
1 zapisze, ze iloraz ciagu jest rowny 5, to otrzymuje 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy zapisze od razu pig¢ pierwszych wyrazoéw ciagu (a, ): 2, 10, 50, 250, 1250,

ale nie zapisze, ze iloraz ciagu jest rOwny 5, to otrzymuje 1 punkt.

T o a ., . . o
3. Jezeli zdajacy traktuje iloraz — jak iloraz rozwazanego w zadaniu ciaggu geometrycznego,
a,
to moze otrzymac co najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie.

4. Jezeli zdajacy traktuje iloraz ?2 jak iloraz ciggu geometrycznego, to otrzymuje 0 punktow
1
za cale rozwigzanie.
5. Jezeli zdajacy rozpatruje ciag arytmetyczny zamiast ciggu geometrycznego, to otrzymuje
0 punktow za cale rozwigzanie.

12



Zadanie 31. (0-2)
Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie symetryczng szescienng kostka do gry.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze otrzymamy sume oczek réwna 16.
Rozwigzanie (I sposob)
Zdarzeniami elementarnymi sg trzywyrazowe ciagi, ktérych wyrazami sg liczby nalezace do
zbioru {1,2,3,4,5,6} . Mamy do czynienia z modelem klasycznym. Zatem liczba wszystkich
zdarzen elementarnych jest rowna

Q=6 =216.
Niech 4 oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze otrzymamy sume oczek rowng 16. Sume

takg uzyskamy tylko wtedy, gdy wypadng dwie szdstki i jedna czworka albo dwie piatki
1jedna szostka. Zatem zdarzeniu A sprzyja nastepujacych 6 zdarzen elementarnych:

(4,6,6), (6,4,6), (6,6,4), (5,5,6), (5,6,5), (6,5,5).
Zatem |A| =6, wiec prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest rOwne

-6 _1
P(4)=716=36"
Rozwiazanie (Il sposob) ,,metoda drzewa”
Niech A4 oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze otrzymamy sume oczek rowng 16. Sume
takg uzyskamy tylko wtedy, gdy wypadna dwie szdstki 1 jedna czworka albo dwie piatki
1jedna szostka. Rysujemy drzewo zawierajace tylko istotne gatezie.

1 1
6 1 6
6
4 5) 6 wynik I losowania
VAR VAY 1IN L
6 6 6 6 6
6 ) 6 4 6 5 wynik 11 losowania
1 (I I
6 6 6 6 6 6
6 6 H 6 4 5! wynik 11 losowania

6 6 6 36
Schemat oceniania
Z.daJACY OLTZYIMUJE ..uvereevrrresssarcssnressasrosssssosssssossssesssssssssssesssssssssssesssssesssssssssssossssssssnsssssnsses 1p.
gdy
e zapisze liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =6’ =216
albo

e narysuje drzewo ilustrujace trzyetapowe doswiadczenie losowe i zapisze na co najmniej

jednym odcinku drzewa na kazdym etapie do§wiadczenia prawdopodobienstwo %
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albo
e wypisze wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu 4:
(4,6,6), (6,4,6), (6,6,4), (5,5,6), (5,6,5), (6,5,5)
albo
e 7zapisze, ze |A| =6 i nie wypisze przy tym btednych trojek liczb

albo
e narysuje drzewo zawierajace tylko istotne gatezie, ale wszystkie albo zawierajace
jeszcze inne galezie, przy czym wyrdzni wszystkie istotne gatezie
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE .uueeerrnrecsnrccsaresssnesssseessssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 2 p.
gdy obliczy i zapisze, ze P(A)=»>7=

Uwagi

1. Jezeli zdajacy popelni btad przy wypisywaniu zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniu 4 1 wypisze o jedng trdjka za mato lub o jedng za duzo, ale nie wypisze Zzadnej
niewlasciwe] 1 konsekwentnie do popetnionego bledu obliczy prawdopodobienstwo, to
otrzymuje 1 punkt.

2. Jesli zdajacy rozwiaze zadanie do konca i otrzyma P(A)>1 lub P(A)<0, to otrzymuje

za cale rozwigzanie 0 punktéw, o ile koncowy wynik nie jest skutkiem btedu
w dziataniach na utamkach.

3. Jezeli zdajacy stosuje drzewo probabilistyczne, w ktérym zaznacza, ze rozwazanemu
zdarzeniu sprzyjaja sytuacje, w ktorych w pierwszym etapie doswiadczenia uzyskano wynik
rzutu 4, 5 lub 6, ale pominie jedng z galezi odpowiadajacych sytuacjom sprzyjajacym
rozwazanemu zdarzeniu, to moze otrzyma¢ 1 punkt, jesli doprowadzi rozumowanie do
konca.

4. Jezeli zdajacy zapisze tylko: P(A4) = % , to otrzymuje 1 punkt.

5. Jezeli zdajacy zapisze tylko: |A| =6, Q| =216,P(A)= 2_f6’ to otrzymuje 2 punkty.

6. Poniewaz P(A)= % =0,02(7) , wiec akceptujemy poprawne zaokraglenia liczby %, oile

zaokraglenie jest wziete z doktadnoscig co najmniej 0,01.
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Zadanie 32. (0-5)
Podstawg ostrostupa ABCDS jest prostokat o polu rownym 432, a stosunek dtugosci bokéw tego
prostokata jest rowny 3 : 4 . Przekatne podstawy ABCD przecinaja si¢ w punkcie O. Odcinek SO jest

wysokoscig ostrostupa (zobacz rysunek). Kat S40 ma miarg 60° . Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Rozwigzanie
Niech a i b oznaczaja dhugosci krawedzi podstawy tego ostrostupa, H — wysoko$¢ ostrostupa.
Zapisujemy zatem uklad rownan z niewiadomymi a i b

a-b=432iL=3.

Z drugiego réwnania otrzymujemy b = %a . Stad 1 z pierwszego rOwnania otrzymujemy
réwnanie z jedng niewiadoma
3a’ =432,
a’ =576,

wiec a =24. Zatem b:%-24:18.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata 4ABC otrzymujemy

|AC|” =|4B| +|BC

d’> =24 +18.

d =~/24* +18? =/576+324 =900 =30
Poniewaz kat nachylenia kazdej krawedzi bocznej tego ostrostupa do ptaszczyzny jego
podstawy jest réwny 60°, wiec trojkat ACS jest rownoboczny. Zatem wysoko$¢ ostrostupa

jest rowna wysokosci trojkata rdwnobocznego o boku dtugosci 30. Zatem
H=153.

2
s

Stad

Objetos¢ ostrostupa jest wigc rowna
v =1-432-15J3 =216043.
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Schemat oceniania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny

na drodze do calkowitego rozwigzania zadania ...........ecceccceeicnisnnnccsssnneccsssnnsecsssnssecsans 1p.
Zdajacy
e zapisze jedng z zalezno$ci pomiedzy a i b: a-b =432 lub % =%

albo
e zapisze dtugosci sasiednich krawedzi podstawy ostrostupa w zaleznosci od jedne;j
zmiennej, np. 3x, 4x
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ...c.cccveeverireinsiissniisenssnicsessssnsssnsssssessnssnnenns 2 p.
Zdajacy

e zapisze uklad réwnan z niewiadomymia i b: a-b=432 i
albo

e zapisze oraz rozwigze rownanie 3x-4x=432: x=6
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania...........eeeeveeinvvnrinieicssnncssnicssnnncsssnecssssecssanes 3p.
Zdajacy
e obliczy dlugosci krawedzi podstawy tego ostrostupa oraz obliczy dtugos¢ d
przekatnej podstawy tego ostrostupa: a =24, b=18, d =30
albo
e obliczy x =6, dlugos¢ przekatnej podstawy d =5x =30 i zapisze pole podstawy
ostrostupa w zaleznosci od x: P, ., =12x°
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwiazanie prawie pelne .......iiiiinviiiiiiiiisiininiinnnninnsiiinsnicnssncsssncsssssessssscsssssssssnes 4 p.
Zdajacy obliczy wysokos$¢ ostrostupa: H = 1543

1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.

Rozwiazanie pelne ........iivveiiiveiiiisnniiisnnininncnsencssnencsssecsssseesnns « Sp.
Zdajacy obliczy objetos¢ ostrostupa: V' = % 1432153 =21604/3 .

Uwagi

1. Jezeli zdajacy popetni btedy rachunkowe albo bledy w przepisywaniu, ktore nie przekreslaja
poprawnosci rozumowania i konsekwentnie rozwiaze zadanie do konca, to maksymalnie
moze otrzymac 4 punkty.

2. Jezeli zdajacy odgadnie dtugosci krawedzi podstawy tego ostrostupa i1 rozwigze zadanie do
konca, to maksymalnie moze otrzymac¢ 4 punkty.

3. Jesli zdajacy rozpatruje inny kat (np. 45°) niz opisany w tresci zadania, to za cale
rozwigzanie moze otrzymac¢ maksymalnie 3 punkty.

4. Jezeli zdajacy blednie zastosuje definicje funkcji trygonometrycznych do obliczenia
wysokosci ostrostupa, to maksymalnie moze otrzymac 3 punkty.

5. Akceptujemy poprawne przyblizenia wielkoSci H1i V.

6. Jezeli zdajacy odgadnie dhugosci krawedzi podstawy tego ostrostupa i na tym poprzestanie,
to otrzymuje 1 punkt.

7. Jezeli zdajacy zaktada, ze dlugosci krawedzi podstawy tego ostrostupa sg rowne 3 oraz 4
1 z tym zalozeniem rozwiaze zadanie do konca, to otrzymuje 0 punktow.

16



Zadanie 33. (0-4)
Liczby rzeczywiste x i z spetniajg warunek 2x+z =1. Wyznacz takie warto$ci x i z, dla ktorych

wyrazenie x* +z” +7xz przyjmuje najwigksza wartos¢. Podaj te najwicksza wartosc.

Rozwiazanie
Z réwnosci 2x+z =1 wyznaczamy jedng ze zmiennych w zaleznosci od drugiej, np.: z=1-2x.
Wtedy wyrazenie x*+z° +7xz mozemy zapisaé w postaci
X+ (1-2x)° +7x(1-2x).
Po otwarciu nawiaséw 1 wykonaniu redukcji wyrazéw podobnych otrzymujemy

X +1-4x+4x> +7x—14x* =—9x* +3x+1.
Rozwazmy funkcje kwadratows f okre§long dla kazdej liczby rzeczywistej x wzorem

F(x)=-9x"+3x+1.

Wykresem tej funkcji jest parabola o ramionach skierowanych do dohu. Pierwsza wspotrzedna

wierzchotka paraboli jest rtowna p = _T38 é , hatomiast druga, g = 5 . Oznacza to, ze dla x =

1
6
funkcja f osiaga najwigksza warto$¢ rowna Z .
-1 _2
Gdy x=g,t0z=%.
1:._2

Zatem dla x=¢ 1z 3

wyrazenie x° +z° +7xz osigga najwiekszg warto$¢ rowng % )
Schemat oceniania
Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny
na drodze do calkowitego rozwigzania zadania ............eeeeneensenseecsnennseensnecssnecssensncenee 1p.
Zdajacy zapisze wyrazenie x° +z” + 7xz w zaleznosci od jednej zmienne;:
x* +(1—2x)2 +7x(1—2x) (l—lz)2 +z° +7(l—lz)z
*\2 2 2 2
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSTEP ...ccccceeecreresssercsssnressrercsssnsesssnssssssssssssssssasssssanes 2p.
Zdajacy zapisze wyrazenie x° + 2> +7xz w postaci ogolnej trojmianu kwadratowego jednej

zmiennej: —9x* +3x+1 lub ——z +3z+%

1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosSci zZadania.........coeicecveicniseicsssencssencssnscsssnscsssnesssasssssanes 3p.
Zdajacy obliczy obie wspohrzedne wierzchotka W paraboli begdacej wykresem funkcji
kwadratowe;j

o f(x)=-9x+3x+1:p,=1,q,=
albo

o g(z): 77 +3Z-+-1 P, = 3 qg=%
1 na tym zakonczy lub dalej popeim btedy.

EN[)

ROZWIgzZanie Pelne ..........coeeivveriisvnninisnrinssnninsnncssnicssnnncsssssssssssssssessssnes 4 p.

Zdajacy poprawnie zinterpretuje obie wspotrzedne wierzchotka paraboli i zapisze,

zedla x =% iz :% wyrazenie x° +z> +7xz osigga najwickszg warto$¢ rowng %
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Uwagi

1. Jezeli zdajacy popeini biedy rachunkowe albo bledy w przepisywaniu, ktore nie przekreslaja
poprawnosci rozumowania i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac
co najwyzej 3 punkty.

2. Jezeli zdajacy zapisuje jedynie odpowiedz: dla x =% 1z =% wyrazenie x° +z° + 7xz osigga

5

najwicksza warto$¢ rowna T to otrzymuje 0 punktow.
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Zadanie 34. (0-4)
Dany jest trojkat rozwartokatny ABC, w ktérym «<ACB ma miar¢ 120°. Ponadto wiadomo, ze

|BC | =10 i |AB| =107 (zobacz rysunek). Oblicz dlugo$¢ trzeciego boku trojkata ABC.

10V7

Rozwiazanie
I sposob (trojkat 30-60-90)
Poprowadzmy wysokos¢ BD trojkata ABC 1 przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

B

10V7

LI

120°
>
D T C b A

Wtedy kat BCD jest przylegly do kata ACB. Zatem «xBCD =180°—-120°=60°. To oznacza,
ze trojkat prostokatny BCD jest potowa trojkata rdwnobocznego. Stad wynika, ze

D =1|BC| oraz |BD|=|CD|V3,
czyli
x:%-IO:S oraz hy, =5\/§.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ABD otrzymujemy
|4B* =| 4D’ +|BD
(10\/7)2 = (x+b) +h?,
(10\5)2 =(5+b)’ +(5\B)2,

(5+5)* =700-75,

2
s

(5+b)* =625.
Stad
5+b=25,
b=20.
Odpowiedz. Dhugos¢ boku AC trojkata ABC jest rowna 20.
Uwaga do I sposobu rozwiazania

Analogiczne rozwigzanie otrzymamy, prowadzac wysokos¢ z wierzchotka A. Przyjmijmy
oznaczenia jak na rysunku.
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10

Wtedy kat ACF jest przylegly do kata ACB. Zatem <ACF =180°—-120°=60°. To oznacza,
ze trojkat prostokatny ACF jest potowa trdjkata rownobocznego.
Stad wynika, ze |CF| =%|AC| oraz |AF| = |CF|\/§, czyli
b3
>

zz%b oraz h, =

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ABF otrzymujemy
|4B[" =|4F|* +|BF

(10\/7)2 =(10+z2)’ +h2,

(10ﬁ)2 :(10+§)2 +(%)2,

_ 1;2,3;2
700_100+10b+4b +4b ,

b*+10b-600=0,
(b—20)(b+30)=0.

2
s

Stad

b=20 lub b=-30.
Dhugos¢ boku nie moze by¢ ujemna, wiec b =20 .
Odpowiedz. Dtugos¢ boku AC trojkata ABC jest rowna 20.

IT sposéb (twierdzenie cosinuséw)

Niech b oznacza dlugos¢ boku AC trojkata ABC.
B

10v7

120°
C b A

Z twierdzenia cosinuséw otrzymujemy
|4B|" =|AC[ +|BC[" -2-|AC|-|BC|-cos120°,
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(10\/7)2 =52 +10°=2-10-b-cos120°,

2
(10v7) =5 +10*=2:10-5-(-1)
700 =5 +10b+100,
b>+106-600=0,
(b-20)(6+30)=0,
b=20 lub b=-30.
Zatem b =20, gdyz dtugo$¢ odcinka nie moze by¢ liczba ujemna.
Odpowiedz. Dhugos¢ boku AC trojkata ABC jest rowna 20.

I1I sposdb (pole trojkata 1 twierdzenie Pitagorasa)

Poprowadzmy wysokos¢ CE trojkata ABC i niech b = |AC

, h,=|CE

Pole trojkata ABC jest rowne
Pye =%-|4C||BC|-sin120°0=1 5103 =383,
Z drugiej strony to samo pole jest rowne
Py =5-|AB|-h, =L 10\7 -, = 5\7 b,
Zatem
5V7-h, =320,

V3
(1) ho=5%b.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow AEC 1 BEC otrzymujemy
|AC[" =|AE[" +|CE[ oraz |BC[" =|BE| +|CE

2
s

2
b’ :(10\/7—)/) +h’ oraz 10> =y"+h’,
b* =700-207y+y* +h? oraz 10° = y* + 1?2,
Stad
b? =700-20+7y+100 oraz 100=)* +h>2,

y= 800—h2
2047

Stad z 1 rownania (1) otrzymujemy rownanie z jedng niewiadoma

oraz 100=y’ +5h°.

21
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100 = (80022 )2+( 33 b)z,

2047 277
00=——pt _2p +@+ib2,
2800 7 7 2

b* =13005” +360000 =0,
(> =400)(b* —900) =0,
(b—20)(b+20)(h—30)(b+30)=0.

Poniewaz b >0, wigc b =20 lub b=30. Najdhuzszy bok trojkata ABC to bok AB, wigc b nie
moze by¢ réwne 30.
Odpowiedz. Dhugo$¢ boku AC trojkata ABC jest rowna 20.

IV sposéb (pole trojkata i wzor Herona)
Niech b=|4C]|.

B

10V7

120°
C b A

Pole trojkata ABC jest rowne
Pyye =1-]4C|-|BC-sin120°=1-5-10-3 = 35,

Z drugiej strony ze wzoru Herona mozemy to samo pole zapisa¢ w postaci

PABC =\/p(p—10)(p—10\/7)(p—b) 5

. 10+10y7 +5 , o
gdzie p =— . Otrzymujemy wiec rOwnanie
\/10+10x/7+b'—10+10\/7+b.10—10\/7+b'10+10\/7—b_ﬂb
2 2 2 2 2 7
10+10\/7+b.—10+10\/7+b.10—10x/7+b.10+10\/7—b_(ﬂby
2 2 2 2 “\27)>

2
(1057 +5) ~100 12037b-600-b" _ 75b*
4 4 4
(203/7b+600+5 ) (20575~ 6005 ) = 3000,

9

—b* +160056> —360000 = 30057,
b* —1300b> +360000

(b* —400)(b* —900) =0,
(b—20)(b+20)(h—30)(b+30)=0.
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Poniewaz b >0, wiec b=20 lub b =30. Najdtuzszy bok trojkata ABC to bok 4B, wigc b nie
moze by¢ réwne 30.
Odpowiedz. Dtugo$¢ boku AC trojkata ABC jest rowna 20.

V sposob (twierdzenia Stewarta)
Niech b = |AC | . Narysujmy na zewnatrz trojkata ABC trojkat rownoboczny ACM, a przez

wierzchotek B poprowadZzmy prosta réwnolegla do prostej AC do przecigcia z prostg AM
w punkcie N, jak na rysunku.

107
120°
C\60° b A
) b
M

Wtedy trojkat BMN jest rGwnoboczny, a jego bok ma dtugos¢ »+10. Z twierdzenia Stewarta

).

(b+10)*-10+(b+10)’ -b:(b+1o)((1oﬁ)2+b.1o),

otrzymujemy

|[BM]" | AN|+[BN -| M| =|MN|(| B[ +| AM]|-| AN

(b+10)-10+(b+10)-b="700+10b,

b*>+20b+100=700+10b,
b*>+10b—600=0,
(b-20)(6+30)=0,
b=20 lub b=-30.
Zatem b =20, gdyz dlugo$¢ odcinka nie moze by¢ liczbg ujemna.
Odpowiedz. Dhugos¢ boku AC trojkata ABC jest rowna 20.

Schemat oceniania I, I1, I1L, IV i V sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMEA ceeenerierrrrecssrnensssnesssncssssnessssesssssesssssesssssesssssssssssesssssssssssesssssssssssssssssssssssessssssssssses 1p.

Zdajacy
e zauwazy, ze kat zewnetrzny trojkata ABC przy wierzchotu C ma miarg 60°
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albo
e poprowadzi wysoko$¢ BD lub wysokos$¢ AF trojkata ABC

albo

e zapisze rowno$¢ wynikajaca z twierdzenia cosinuséw dla trojkata ABC:
|4B|" =|AC|" +|BC[" -2-|AC]-|BC]-cos120°
albo

e zapisze uktad réwnan pozwalajacy otrzymac rownanie z jedng niewiadoma b, np.:

5\7-h, :%b i b? :(10\/7—y)2+hc2 i10>=y>+h’

lub
10+108/7 +b —10+1087 +b 10-10/7 +b 104107 =5 . 53
Py = : : : 1P, = Tb
2 2 2 2
albo
e narysuje trojkat rownoboczny AMN
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btgdy
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny POStEP .....ccecvveercuercssurscssaresssarcssnanes 2p.
Zdajacy
e obliczy dlugosci przyprostokatnych trojkata BCD: |CD| =5 i|BD| =53
albo
e wyznaczy dtugosci odcinkéw AF 1 CF w zalezno$ci od b: |AF | =%, CF | =%

albo
e zapisze rébwnanie z jedng niewiadoma b w postaci:
2
(10v7) =57 +10° =2-10-b- cos120°

albo
e zapisze rOwnanie z jedng niewiadomg b w postaci:

100= (800224 (55,

albo
e zapisze rOwnanie z jedng niewiadomg b w postaci:

\/10+10xﬁ+b.—10+10\/7+b.10—10\/7+b.10+10xﬁ—b 5

25
2 2 2 2 2

albo
e zapisze rOwnanie wynikajace z twierdzenia Stewarta dla trojkata AMN:

(b+10)°-10+(b+10)’ -b:(b+10)((10ﬁ)2+b-10)

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania..........cceieveiiniiisninnseinsinssenssninssenssnssssssssnenans 3p.
Zdajacy
e zapisze rOwnanie stopnia drugiego z jedna niewiadomg b, np.:
(10ﬁ)2 = (5+b)’ +(5J§)2, (10\/7)2 =b"+10°=2:10-b-(-%),

(10v7) =(10+%)2 +(%)2, (b+10)-10+(b+10)-b=700+10b

albo
e zapisze rOwnanie stopnia wyzszego niz 2 z jedng niewiadoma b w postaci, w ktorej po
jednej stronie rownania jest 0, a po drugiej illoczyn wielomianow, z ktorych kazdy jest

stopnia co najwyzej drugiego, np.: (b2 —400)(b2 —900) =0.

ROZWIgzanie pelne .........ocoueeiivveriisvnninsserinssnnisssencssnicssnnncssssesssssessssessssnes 4 p.

Zdajacy obliczy dlugos¢ boku AC trojkata ABC: |AC | =20.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy popehni btedy rachunkowe, ktore nie przekreslajg poprawnosci rozumowania
1 konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac za cale rozwigzanie co najwyzej
3 punkty.

2. Jezeli zdajacy popelni biad polegajacy na pominigciu wspoltczynnika % we wzorze na pole
trojkata 1 konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac za cale rozwigzanie co
najwyzej 3 punkty.

3. Jezeli zdajacy realizuje strategi¢ rozwigzania i jedynym btedem, ktdéry jednak nie ulatwia
rozwazanego zagadnienia na zadnym etapie rozwigzania, jest btagd polegajacy na niepoprawnym
zastosowaniu
a) zaleznosci migdzy dlugosciami bokow w trojkacie 30-60-90,

b) twierdzenia Pitagorasa,

¢) definicji funkcji trygonometrycznych,

d) wzoru redukcyjnego,

€) wzoru na pole trojkata z sinusem kata migdzy bokami
f) wzoru Herona na pole trojkata

g) twierdzenia cosinusow,

h) twierdzenia Stewarta,

i) wzoru skroconego mnozenia, np. na kwadrat sumy lub roznicy, np.: (a+ b)2 =a’+b’,albo

niepoprawnym obliczeniu pierwiastka z sumy lub roznicy, np. \a*> +b*> =a+b,
to za cale rozwigzanie zdajacy moze otrzymac co najwyzej 2 punkty.

4. Jezeli zdajacy przyjmuje, ze trojkat ABC jest rownoramienny lub przyjmuje, ze ktorys z katow
ostrych trojkata ABC jest rowny 30°, 45°, 60°, to za cale rozwigzanie moze otrzymac co
najwyzej 1 punkt.

5. Jezeli zdajacy jedynie zapisze |AC| =20, to otrzymuje 0 punktow.
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