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11.3.3. Styczna do krzywej

Rownanie stycznej do wykresu funkeji y = f(x) w punkcie (x,, f(x,)) ma postac

V= f(x0)=F(%o)(x=%,).

styczn,

&

Styczna moze miec z wykresem funkcji wiecej niz jeden punkt wspdiny.

Kat a miedzy przecinajacymi sie wykresami funkgji: y = f(x), y = g(x) —kat miedzy stycznymi do tych krzy-
wych, poprowadzonymi w punkcie ich przeciecia.

_ |f’(X0)_ 9(% )|

tga=r—+"———5,9dy 1+ f'(x,)-9'(x,)=0

|1+_f (Xo)'g (Xo)| ( 0) ( 0)

tga= oy~ ,9dy 14-a,-a, =0 a,,a, — wsp6tczynniki kierunkowe stycznych
|1+a1'az|

11.3.4. Wzory na obliczanie pochodnej

[£(x)- g0 =f(x)- 9(x) + £ (x)-9'(x)

[f(x)+9(x)=F () +9(x) [f(x) =g =f (x)-g'(x) e fOa)f = f(x)

(a)=0 (ax+b)'=a (axZ +bx+c)’:2ax+b
al a o1
X M=o e
p 1
i = ‘= —si t =
(sinx)’=cosx (cosx)'=—sinx (tgx) coclx

11.3.5. Monotonicznos¢ funkcji

Jezeli funkgja f jest rozniczkowalna w przedziale (a,b) oraz dla kazdego argumentu x € (a,b):
* f'(x)>0, to funkgja f jest rosngca w przedziale (a,b),
* f'(x)<0, to funkgja f jest malejaca w przedziale (a,b),
* f'(x)=0, to funkgja f jest stata w przedziale (a,b).

11.3.6. Ekstrema funkcji
Warunek konieczny istnienia ekstremum

Jezeli funkcja f osigga ekstremum w punkcie x, i ma w tym punkcie pochodna, to f’(xo) =0.

Warunek dostateczny istnienia ekstremum
Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu x,, w ktérym f(x0)= Ooraz

- f(x)>0dla (x,—h,x,) i f(x)<0 dla(x,,x, +h), to funkcja f ma maksimum w punkcie x,,
- fi(x)<0dla (x,—hx,) i f'(x)>0dla(x,,x, +h), to funkcja f ma minimum w punkcie x,.
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3.4. ROWNANIA | NIEROWNOSCI KWADRATOWE
3.4.1. Réwnanie kwadratowe

Réwnanie postaci ax? +bx +c =0, gdzie a=0 ia,b,c R, to rownanie kwadratowe.
Liczby a, b, ¢ — wspdtczynniki réwnania.

Jeslia=0,b=01ic=0,to réwnanie nazywamy zupetnym.
Jeslia=0ib=0luba=0ic=0luba=0,b=0ic=0, to réwnanie nazywamy niezupetnym.

Pierwiastek réwnania kwadratowego — liczba, ktéra spetnia réwnanie.
Rozwigzanie réwnania kwadratowego jest miejscem zerowym funkgji y =ax? +bx +c.

Wyréznik rownania kwadratowego: A =b? —4ac.
Rozwigzujac réwnanie zupetne, nalezy obliczy¢ wyréznik rownania. Réwnanie kwadratowe niezupetme
mozna rozwiazac bez obliczania wyréznika.

3.4.2. Liczba rozwigzan rownania kwadratowego

PIERWIASTKI ROWNANIA KWADRATOWEGO ZUPEENEGO , GDZIE

Dwa pierwiastki Jeden pierwiastek
“b—JA _ —b+iA 1
1 'XZ = -
2a 2a 2a

Nie ma pierwiastkéw.

PRZYKLADY

2x* —=x+1=0
A=(-1) -4-21=-7<0

Nie ma rozwigzania.

X2 +x—6=0 ¢ 4 4x+2=0
—42_4.0.) =
A=T —4.1(—6) =25>0 A74442270

B X==3;=7"

PIERWIASTKI ROWNANIA KWADRATOWEGO NIEZUPEENEGO

Posta¢ ax?>=0 ax? +bx=0 ax’ +c=0 A
réwnania (@=0,b=0ic=0) (a=0,b=0ic=0) (@=0,b=0ic=0)
da-£>0  dla—f<o
a a
Jeden pierwiastek ~ Dwa pierwiastki Dwa
Rozwiazanie X—0 b pierwiastki
X1=0,Xz=—E X= 75' Nifema'
V a rozwigzania.
c
=\
a

3.4.3. Wzory Viete’a

Jeslia=0i A>0, to réwnanie kwadratowe ax* + bc 4+ c =0 ma dwa r6zne pierwiastki X, 1x,, dla ktérych
prawdziwe sa wzory

. . 7 c . . . .
X, + X, =—— — suma pierwiastkéw X, X, =— —iloczyn pierwiastkéw
a a
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM i ,,Gazetq Wyborczq”

imer
dania

Modelowe etapy rozwigzywania zadania

Liczba
punktow

13.

Rozwigzanie:
az0AA>0=Mme(—oo0,—6)U(2 + o)

(M+5) =X, = (M+5 =4=>m+5=2vm+5=-2

m=-3vm= -7 - pierwsza liczba nie spetnia warunku A >0
m=-7

0-4

Postep:
Zapisanie i rozwigzanie warunkow: 2=0A A > 0= m & (—oco,—6)U(2,+o0)

Istotny postep:
Zapisanie trzeciego warunku w postaci: (m + 5)2 = X,X,

Pokonanie zasadniczych trudnosci:
Zapisanie trzeciego warunku w postaci:
(M+5=4=m+5=2vm+5=-2

Rozwigzanie petne:
Wyznaczenie czesci wspolnej rozwigzan wszystkich warunkow: m = —7

14.

Rozwigzanie:
h = EF - wysokos¢ trojkata BDE
23 1 a a3
= — = — s — h h = —_—
aE ="z =3 T 8

a3
_ 8
ENG
2
a3

__8 _VB .z
tga = 3a = tga = 3 = a=30

8

|F

o]

:\FB\:%:\DF\:%

o]

Postep:

Wprowadzenie oznaczen:

h = EF - wysokos¢ trojkata BDE
a2J3 1 a a3

P = = — e — h h = —_—

amE="z5" =52 "7 8

Istotny postep:
a3

FB
Obliczenie diugosci odcinka FB : % -8 IFB| = g

ENG

2 2

Pokonanie zasadniczych trudnosci:
a 3a

Obliczenie dtugosci odcinka DF : \DF\ = g 3-8

Rozwigzanie petne:

a3

Wyznaczenie kata o : tga = 3—8a = tgda = g = a=30°

8




Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM i ,,Gazetq Wyborczq”

imer . . . Liczba
dania Modelowe etapy rozwiazywania zadania punktow
15. Rozwigzanie: 0-4
SiN2X + COos4x = 0 = SiN2x + sin[%— 4x] -0
2X + = _4x 2x—g+4x . -
2sin cos =0=sin|l—Xx+—[=0vcos|3Xx ——|=0=
2 2 [+ 3 =oveosfsx—7)
T T T T m Km
=|-X+=|=KnV|3X——=|==+kn=>X=——KnvX=—+—,keC
[ + 4] iy [ 4] 2 + Km a ™ a + 3 (S
Istotny postep: 1
Zapisanie rownania w postaci: sin2x + cos4x = 0 = Sin2x + sin[% - 4x] =0
2x+ T —ax 2x—§+4x
2sin cos =0
2 2
Pokonanie zasadniczych trudnosci: 2
2x+ T _ax 2x — T 4 ax
Zapisanie alternatywy rownan: sinf =0vcos =0
Rozwigzanie prawie petne: 3
Zapisanie rozwigzan w postaci:
™ ™ ™ T 7w Km
—X+—|=KknV|3X——|==+k X=——knvx=—+—,keC
[ + 4] ™ [ 4] 2 + Km = 1 T a + 3 c
Rozwigzanie peine: 4
Zapisanie rozwigzan w postaci:
T m K
X=——KknvX=—+4+—,keC
a st 3 "€
16. Rozwigzanie: 0-7
ar*th=n=h= 12
r
3
P(X) = 2xrh + 2xr? zzrizr+27rr2, Po=27"1" 150
3 J—
P/(X) =27 2rr2 TP(x)=0er= ig
Po przeanalizowaniu znakow pochodnej otrzymujemy: w punkcie r = ig funk-
cja osiaga minimum, ktore jest jednoczes$nie najmniejszg wartosciag funkcji.
| czes¢: Wyznaczenie wzoru funkcji okreslajacej pole walca 1
Wyznaczenie zaleznosci miedzy promieniem podstawy i wysokoscia walca:
ar*th=n=h= 12
r
Wyznaczenie wzoru ha pole catkowite walca: 2
,  2xr ) 1+ 13
P(r,h)=2xrh + 2nr? = = +27r?, P(r) = 2m
Wyznaczenie dziedziny funkcji: r € (0, + co) 3 (za
| czesc
przyznaje
sie 3 pkt)
Il czes¢: Zbadanie pochodnej i wyznaczenie ekstremum 4

Wyznaczenie wzoru pochodnej funkcji:
3 _
Pr) = 2720 1

rZ




Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM i ,,Gazetq Wyborczq”

imer . . . Liczba
dania Modelowe etapy rozwiazywania zadania punktow
5
Wyznaczenie miejsca zerowego pochodnej: P'(r)=0<r = ig
Zbadanie znakow pochodnej i zapisanie wniosku dotyczagcego maksimum 6 (zall
funkcji: czes¢.
1 1 p‘rzyznaje
P'(r)>0diare ig +oo| P’'(r)<0dlare|0, ?ﬂle zatem funkcja rosnie sie 3 pkt
. 1 . . 1 . 1
W przedziale |3 > + oo, @ maleje w przedziale |0, 3 2l stad w punkcie r =3 2
funkcja osigga minimum bedace jednoczesnie najmniejszg wartoscia funkcji,
wiec wymiary walca: r = ig h=34.
Il czesé 7 (zal
1 czesc
Wyznaczenie najmniejszej wartosci funkcji: P[{] =3x32 przyznaje
2 sie 1 pkt)
17. Rozwigzanie: 0-5
A - wylosowanie dwoch kul biatych z drugiej urny w drugim losowaniu
B,, B, - odpowiednio wylosowanie biatej kuli z pierwszej urny w pierwszym
losowaniu i wylosowanie czarnej kuli z pierwszej urny w pierwszym losowa-
. 3 7
niuP(B,)=—,P(B,)=—
( 1) 10 ( 2) 10
4 4
2 15 2 10
P(A/B1)_W_E’ P(A/Bz)_w_—5
2 2
pay=>.15 .7 10_23
10 45 10 45 90
Postep: 1
Wprowadzenie oznaczen:
A - wylosowanie dwoch kul biatych z drugiej urny w drugim losowaniu
B,, B, - odpowiednio wylosowanie biatej kuli z pierwszej urny w pierwszym
losowaniu i wylosowanie czarnej kuli z pierwszej urny w pierwszym losowaniu
Istotny postep: 2
. . . 3 7
Obliczenie prawdopodobienstw: P(B,)=—, P(B,) = —
p p (B:) 10 P(B) =15
Pokonanie zasadniczych trudnosci: 3
Zapisanie prawdopodobienstw:
4 :
2 2
P(A/B,)) = ov P(A/B,) = o1
2 2
Rozwigzanie prawie petne: [6] 5] 4
Zapisanie prawdopodobienstwa zdarzenia w postaci: P(A) = 3 . i + 7 . i
10 (10) 10 (1
2
Rozwigzanie petne: 5

Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia A: P(A) = %




Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM i ,,Gazetq Wyborczg”

imer . . . Liczba
dania Modelowe etapy rozwigzywania zadania punktow
18. Rozwigzanie: 0-5
X+Y+2=63
Zapisujemy ukfad: {(y +15)* = (x —1)(z + 37), po rozwigzaniu otrzymujemy:
_X+2Z
V==
X =25 X =55
y=211Ilubiy=21
z=17 z=-13
Istotny postep: 2 (1 pkt,
gdy zapi-
X+ y +2z= 63 sano tylko
. . . i dwa row-
Zapisanie uktadu rownan: {(y +15)* = (x —1)(z +37) nania)
X+2z
V= 2
Pokonanie zasadniczych trudnosci: 3
Przeksztatcenie uktadu do rownania kwadratowego, np.: x2 —80x +1375=0
Rozwigzanie peine: 5 (4 pkt,
xX=25 X =55 gdy po-
. . . - . . - " petniono
Rozwiazanie réwnania i zapisanie odpowiedzi: 1y =21 lub {y =21 biad ra-
z=17 zZ=-13 chunko-
wy)
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