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Egzamin maturalny z matematyki — stara formuta
Rozwigzania zadan i schemat punktowania — poziom podstawowy

Klucz punktowania zadan zamknigtych

23

24

25

Schemat oceniania zadan otwartych

Zadanie 26. (2 pkt)
Rozwiaz nierdéwnosé 7x* —28<0.

Rozwiazanie

Rozwigzanie nierd6wnos$ci kwadratowej sktada si¢ z dwoch etapow.
Pierwszy etap rozwiazania:

Znajdujemy pierwiastki trojmianu kwadratowego 7x* —28:

e podajemy je bezposrednio, np. zapisujac pierwiastki trojmianu lub posta¢ iloczynowa

trojmianu lub zaznaczajac na wykresie
X =—2, X, =2 lub 7(x+2)(x-2)

albo
e obliczamy wyrdznik tego trdjmianu, a nast¢pnie stosujemy wzory na pierwiastki:
A=0-4.7-(-28)=28", x _0-28 =-2, X, = 0+28 =2.
14 14

Drugi etap rozwiazania:

Podajemy zbior rozwigzan nierownosci: —2<x<2 lub (-2,2) lub xe(-2,2) np. odczytujac

go ze szkicu wykresu funkcji f (x)=7x"-28.

Y

Schemat oceniania

Zdajacy OtIZYIMUJE .........coocoviiiiiiiiiiiiiiie et 1 pkt

gdy:
e zrealizuje pierwszy etap rozwigzania i na tym poprzestanie lub btgdnie zapisze zbior
rozwigzan nier6wnosci, np.
o rozlozy trojmian kwadratowy na czynniki liniowe, np. 7(x+2)(x—2) ina

tym poprzestanie lub btednie zapisze zbidr rozwigzan nierdéwnosci,
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o obliczy lub poda pierwiastki trojmianu kwadratowego x, =—2 i x, =2 ina
tym poprzestanie lub blednie zapisze zbidr rozwigzan nierownosci,

o zaznaczy na wykresie miejsca zerowe funkcji f (x)=7x*-28 inatym

poprzestanie lub btednie zapisze zbidr rozwigzan nierownosci
albo
o realizujac pierwszy etap popelni btad (ale otrzyma dwa rézne pierwiastki)
I konsekwentnie do tego rozwigze nierdownos¢, np. popeini btad rachunkowy przy
obliczaniu wyr6znika lub pierwiastkow trojmianu kwadratowego i konsekwentnie do
popetnionego btedu rozwigze nierdwnos¢.

Zdajacy O TZYINUJE .........oooviiiiiiiiitiiiiie ettt ettt ettt b e n e nneas 2 pkt
gdy:
e poda zbior rozwigzan nierdwnosci: —2<x<2 lub (-2,2) lub x (-2,2)
albo
e sporzadzi ilustracj¢ geometryczng (o$ liczbowa, wykres) i zapisze zbior rozwigzan
nierdwnosci w postaci: —2< X <2
albo

e poda zbidr rozwigzan nierdwnosci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedziatow

_2 2 X

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu si¢ matematyki
1. Akceptujemy sytuacje, gdy zdajacy poprawnie obliczy lub poda pierwiastki trojmianu
x, =—2 i X, =2 i zapisze, np. x€(2, 2), popehiajac tym samym btad przy przepisywaniu

jednego z pierwiastkow, to za takie rozwigzanie otrzymuje 2 punkty.
2. Jesli zdajacy pomyli porzadek liczb na osi liczbowej, np. zapisze zbior rozwigzan

nieréwnosci w postaci X € (2,-2), to przyznajemy 2 punkty.

Zadanie 27. (2 pkt)

Rozwiaz rownanie X* —2x> +27x —54 =0.

Rozwiazanie (metoda grupowania)

Przedstawiamy lewa strong¢ réwnania w postaci iloczynu, stosujac metod¢ grupowania
Wyrazow

x*(x—2)+27(x-2)=0

(x*+27)(x-2) =0.

Stad x=-3 lub x=2.
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Schemat oceniania
Zdajacy OtIZYIUJE .........coooviiiiiiiiiieitiiie ettt b et 1 pkt

gdy zapisze lewa strone rownania w postaci iloczynu, np.: (x® +27)(x—2) inatym
poprzestanie lub dalej popetni bigdy.

Z.dajacy OIZYIMUJE ........ccoecveiieiiiieeiteeie i este et e steeste et e saa e s e et e s e e teaseesseesteeseesteesteaneesneenees 2 pkt
gdy wyznaczy bezbtednie oba rozwigzania rownania: X =—-3, X = 2.

Zadanie 28. (2 pkt)

Funkcja kwadratowa f dla x=-3 przyjmuje warto$¢ najwigksza rowng 4. Do wykresu
funkcji f nalezy punkt A=(-1,3). Zapisz wz6r funkcji kwadratowej f.

1 sposéb rozwiazania

Wykorzystujac fakt, ze dla x=-3 funkcja kwadratowa f przyjmuje wartos¢ najwicksza
rowna 4, mozemy zapisaé: f(x)=a-(x+ 3)2 +4.

Punkt A=(-13) nalezy do wykresu funkcji, zatem mozemy obliczy¢ warto§¢

wspotczynnika a: a-(—1+ 3)2 +4=3, stad a= —% :

Zapisujemy wzor funkcji f w postaci f (x)= —% +(x +.?>)2 +4.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
ZdAJACY OLTZYIMUJE ..uveerreeseeisunessneesanessanesnrianreniinianie st ateeaneesseesneasseeaneesseesneessesanneenneesnns 1p.
gdy
e Zapisze wzor funkcji, w ktorym nieznany jest tylko wspotczynnik stojacy przy X2,
np. f (x):a-(x+3)2+4,

albo

e popelni blad rachunkowy przy obliczeniu wspotczynnika a i konsekwentnie do
popetnionego btedu zapisze wzor funkcji kwadratowe; f.

ZAAJACY OLTZYIMUJE ..ueeeureeerreeisueesseecsanessanesseesssnessnsssanessneasnesanntanneesneasesaneesesaneessesaneessessnnes 2p.

gdy zapisze wzor funkcji kwadratowej f :np. f(x)= —% (x+ 3)2 +4.

I1 sposéb rozwigzania
Funkcja kwadratowa moze by¢ opisana wzorem f (X) =ax® +bx+c.
Wykorzystujac fakt, ze funkcja kwadratowa f przyjmuje wartos¢ najwieksza dla x=-3,

mozemy zapisa¢: — =—3.
2a
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Stad b=6a, czyli f (x) =ax® +6ax+c.
Punkt W = (—3, 4) nalezy do wykresu funkcji, zatem mozemy zapisa¢: 4=9a—-18a+c

Stad c=9a+4, czyli f (x) =ax®+6ax+9a+4.

Punkt A= (—1, 3) nalezy do wykresu funkcji, zatem mozemy obliczy¢ warto$¢

wspotczynnika a: a—6a+9a+4=3, stad a=—%.

Wyznaczamy wartosci b i c: b= —% , C =%
Zapisujemy wzor funkcji f: f(x) = —% G —g X +£ .

Schemat oceniania Il sposobu rozwigzania
ZdaJACY OLTZYIMUJE ..ueeeureeesueessanesannssanesannsnnrennninieesirianee e sneesreasses st e sneesreesnessneesneesneennes 1p.
gdy
e Zapisze wzor funkcji, w ktorym nieznany jest tylko jeden wspotczynnik tréjmianu
kwadratowego f(x) =ax’+bx+c, np. f(x)=ax’+6ax+9a+4,

albo

e popelni bledy rachunkowe przy obliczeniu wspotczynnikow a, b, ¢ i konsekwentnie do
popetnionych btedow zapisze wzor funkcji kwadratowe;j f.

ZdaJACY OLTZYIMUJE ..ueeeureeerueesseeesanessancssnssssnsssnssssnessnsesnnssneaneessneannesaneassessneessessneessessneessees 2p.
gdy zapisze wzor funkcji kwadratowej f : np. f(x) = —% G —% X +£ .

Zadanie 29. (2 pkt)
Bok AB czworokata ABCD wpisanego w okrag jest Srednicg tego okregu (zobacz rysunek).
Udowodnij, ze |AD|” +|BD|* = |BC|” +|AC|".

Dowod
Kat ADB jest prosty, jako kat wpisany w okrag oparty na jego $rednicy.
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Podobnie stwierdzamy, ze kat ACB jest prosty.
Z twierdzenia Pitagorasa dla tych trojkatow prostokatnych otrzymujemy
|AB|" =|AD|” +|BD| oraz |AB|" =|AC|" +|BC|".

Poréwnujac prawe strony tych rownosci otrzymujemy teze. To konczy dowdd.

Schemat oceniania
Z.dajacy OLIZYIMUJE ........ccuveiueeieeieiieeieeie st este e e se et e e aa et e e e e s e e teaseesseesteeseestaesteaneenneenes 1 pkt
gdy zauwazy, ze katy ADB i ACB sg proste, wykorzysta twierdzenie Pitagorasa

i zapisze rownosci: |AB|” =|AD|" +|BD|", |AB|" =|AC|" +|BC|" i na tym poprzestanie Iub

dalej popeinia bledy.

ZdaJACY OLTZYIIUJE ........oveviiiiitieiieiieieie sttt bbbt e s e e s e e et be st s benbeereenes 2 pkt
gdy uzasadni réwnos¢.

Zadanie 30. (2 pkt)

W siedmiowyrazowym ciggu arytmetycznym s$rodkowy wyraz jest réwny 0. Udowodnij,
Ze suma wyrazow tego ciggu jest rowna 0.

Rozwigzanie

Ciag (an) jest ciggiem arytmetycznym, zlozonym z siedmiu wyrazdéw. Zatem srodkowym
wyrazem tego ciggu jest a,=a,+3r=0. Suma wyrazow tego ciggu jest rowna
S, =a +a,+a,+a,+a;+a, +a,. Wykorzystujac wzor na wyraz ogélny ciagu
arytmetycznego lub wzor na sum¢ wyrazéw ciggu arytmetycznego, zapisujemy sume ciagu
W postaci

S;,=a +a,+r+a +2r+a +3r+a, +4r+a, +5r+a, +6r=7a, +21r

Poniewaz a, +3r =0, wiec a, =-3r.

Stad S, =7a, +21r =7-(=3r)+21r = -21r + 21r =0.

Zatem suma wyrazow tego ciagu jest rowna 0.

Schemat oceniania

Zdajacy OLTZYIUJE ........c.ooiiiiiiiiiiieitiit ettt ettt ns 1 pkt
gdy
e zapisze sume¢ wszystkich wyrazow ciggu w postaci S, =7a, +21r ina tym
poprzestanie lub dalej popetni btedy

albo
e zapisze wszystkie wyrazy ciagu w zalezno$ci od wyrazu a,, np. a, =a, —3r,
a,=a,—-2r, a,=a,-r, a;,=a,+r, a;=a,+2r, a,=a,+3r, i na tym
poprzestanie lub dalej popeini btedy.
Zdajacy OLTZYIUJE ........cooiiiiiiiiiiieitiee ettt et b e es 2 pkt

gdy uzasadni, ze suma wyrazow ciagu jest rowna 0.
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Zadanie 31. (2 pkt)

Ze zbioru cyfr {1, 2,3,4,5, 6,7,8} losujemy kolejno dwie cyfry (losowanie bez zwracania)

I tworzymy liczby dwucyfrowe tak, ze pierwsza wylosowana cyfra jest cyfra dziesigtek,
a druga — cyfrg jednosci. Oblicz prawdopodobienstwo utworzenia liczby podzielnej przez 4.

I sposéb rozwiazania (klasyczna definicja prawdopodobienstwa)
Zdarzeniami elementarnymi s3 wszystkie pary uporzadkowane (x, y), gdzie x=y,

utworzone z dwoch cyfr wylosowanych ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8}, przy czym x oznacza

cyfre dziesiatek, y oznacza cyfre jednosci.
Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rOwna |Q| =8-7=56.

Niech A oznacza zdarzenie, Ze utworzona liczba jest podzielna przez 4.
Zatem

A={(12).(16).(2.4).(28).(3,2).(3:6).(4.8).(5:2).(5,6).(6:4). (6:8).(7.2).(7.6).(8.4)}

Liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A jest wiec rowna
|Al=14.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest rowne: P(A)= % = % .
I1 sposéb rozwiazania (metoda tabeli)
11234 |5(6]|7|8
1 © ©
2 X © ©
3 © | x ©
4 X © Symbole w tabeli oznaczajg odpowiednio:
X — zdarzenie niemozliwe
5 © X |© . .
© - zdarzenie elementarne sprzyjajace
6 © X © zdarzeniu A
/ © © | x |=8-7=56 i |A=14, zatem
8 © X
P(A)—2 -1,
56 4
Schemat oceniania 1 i Il sposobu rozwiazania
ZdajacCy OLTZYTNUJE ......cc.ooiuiiiiiitiiiiitiie ettt ettt e e bt e b e nneas 1 pkt

gdy
e obliczy liczbg wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych: |Q| =8.-7=56
albo
e obliczy (zaznaczy poprawnie w tabeli) liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniu A: |A =14
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Z.dajacy OIZYIMUJE ........ccoecveiieiiiieeiteeie i este et e steeste et e saa e s e et e s e e teaseesseesteeseesteesteaneesneenees 2 pkt

gdy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia A: P ( A) =

Uwaga
Jezeli zdajacy popeil blad przy zliczaniu w tabeli par, speiniajacych warunki zadania
I konsekwentnie do popetnionego bledu obliczy prawdopodobienstwo, to otrzymuje 1 punkt.

111 sposob rozwiazania (metoda drzewa)
Drzewo:

o
T~
\
~ N

© I~

P

2 4 2 4

Prawdopodobienstwo zdarzenia A (liczba jest podzielna przez 4) jest wiec réwne:
1212 12 11 12 12 12 11 14 1
P(A):_.__|__._+_._+_._+_._+_._+_._ ==,
87 87 87 87 87 87 87 87 5 4
Schemat oceniania II1 sposobu rozwiazania
Z.daJacy OTZYTIUJE .......ccoooviiiiiiiiiiiiii ettt 1 pkt

gdy narysuje pelne drzewo i przynajmniej na jednej gatezi zapisze prawdopodobienstwo

Zdajacy OLTZYIUJE .........ooiviiiiiiiiiieitiee ettt n e 2 pkt
gdy obliczy prawdopodobiefistwo zdarzenia A: P(A) =

Uwagi

1. Jesli zdajacy rozwigze zadanie do konca i otrzyma P(A)>1, to otrzymuje za cale
rozwigzanie ( punktow.

2. Jesli zdajacy dodaje prawdopodobienstwa na galeziach drzewa, to za cate rozwigzanie
otrzymuje 1 punkt (pod warunkiem, ze prawdopodobienstwa na galeziach drzewa sa
zapisane prawidlowo).

3. Jezeli zdajacy popehni btad przy przepisywaniu prawdopodobienstw z gatezi drzewa lub
w zapisaniu prawdopodobienstwa na jednej galezi drzewa lub nie zaznaczy jednej istotnej
gatezi drzewa 1 konsekwentnie do popetnionego btgedu oblicza prawdopodobienstwo, to
otrzymuje 1 punkt.
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Zadanie 32. (4 pkt)

Dany jest romb o boku dlugosci 35. Dlugosci przekatnych tego rombu roéznig si¢ o 14.
Oblicz pole tego rombu.

Rozwiazanie
Niech krotsza przekatna tego rombu ma dlugosé 2x (zobacz rysunek). Wtedy druga

przekatna ma dtugo$¢ réwna 2x+14.

X X+ 77

<D

35

Przekatne rombu przecinajg si¢ pod katem prostym oraz dzielg si¢ na potowy, zatem mozemy
zapisa¢ rownanie wynikajace z twierdzenia Pitagorasa:

X2 +(x+7)" =35%,
Po uporzadkowaniu otrzymujemy rownanie:
X* +7x-588=0.
To roéwnanie ma dwa rozwigzania: X =21, X =-28. Odrzucamy ujemne rozwigzanie
i zapisujemy dlugosci przekatnych tego rombu: 2x =42 oraz 2x+14 =56. Szukane pole

rombu rowna si¢ wiec:

P=%-42-56=1176.

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze

do pelnego roZwWIgZAaNIA ..............ccoooiiiiiiii 1p.
Zdajacy oznaczy dlugos$ci przekatnych tego rombu i zapisze zalezno$ci miedzy dlugos$ciami
tych przekatnych, np.

2x 1 2x+14
1 na tym zakonczy lub dalej popetni biedy.

Rozwigzanie, w kKtorym jest istotny POSteP ..........ccccoviiiiiiiiiiiiiiiii e 2p.
Zdajacy zastosuje twierdzenie Pitagorasa i zapisze rdwnanie z jedng niewiadoma, np.
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X2 +(x+7)2 =35
i na tym zakonczy lub dalej popetni biedy.

Uwaga
Jezeli zdajacy zapisze uktad rownan opisujacy sytuacje w zadaniu, np.

p-q=7
p2+q2 =352

gdzie p i g oznaczajg dlugosci potowek, odpowiednio, wigkszej i mniejszej przekatnej tego
rombu, to przyznajemy 2 punkty.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...............c.ccooiiii 3p.
Zdajacy rozwiaze powyzsze rownanie, otrzymujac dwa rozwigzania:
x=21, x=-28,

odrzuci ujemne rozwigzanie i na tym zakonczy lub dalej popetni biedy.

Rozwigzanie pelne ... 4 p.
Zdajacy obliczy pole tego rombu:

P :%-42-5621176 .
Uwaga
Jezeli zdajacy odgadnie dtugosci przekatnych rombu i sprawdzi, ze wtedy bok rombu ma
dhugos¢ 35, to otrzymuje 1 punkt. Jezeli ponadto obliczy poprawnie pole tego rombu, to
otrzymuje 2 punkty.
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Zadanie 33. (4 pkt)

Wysokos$¢ prostopadtoscianu ABCDEFGH jest rowna 1, a dlugos¢ przekatnej BH jest rowna
sumie dlugo$ci krawedzi AB i BC. Oblicz objetos¢ tego prostopadtoScianu.

H G

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

H G

A da B

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata DBH otrzymujemy
IBH|* =|BD|* +|DH|", czyli d* =a®+b?+1*,
Stad i z rownosci d =a-+b otrzymujemy
(a+b)2 =a’+b%+1,

a’+2ab+b*=a’+b*+1,

ab= 1
2
Ny T . 1 1
Objetosc V prostopadtoscianu jest zatem rowna V =ab-1= 3 1= >
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Schemat oceniania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA ........ocviiiieieiie ettt e et e e et e e te e s e e s ae et e eseesteenteaneesaeeneaneesreennens 1 pkt
Zdajacy

e zapisze dlugosc¢ przekatnej w zaleznosci od dlugosci bokow podstawy: d =a+b
albo

e zapisze zalezno$¢ miedzy dlugoscia przekatnej prostopadtoscianu 1 dtugosciami jego

krawedzi, np.: d® = (a2 +b? ) +1%.

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POStEP ..........cccociviiiiiiiiiiiiii e 2 pkt
Zdajacy zapisze rownanie pozwalajace obliczy¢ pole podstawy prostopadtoscianu:

(a+b)2 =a’+b?+1.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania....................ccooiiiiiii 3 pkt

Zdajacy obliczy pole podstawy prostopadtoscianu: ab ==,
ROZWIQZanie PeIe ..............cooiiiiiiiiic s 4 pkt
Zdajacy obliczy objetos¢ prostopadtoscianu: % :

Uwaga
Jezeli zdajacy rozwigze zadanie jedynie w przypadku prostopadtoscianu, ktdrego podstawa
ABCD jest kwadratem, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty, przy czym 1 punkt
2
otrzymuje za zapisanie rownania d* = (a\/f ) +1?, natomiast 2 punkty otrzymuje za

rozwigzanie zadania do konca w tym przypadku. Jesli natomiast zauwazy, ze
prostopadtosciandw opisywanych w zadaniu jest nieskonczenie wiele, wigc wystarczy
obliczy¢ objetosé tylko w przypadku gdy a =b, to moze otrzymacé co najwyzej 3 punkty.

Zadanie 34. (5 pkt)

Deweloper oferuje mozliwo$¢ kompletnego wyposazenia kuchni i salonu w ofercie ,,Malejace
raty”. Wysokos$¢ pierwszej raty ustalono na 775 zt. Kazda nastepna rata jest o 10 zI mniejsza
od poprzedniej. Catkowity koszt wyposazenia kuchni i salonu ustalono na 30 240 zt. Oblicz
wysoko$¢ ostatniej raty 1 liczbe wszystkich rat.

Rozwigzanie

Kolejne raty tworza ciag arytmetyczny, w ktorym pierwszy wyraz a = 7751 rdznica r =-10.
Jezeli n oznacza liczbe rat, to suma wszystkich rat jest rowna S,, = 30240. Wykorzystujac
wzOr na sume N poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego, zapisujemy rownanie
2.775+(n-1)-(-10)
2

Przeksztalcamy to rOwnanie rownowaznie i otrzymujemy
(780—5n)-n = 30240 i dalej

n% —156n+6048 = 0.

-n=30240.

Roéwnanie to ma dwa rozwigzania
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Obliczamy teraz wysokos¢ ostatniej raty, czyli a;, =651 ag, =—55.

Drugie rozwigzanie odrzucamy, jako sprzeczne z warunkami zadania, a catkowity koszt
wyposazenia kuchni 1 salonu zostanie sptacony w 72 ratach.

Odpowiedz: Liczba rat to 72. Ostatnia rata wyniosta 65 zt.

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

do calkowitego rozwiazania zadania.................ccoocoveiiiiiiiinn 1 pkt
Zdajacy zauwazy, ze problem daje si¢ opisa¢ za pomoca ciggu arytmetycznego, w ktorym
pierwszym wyrazem jest 775, a r6znicg tego ciggu jest —10.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny POStEP .........cccocoiiiiiiiiiiiiiici s 2 pkt
Zdajacy zapisze rownania z niewiadomag n: np. 2175+ (nz_ 1)' (_ 10) -n=30240.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..................ccccooiiiis 3 pkt

Rozwigzanie réwnania kwadratowego z niewiadomg n 1 otrzymanie dwoch rozwigzan

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja poprawnosci

rozwigzania (np. drobne bl¢dy rachunkowe lub wadliwe przepisanie) ....................... 4 pkt

e rozwigzanie rOwnania z niewiadomg n z btgdem rachunkowym (o ile przynajmniej jedno
rozwigzanie jest liczbg naturalng) i konsekwentne do popetnionego btgdu obliczenie
wysoko$¢ ostatniej raty

albo

e rozwigzanie rownania kwadratowego i odrzucenie jednego rozwigzania i brak obliczenia
lub obliczenie blednie wysokosci ostatniej raty.

RozZWiazanie Pelne ...............ccoooiiiiiiiii 5 pkt
Wyznaczenie liczby rat: 72
1 wysokos$ci ostatniej raty: 65 zt.



