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Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spetlniajgce warunki
zadania.

Zadanie 1. (0-3)

Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej x r6znej od 1 oraz dla kazdej dodatniej
liczby rzeczywistej y r6znej od 1 prawdziwa jest rownos¢

log, (xv)-log, (yj =log, (xy)-log, (yj :

X X

V. Rozumowanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy stosuje wzor na logarytm
1 argumentacja. potegi 1 wzoru na zamian¢ podstawy logarytmu (R1.b).

I sposdéb rozwigzania
Korzystajac ze wzoru na logarytm iloczynu i logarytm ilorazu mozemy zapisa¢ lewa strong
réwnosci w postaci

log, (xy)-log, (%) =(log, x+log, y)- (logy y—log, x) =(1+log, y)- (l—logy x) =
=l+log, y—log, x—log, x-log, y.
Korzystajac ze wzoru na zamiane podstaw logarytmu otrzymujemy dalej
lo
1+log, y—log, x—log, x-ﬂzlﬂogx y—log, x—1=log y—log, x.
logy X ’
W ten sam sposob przeksztalcamy prawg strong rownosci

log, (xy)-log, (fj = (logy x+log, y)-(logx y—log, x)= (logy x+1)-(logx y—1)=

lo
=log, x-log, y—log x+log, y—1=log, x- 1 &y —log, x+log, y—1=
og, X
=1-log, x+log, y—1=log y—log, x.
Zatem rownos¢ log, (xy)-log, (lj =log, (xy)-log, [Zj jest prawdziwa.
X X

IT sposob rozwiazania

Jesli xy =1 lub Yo , to obie strony roéwnosci sg rowne 0 i teza jest prawdziwa. Przypusémy
X

wiec, ze xy #1 1 Y21, Wtedy mozemy réwnos¢ przeksztatci¢ do postaci rOwnowazne;j
X

log (xy) log, (xy)

logx(y] logy(y]
X X

Z twierdzenia o zamianie podstaw logarytmu otrzymujemy
log (9) _ 100 ()= % ()

— < =log xy)=—F—.
logx(yJ x logy(yj
X X
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I1I sposob rozwiazania
Zauwazmy, ze dla dowolnych dodatnich liczb a i b mamy

logy a logx b B IOgy a logx b
log,x log,y log,x 1

log, a-log b= =log, a-log b,

log, x
skad w szczegdlnosci wynikatezadla a=xy 1 b= 2.
X

Schemat oceniania
Z.dAJACY OLTZYIMNUJC...uuuereereresssrrcssssrcsssrncsssssossssssssssssssssessssssssssesssssssssssssssssssssssossssssssssssssnsses 1p.
gdy

e zapisze lewa strong w postaci (1+1log, y)- (1 —log, x)
albo

e sprawdzi, ze teza jest prawdziwa dla xy =1 lub DA

X

1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.
Z.dAJACY OLTZYIMUJC..uuuverersreressnrcssnsssssnssssssssssssssssasssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssasssss 2p.

e gdy powola si¢ na wzor na zamian¢ podstaw logarytmu i zapisze wyraZzenie
I+log, y—log, x—1

albo

log, (xy) _ log, (xy)

ll) w2
X X

e gody przy odpowiednich zalozeniach zapisze posta¢ rownowazng

1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Uwagi

1. Jesli zdajacy stwierdzi prawdziwos¢ tezy dla xy =1 lub Yo zapisze postac ilorazowa
X

rownosci bez zapisania zalozen, ze xy #1 1 R 1, to rowniez otrzymuje 2 punkty.
X

2. Jesli zdajacy nie rozpatrzy przypadku xy =1 lub Y =1 i obie strony réwnosci z tresci
X

zadania podzieli przez odpowiednio: log, (xy)-log, (yx) lub log, (Zj -log, [Zj
x x

1 przeksztalci otrzymang rownos¢ do postaci tozsamosci: log,, (Z] =log,, (X] lub
X X
log, (xy)=log,, (xy), to tez otrzymuje 2 punkty.

X X

Z.dAJACY OLTZYIMUJC..uuuuerersrressrressrrosssrncssssecssssesssssesssssesssssosssssssssssossssssssssssssssssssssssssasssssasssss 3p.
gdy przeprowadzi pelny dowod.
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Zadanie 2. (0-5)
Dany jest wielomian W (x)=x" —3mx” + (Z»m2 —l)x—9m2 +20m+4. Wykres tego
wielomianu, po przesuni¢gciu o wektor u= [-3,0], przechodzi przez poczatek uktadu

wspotrzednych. Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu W.

2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy stosuje twierdzenia
o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspoétczynnikach
catkowitych (R2.c).

II1. Modelowanie
matematyczne.

I sposdb rozwiazania
Zauwazmy, ze pierwiastkiem wielomianu W jest liczba 3. Zatem W (3) =0, czyli
3 =3m-3% +(3m> =1)-3-9m> + 20m+4 =0,
27-2Tm+9m> —=3-9m* +20m+4 =0,
-Tm+28=0,
m=4.
Wielomian mozemy zapisa¢ w postaci W(x)=x"—12x> +47x—-60. Jednym z jego
pierwiastkdw jest liczba 3, wigc wielomian W jest podzielny przez dwumian x —3.
Wykonajmy to dzielenie wykorzystujac schemat Hornera.

B | -12 |47 | —60
3 |1 -9 |20 o

Zatem W (x) = (x—3)(x* —9x+20).

Pozostate pierwiastki wielomianu W to pierwiastki trojmianu x° —9x+ 20, ktére mozemy
wyznaczy¢ rozktadajac ten trojmian na czynniki liniowe

X —9x+20=x" —4x—5x+20=x(x—4)-5(x—4)=(x—4)(x-5)

Stad wynika, wielomian W ma trzy pierwiastki: x, =3, x,=4, x,=5.

Uwaga

Wielomian W mozemy zapisa¢ w postaci iloczynu dwoch wielomiandw w inny sposéb, np.
poprzez odpowiednie pogrupowanie wyrazow

W(x)=x=12x" +47x—-60=x" =3x* = 9x* +27x+20x— 60 =

=x* (x=3)=9x(x—3)+20(x-3) = (x-3)(x* = 9x+20).

Schemat oceniania I sposobu

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA ceeeeuneeiessereessanecssanesssnessssnesssseessssesssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssnse 1p.
Zdajacy zapisze, ze pierwiastkiem wielomianu W jest liczba 3 1 na tym zakonczy lub dalej
popeini bledy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSLEP ccccceeeercerecscercsssnresssressnsressssnessssscssssscssssssssssssens 2p.
Zdajacy zapisze réwnanie z jedna niewiadoma m, np.:
3 —3m-3° + (3m2 — 1)- 3-9m’ +20m+4 =0 ina tym zakonczy lub dalej popehi btedy.
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Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania .........eeeeeverinveiinsseicsseicssnicssnencsssnscssssessssnenes 3p.
Zdajacy wyznaczy wartos¢ parametru i zapisze WZOr wielomianu:

W(x)=x"—12x> +47x-60
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
POPrawnOoSCi FOZWIQZANIA . ..ccovurierreresssanesssancsssssssssnssssasssssasssssasssssssssssssssssssssssssssssssssassssssssses 4 p.
Zdajacy zapisze wielomian w postaci iloczynu dwoch lub trzech wielomiandéw stopni

dodatnich, np.: W(x) = (x—3)(x2 —Ox+ 20) .

ROZWIQZaNie PEINE ......uueivvueiiiineiiiineiciniinnsnninnnnissnicssnicsssnisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 5p.
Zdajacy wyznaczy wszystkie pierwiastki wielomianu: x, =3, x,=4, x, =5.

II sposob rozwiazania

Zapisujemy wzor wielomianu P(x) =W (x+3)

P(x)=(x+3) =3m(x+3)" +(3m* =1)(x+3)—9m* + 20m+4.

Poniewaz na wykresie wielomianu P lezy punkt (0,0), wigc liczba 0 jest jego pierwiastkiem.
Stad

(0+3)" =3m(0+3)" +(3m* —1)(0+3)~9m” +20m +4 =0,

27-27m+3(3m* =1)=9m* +20m+4 =0,

28-Tm =0,

m=4.
Dalsza czg$¢ rozwigzania przebiega tak, jak I sposobie rozwigzania.

Schemat oceniania II sposobu
Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMEA «ovverervuercssaresssarcssarsssssnsssssssssssssssssssssasssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnsssssasssssas 1p.

Zdajacy zapisze wzor wielomianu P(x) =W (x+3)
P(x)=(x+3) =3m(x+3)" +(3m’ —1)(x+3)—9m” +20m +4
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSLEP ...ccccceveevveririissernsnicssnrcsnissnssssnesssncsseesssssssessene 2 p.
Zdajacy zapisze réwnanie z jedna niewiadoma m, np.:
(0+3)"=3m(0+3)" +(3m* —1)(0+3)—9m” +20m+4 =0
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania ........coeiceveecnceicsseicssnncssnnssssanesssanssssssssssaseses 3p.
Zdajacy

e obliczy  warto$¢  parametru m=4 i1 zapisze  wzdér  wielomianu:

W(x)=x"-12x> +47x—60

albo
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e zapisze wielomian P(x) w postaci iloczynu dwoéch lub trzech wielomianow, np.:
P(x)= x(x2 —3x+2)
i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.
Rozwigzanie prawie CalkOWILe ........ccoveiiivvriiiivnrinsserinssercsssnicsssicsssnnessssncssssssssssssssssssssssssens 4 p.
Zdajacy
e zapisze wielomian W (x) w postaci iloczynu dwoéch lub trzech wielomiandéw, np.:

W (x)=(x-3)(x* —9x+20)

albo
o obliczy wszystkie pierwiastki wielomianu P(x) i nie wyznaczy wszystkich
pierwiastkéw wielomianu W (x)

1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

RozZWigzanie pelne..........iceervivurinivnrinssnninssnninseicssenssssnnssssnssssssesssssssssassses S p.
Zdajacy wyznaczy wszystkie pierwiastki wielomianu: x, =3, x,=4, x, =5.

11 sposob rozwiazania
Zauwazamy, ze W (3) =0 i korzystamy z rownosci wielomianow

()c—3)()c2+bx+c)=x3 —3mx2+(3m2—1)x—9m2+20m+4

skad mamy:
. 2 4
(1) =3c=-9m" +20m+4 , wiec c:3m2—?0m—§,
(2) b-3m=-3m,wiec b=-3m+3,

(3) c-3b=3m’—1.

Po wstawieniu (1) i (2) do (3) otrzymujemy
c+9m—9=3m* -1
3m’ —?m—§+9m—9 =3m* -1, skad wynika, ze m =4

Dalej jak w sposobie 1.

Schemat oceniania III sposobu

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMA «eeeeuveriesrrrisssrnessssnesssnessssnosssssosssssossssesssssssssssesssssesssssssssssosssssossssssssssssssssssssssssssssss 1p.
Zdajacy zapisze, ze pierwiastkiem wielomianu W jest liczba 3

1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSLEP ccccceeeervererscerisssrrcssnressnnressssncssssscssssscssssssssssssens 2p.
Zdajacy  zapisze  rOwnanie  wynikajace z  rowno$ci  wielomianéw,  np.:
()c—3)(x2 +bx+c) =X —3mx’ +(3m2 —l)x—9m2 +20m+4

i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania.........ceeeecveenensecseisenseecsensecssecsesssecssecseesnee 3p.
Zdajacy wyznaczy warto$¢ parametru 1 zapisze WZOr wielomianu:

W(x)=x"-12x> +47x-60
i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.
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Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
POPrawNOSCI FOZWIQZANIA..ccccrueierrarerssaresssanesssanessssnessssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssssssssassses 4 p.
Zdajacy zapisze wielomian w postaci iloczynu dwoéch lub trzech wielomiandéw stopni

dodatnich, np.: W (x)=(x-3) (x2 —9x+ 20)
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

ROZWIQZanie PEINe .......uoioueriiiuiiiiiiiinniiinniinnniinsnninsnicssnnicssssssssssessssssssssosssssssssssssssssssssssses 5p.
Zdajacy wyznaczy wszystkie pierwiastki wielomianu: x, =3, x,=4, x,=5.

IV sposob rozwigzania

Zauwazamy, ze W (3)=0. Po podzieleniu wiclomianu W (x)przez dwumian (x-3)
otrzymujemy iloraz

x*+(3=3m)x+3m’ —9m+8 oraz resztg —7m+28.

Z faktu, ze liczba 3 jest pierwiastkiem wielomianu W (x)mamy, ze

—Tm+28=0,azatem m=4.
Dalej, jak w sposobie .

Schemat oceniania I'V sposobu

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA cuuvererrreessnncssnncsssreessssecssssscssssesssssesssssssssssesssssessssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnssss 1p.
Zdajacy zapisze, ze pierwiastkiem wielomianu W jest liczba 3

i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSLEP ...ccccevueevvercruiisrerisuicssercsnissnncssecsssncsseesssssssesaene 2 p.
Zdajacy wykonuje dzielenie wielomianu W (x)przez dwumian (x—3)

1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania ........coeeiceveicnceicsseicssnicssnnssssnnesssansssssessssseses 3p.
Zdajacy wyznaczy warto$¢ parametru 1 zapisze wzor wielomianu:

W(x)=x"—12x> +47x—-60
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslajg
POPrawNOSCi FOZWIAZANIA....uciieiiieiiseiisinssnissensssnssssssssissssssssessssssssossssssssessssssssessssssssessasssns 4 p.
Zdajacy zapisze wielomian w postaci iloczynu dwoch lub trzech wielomiandéw stopni

dodatnich, np.: W (x) = (x—3)(x* —9x+20)
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

ROZWIQZanie PEINe .......uecevueiiiieiiiveicisninisnninnsnncsssnncsssisssssisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 5 p.
Zdajacy wyznaczy wszystkie pierwiastki wielomianu: x, =3, x,=4, x, =5.

Uwaga

Jesli zdajacy wyznaczy pierwiastki wielomianu P i na tym zakonczy, popetni jednak usterke
zapisu, oznaczajac ten wielomian btednie jako W, to za cate rozwigzanie moze otrzymac co
najwyzej 3 punkty.
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Zadanie 3. (0-6)
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie (m2 —m)x2 —x+1=0 ma

L m 1.1
X +x, 3 x X,

dwa rozne rozwigzania rzeczywiste x,, x, takie, ze

3. Rownania i nierdwnosci. Zdajacy rozwigzuje rOwnania
1 nieréwnosci kwadratowe z parametrem, przeprowadza
dyskusje i wyciaga z niej wnioski (R3.b).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Rozwiazanie
Gdy m*-m=0, czyli m(m-1)=0, a wigc dla m=0 lub m=1 réwnanie jest liniowe i ma
tylko jeden pierwiastek x=1. Zatem m#0 i m=#1. Wowczas rdwnanie jest kwadratowe
1 ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste wtedy 1 tylko wtedy, gdy A >0, a wigec gdy
1-4-1-(m* —=m)>0,
—Am* +4m+1>0,
4m* —4m—-1<0,
A, =(—4) -4-4-(-1)=16-2,
442 12 444D 1442
24 2 77 24 2
1-2 1442
5 <m< :

2

Zatem

Nieroéwnosé

< ? mozemy, wykorzystujgc wzér Viete’a na sumg pierwiastkow
X, +x,

trojmianu kwadratowego, zapisa¢ w postaci

m-—m< —,
2
m-——m=<0,
4
m|lm—-——1|<0,
3
4
0<m<—.
3
. ,.oom _ 1 1 ) ., . X tx, .
Prawa stron¢ nierownosci — < —+ — mozemy zapisaC W postaci ——=, wigc
3 X X, X, - X,

ponownie wykorzystujac wzory Viéte’a na sum¢ 1 na iloczyn pierwiastkow tréjmianu
kwadratowego mozemy te nierdwnos¢ zapisa¢ w postaci
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,czyli%ﬁl,awiqcmﬁ&

OtrzymaliSmy zatem m#0 1 m#1 oraz 1_2\/5 <m< 1+2\/5 oraz OSmsg oraz m < 3.

Stad me (0,1)U(1,52).

Schemat oceniania

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

Pierwszy z nich polega zapisaniu warunku, przy ktéorym rdwnanie jest kwadratowe

1-V2 1442 J
5 .

2

(m* —m #0), a nastepnie rozwiazaniu nieréwnosci A >0: me L

Za poprawne rozwigzanie nierownosci A >0zdajacy otrzymuje 1 punkt. Natomiast
uwzglednienie warunku m” —m # 0 oceniamy w ostatnim etapie rozwiazania.

Uwaga
Jezeli zdajacy zapisze A =0, to za t¢ czg$¢ otrzymuje 0 punktow.
. . . .y L 1 m _ 1 1
Drugi etap polega na rozwigzaniu  nier6wnosci <—<—+—.
x+x, 3 x x,

Za t¢ cze$¢ rozwigzania zdajacy otrzymuje 4 punkty.

Podzial punktéw za drugi etap rozwigzania:

: L ) 1 1 ) .
Za rozwigzanie nieroOwnosci % <—+—:me (—oo,3> zdajacy otrzymuje 1 punkt.
X X

Za rozwigzanie nierownosci < % zdajacy otrzymuje 3 punkty. Przy czym w tej

X, + X,

czesci:

W postaci np. ————,
X, +x, —(—1)
m’ —m

1 punkt zdajacy otrzymuje za zapisanie wyrazenia

2 punkty zdajacy otrzymuje za zapisanie nierownosci < 3 z niewiadomg m ,

x1+x2

m
np.: m> —m S?,

. . . L . 4
3 punkty zdajacy otrzymuje za rozwigzanie nierownosci 1 <2 me <0,—> .
x+x, 3 3

Trzeci etap polega na wyznaczeniu cz¢$ci wspodlnej rozwigzan nierdwno$ci z etapu
pierwszego i drugiego oraz uwzglednieniu warunku m’ —m #0.
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LROYAVIE VA2 (Y S A Il ] 7 6 p.

Wyznaczenie czgs$ci wspdlnej zbiordw rozwigzan nierownosci i podanie odpowiedzi:

1++2
me (O,l)u{l, 5 )

Uwaga
Punkt za ostatni etap przyznajemy wtedy, gdy:
e zdajacy poprawnie rozwigze nierownos¢ A >0, popetlnia bledy w rozwigzaniu
nierownosci z etapu I 1 uwzglednia warunki m#0 i m #1.
albo
e popekia bledy w rozwigzaniu nierdwnosci A > 0, poprawnie rozwigze co najmniej
jedna nierdwnos¢ z etapu Il 1 uwzglednia warunki m#0 1 m #1.

Zadanie 4. (0-6)

Trzy liczby tworza ciag arytmetyczny. Jesli do pierwszej z nich dodamy 5, do drugiej 3, a do
trzeciej 4, to otrzymamy rosngcy cigg geometryczny, w ktorym trzeci wyraz jest cztery razy
wiekszy od pierwszego. Znajdz te liczby.

5. Ciagi liczbowe. Zdajacy bada, czy dany ciag jest
arytmetyczny lub geometryczny, stosuje wzory na n-ty wyraz

1 sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego i ciagu
geometrycznego, rowniez umieszczone w kontekscie
praktycznym. (5.b,c).

II1. Modelowanie
matematyczne.

I sposob rozwiazania

Oznaczmy przez ¢ iloraz ciggu geometrycznego. Skoro trzeci wyraz ciggu geometrycznego
jest cztery razy wigkszy od pierwszego, ¢g=2 lub g=-2. Gdyby jednak g=-2, to
otrzymaliby$my naprzemienny cigg geometryczny, a to nie speiniatoby zatozenia, ze cigg ma
by¢ rosngcy. Zatem ¢ =2 i ciag geometryczny mozemy zapisa¢ w postaci (a,2a,4a). Ciag
(a—5,2a-3,4a—4) ma by¢ arytmetyczny, wigc  otrzymujemy  rownanie
2 (2a —-3)=a-5+4a—4, astad a =3. Kolejne wyrazy ciagu geometrycznego sa wiec rowne

3, 6, 12, a kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego sg rowne —2, 3, 8 i sg to szukane liczby.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA....uueeriieiirerricniisnrricsisssniecsssnsissssssssissssssssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasass 1p.

Zdajacy wykorzysta informacje, ze trzeci wyraz ciggu geometrycznego jest cztery razy
wickszy od pierwszego, zapisze zalezno$é np.: aq’ = 4a
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.
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Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ...ccccceeevveressnrcssnnicssnnicssnnecsssnessssssssssosssssssansees 2p.

Zdajacy odrzuci g =-2 oraz wykorzysta okreslenie ciggu geometrycznego, np. zapisze ten
ciag w postaci (a,2a,4a)
1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........ccevvuvicvvneeccnrcccnnes 4 p.

Zdajacy utozy réwnanie z jedng niewiadoma, z wykorzystaniem wiasnosci (lub definicji)
ciggu arytmetycznego, np.: 2(2a—3)=a—-5+4a—4
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ........ciivcveiincercnseicssercssnncssnnncsennes 5p.

Zdajacy obliczy wyrazy ciggu geometrycznego 3, 6, 12.

ROZWIQZaNnie PEINE .....ueeiievcveiiiiisnriiniisnnricnsinniinssnniicssssnsnesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 6 p.

Zdajacy poda szukane liczby: -2, 3, 8.

I sposob rozwiazania
Oznaczmy przez r roznicg i przez x Srodkowy wyraz ciggu arytmetycznego.

Woéwczas (x—r,x,x+r) jest ciagiem arytmetycznym, za$ ciag (x—r+5,x+3,x+r+4) jest
ciggiem geometrycznym, w ktorym trzeci wyraz ma by¢ 4 razy wigkszy od pierwszego.
(x+3) =(x=r+5)(x+r+4)

Wyznaczamy z drugiego
x+r+4=4(x—r+5)

Zapisujemy uktad rownan {

. . 5 16 : . . o .
roOwnania ngr—?, podstawiamy do pierwszego rdéwnania 1 po uporzadkowaniu

otrzymujemy réwnanie kwadratowe > —6r+5=0. Rozwigzaniami tego rownania sg liczby

r=1
r=>5
r =1 oraz r =5. Rozwigzaniami uktadu rownan sg pary liczb 11 oraz { 3
X

= —— xX=
3
. . (14 11 8 .
W pierwszym przypadku ciagg arytmetyczny ma postac 3373 a cigg geometryczny

(1 2 4 ) . : . L .
ma postaé 3733 Ciag ten nie spetnia warunku dotyczacego monotonicznosci.

W drugim przypadku cigg arytmetyczny ma postac (—2,3,8) a cigg geometryczny ma postac
(3,6,12). Zatem szukane liczby to -2, 3, 8.
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Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIiaZania ZAAAMIA....ucecrveeicrsricrsnicssanicsssnicsssnessssnesssssessssosssssssssssosssssossssossssssssssssssssssssnsss 1p.

Zdajacy wykorzysta wlasnosci ciggu arytmetycznego, np. zapisze szukane liczby w postaci
(x—r,x,x+r)

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSLEP .cceeerverecrrurcsssnrcssnressnnssssnsssssssssssssssssssssnsssses 2p.
Zdajacy zapisze uktad rownan z dwiema niewiadomymi z wykorzystaniem wtasnosci ciggu
. (x+3)2=(x—r+5)(x+r+4)
arytmetycznego 1 geometrycznego, np.:
x+r+4=4(x-r+5)

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania .........ccceeevveicnrencccsencscnenes . 4p.

Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadomg, np. 7°> —6r+5=0 albo 3x* +2x—33=0
i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslajg
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .........coeievvvercscercsceicssercssnnscssnnccsnns 5 p.

Zdajacy obliczy wyrazy ciggu geometrycznego 3, 6, 12.

Rozwigzanie pelne .........eiiceiiiiiriinnninsnncnsencssnnecssneecssseecsnnnes wee 6P

Zdajacy poda szukane liczby: -2, 3, 8.

11 sposob rozwigzania
Oznaczmy kolejne liczby ciagu arytmetycznego przez a, b, c.

Wowczas (a+5,b+3,c+4) jest ciagiem geometrycznym.
at+c=2b
Zapisujemy uklad rownan 1 (b+ 3)2 =(a+5)-(c+4).
c+4=4-(a+5)
Po przeksztalceniach ukladu otrzymujemy réwnanie np.: 3a’ +20a+28=0, ktorego

. . . 14 . — o
rozwigzaniem sg liczby: a =-2 oraz a = 3 Stad rozwigzaniami uktadu rownan sa trojki

14
a=——
a=-2 3
) 11
liczb: <b=3 oraz b:—?.
c=8 ]
c=——
3
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. . . 14 11 8 .
W drugim przypadku cigg arytmetyczny ma postaé —?,—?,—5 , a c13g geometryczny

(1 24 . . . . L.
ma postac 3733/ Ciag ten nie spetnia warunku dotyczacego monotonicznosci.
Zatem szukane liczby to: -2, 3, 8.

Schemat oceniania I1I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rOZWigZania ZAAANIA ......eeieiveierreicrsnicssnicssnnisssanesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssasssssas 1p.

Zdajacy
e wykorzysta wtasnosci ciggu arytmetycznego, np. zapisze zalezno$¢ migdzy szukanymi
liczbami w postaci a+c=2b.
albo
e wykorzysta wlasnosci ciggu geometrycznego, np. zapisze zalezno$¢ migdzy
szukanymi liczbami w postaci (b+ 3)2 =(a+5)-(c+4).

1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSLEP ...cccceeervercssercssanicssanesssnsessnsesssnsssssssssnsssssnsses 2 p.

Zdajacy zapisze uklad réwnan z trzema niewiadomymi, wykorzystujac wiasnosci ciagu
a+c=2b

arytmetycznego oraz ciggu geometrycznego, np.: < (b+ 3)2 =(a+5)-(c+4).
c+4=4- (a + 5)
1 na tym zakonczy lub dalej popetni bigdy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........ccevveecivniccrercscnenenes . 4p.

Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma, np.: 3a” +20a +28=0
i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ........ceicvvveiciieicsieicssercssnnncssanscsanes 5 p.
14
a=——
@2 131
Zdajacy zapisze rozwigzania uktadu: {b=3 oraz <b= Y i nie odrzuci drugiej trojki
c=8 3
c=——
3
liczb.

Strona 13 z 38



Rozwigzanie pelne ..........coeiievverinvvnninssnrinseicsseicssnencssneecssnsessssnes . 6p.
Zdajacy poda szukane liczby: -2, 3, 8.
Uwaga

Jezeli zdajacy myli wlasnosci ciggu geometrycznego z wlasnosciami ciggu arytmetycznego,
to za cate rozwigzanie otrzymuje 0 punktéw.

Zadanie 5. (0-4)
Rozwigz rownanie sin’ 2x—4sin’ x +1=0 w przedziale <O, 27Z'> .

IV. Uzycie i tworzenie 6. Trygonometria. Zdajacy rozwigzuje rGwnania i nierownosci
strategii. trygonometryczne (R6.e).

I sposdéb rozwigzania
Wykorzystujemy wzér na sinus podwojonego kata sin2x=2sinx-cosx, przeksztatcamy
réwnanie do postaci, w ktorym wystepuje tylko jedna funkcja trygonometryczna argumentu x:

(2sinx-cosx)2 —4sin*x+1=0,

4sin® x-cos’ x—4sin*x+1=0,

4sin’ x-(l—sin2 x)—4sin2 x+1=0
Otrzymujemy zatem réwnanie: —4sin* x+1=0.

. . . . o .. 1 . 1
To réwnanie jest rownowazne alternatywie rownan sin’ x = 5y lub sin® x = 5

Réwnanie sin” x = = nie ma rozwigzania. Natomiast réwnanie sin’ x = 5 mozemy zapisaé

1 1
jako alternatyw¢ rownan sinx=— lub sinx=——=. W przedziale (0,27) rdéwnanie
J y \/5 \/5 p < >

NG

. 1 : . 3z . 1 . :
sinx = T ma rozwigzania: x=— lub x= 7 a rOwnanie sinx = _T ma rozwigzania
2 2

xX= 7 lub x = Iz :
4 4
Zapisujemy odpowiedz: Roéwnanie sin®2x—4sin’x+1=0 w przedziale <O, 27r> ma cztery

rozwigzania: x = 7 lub xX= 3z lub x = R lub x = iz .
4 4 4 4

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA aeverierivnrressssnrecssssssresssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.
Zdajacy zapisze réwnanie w zaleznosci od jednej funkcji trygonometrycznej tego samego
argumentu, np. 4sin” x- (1 —sin’ x) —4sin*x+1=0 lub —4sin*x+1=0

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.
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Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSTEP ..ccccceeervurrcrsuricssnricssnressnnesssrossssrcsssssssssscsssseses 2p.
Zdajacy

e zapisze alternatywe sin” x :% lub sin® x = —%
albo

. : . . . i 1 1
e wprowadzi pomocniczg niewiadoma, np. ¢ =sin’ x i zapisze, ze t =— lub t =—— oraz
2 2

. ) I . L
zapisze, ze t = —— nie odpowiadajg zadne x

1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosSci Zadania .........eeeeceeeiciveriiisnncnssnncssencssnncssnsncssssscsssees 3p.
1 1
Zdajacy zapisze alternatywg¢ sinx =—= lub sinx =——= oraz
V2 2
: o 1 )
® rozwigze rOwnanie sinx = E w przedziale <0, 27[) cx=2" lub x= 377[

albo
L L 1 . RY/2 r
e rozwigze roOwnanie sinx =——= w przedziale <O, 27r> cx=—lub x=—
2 4 4
1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.
Rozwigzanie pelne ........couiiiiviiniverinssnnissnencssnicssssncssnscsssnsssssssssssssssssssssnes 4 p.

Zdajacy zapisze rozwigzania rownania sin’ 2x —4sin’ x+1=0 w przedziale <0, 27[) :

x=% lub xz%[ lub xzsf lub xz% (albo x=45°lub x=135° lub x=225°

lubx=315°).

Uwagi
1. Nie wymagamy, aby zdajacy zapisal warunek np. te <— l,l>, o ile z rozwigzania

wynika, ze zdajacy uwzglednia ten warunek.

: 1
2. Jezeli zdajacy podaje ogoélne rozwigzanie rdwnania trygonometrycznego: sinx =—= dla

X= %+ 2kr lub x= %7‘[ +2km, gdzie k jest liczba catkowita, sinx= —T dla

[
[\ s‘

x=%7z+2k7z, gdzie k jest liczba calkowita lub x=%7z+2k7z, gdzie k jest liczbg

catkowitg, to otrzymuje 3 punkty.

II sposéb rozwiazania
Wykorzystujemy wzér na sinus podwojonego kata sin2x=2sinx-cosx, przeksztatcamy
réwnanie do postaci, w ktorym wystepuje tylko jedna funkcja trygonometryczna argumentu x:

(2sinx~cosx)2 —4sin* x+1=0,
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4sin® x-cos” x—4sin’ x+1=0,
4(1—cos2 x)cos2 x—4(1—coszx)+1=0
Porzadkujemy i otrzymujemy réwnanie: —4cos* x+8cos’ x—3=0.

. . , . L , 3 1
To réwnanie jest rOwnowazne alternatywie rownan cos” x = 5 lub cos® x = 5
, . , 3 . : . . , : ) . .,
Rownanie cos” x =3 nie ma rozwigzania. Natomiast rownanie cos” x =3 mozemy zapisac¢
: , , 1 1 : , :
jako alternatyw¢ réwnan cosx :T lub cosx= —T. W przedziale <0, 27z> rébwnanie
2 2

1 ) ) T ¥4 ) } )
COSX =——ma rozwigzania: x = Z lub X = T , a rownanie COSx = _T ma rozwigzania
2

V2

x=3—7[ lub xzs—ﬂ-.
4 4

Zapisujemy odpowiedz: Rownanie sin’ 2x—4sin’ x+1=0 w przedziale <O, 27z'> ma cztery
rozwigzania: x = 7 lub x= 3z lub x = S lub x = i .
4 4 4 4

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA ceceuvererreresssancsssancssassssssssssssssssssssssasssssasssssasssssssssssassssssssssssssssssssssssssssnsssssnsssssnss 1p.
Zdajacy zapisze rownanie w zaleznosci od jednej funkcji trygonometrycznej tego samego
argumentu,

np. 4(1—cos2 x)cos2 x—4(1—cos2 x)+1 =0 lub —4cos*x+8cos’x-3=0

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP cccccecvcereervrrissnrcssrrcssnnnesssnncsssnncssssscsssscsssssssens 2p.
Zdajacy

e  zapisze alternatywe cos” x =% lub cos” x =%

albo

. . . . : 1
e wprowadzi pomocnicza niewiadoma, np. ¢ =cos’ x i zapisze, ze t=5 lub t= ) oraz
. ) 1 . L
zapisze, ze t = —— nie opowiadajg zadne x
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.
Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania...........ceeeeeeeeicivnricsseninssencsssnncsssnessnncsssnscsnns 3p.

1 1
Zdajacy zapisze alternatywe cosx =— lub cosx=——= oraz rozwiaze poprawnie jedno
Jacy zap ywe \/5 \/5 aze pop J

7z rOwnan:

1
e cosx=—= maw przedziale <O, 27z'> dwa rozwigzania: x = % lub x = i

2 4
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1
e Cosx= _ﬁ w przedziale <0, 27r> ma dwa rozwigzania: x = 377[ lub x=—

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwigzanie pelne ........ciiivviiiivniiniseninssnrinssnncssnicssencssssssssssessssesssssenes 4 p.
Zdajacy zapisze rozwiazania réwnania sin’ 2x—4sin’ x+1=0 w przedziale (0,27)

ng lub xz%z lub xz% lub xz% (albo x=45°lub x=135° lub x=225°

lubx=315°).

Uwagi
1. Nie wymagamy, aby zdajacy zapisal warunek np. 7€ <— 1,1> , 0 ile z rozwigzania wynika,

ze zdajacy uwzglednia ten warunek.

2. Jezeli zdajacy podaje ogdlne rozwigzanie rownania trygonometrycznego: CoSXx = ﬁ dla
1

x=Z12kx b x= Zzt +2kr, gdzie k jest liczbg calkowita, cosx=——= dla
4 4 2

xX= %7‘[ +2km, gdzie k jest liczbg catkowita lub x= %7[ +2km, gdzie k jest liczba

catkowita, to otrzymuje 3 punkty.

I1I sposob rozwiazania
Wykorzystujemy wzor na cosinus podwojonego kata i przeksztalcamy go do postaci

2sin’x =1-cos2x. Po wstawieniu do réwnania otrzymujemy réwnanie trygonometryczne
argumentu 2x:

sin® 2x—2(1-cos2x)+1=0.

Doprowadzamy rownanie do postaci z jedng funkcjg trygonometryczng argumentu 2x.
1—cos*2x—2+2cos2x+1=0

—cos’ 2x+2cos2x =0

—cos2x(cos2x—2)=0

To réwnanie jest rtOwnowazne alternatywie réwnan cos2x =0 lub cos2x=2.

Réwnanie cos2x =2 nie ma rozwigzania.

Rozwigzujemy réwnanie cos2x=0 1 otrzymujemy x=%+k§, gdzie k jest liczba

catkowita.
Po uwzglednieniu przedziatu <O, 27r> zapisujemy odpowiedz:

Roéwnanie sin’2x—4sin® x+1=0 ma w przedziale <O, 27z'> cztery rozwigzania: x =% lub
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Schemat oceniania I1I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA ceoeuvrrersereessanecsssncsssnesssssosssssossssssssssesssssesssssssssssesssssesssssesssssosssssssssssossnsssssnsssssnss 1p.
Zdajacy zapisze rownanie w zaleznosci od jednej funkcji trygonometrycznej tego samego

argumentu, np. 1—cos’ 2x—2+2cos2x+1=0 ina tym zakonczy lub dalej popehi btedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP cccccceevvererscnressnrcssnrcssnnrcssssncssssscssssscssssssssssssens 2p.

Zdajacy zapisze alternatywg:
cos2x=0 lub cos2x =2
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania...........ceeceeveeiciverinivencnsencssnncssencsssnsssssnscsnns 3p.

Zdajacy rozwigze roéwnanie cos2x =0 w zbiorze liczb rzeczywistych:

x= %+ k% , gdzie k jest liczba catkowita

1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

ROZWIQZaANie PEINE ....cccouueiiiiiinnriiiisnniinsssnnicsissnnicssssnnnicssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssassss 4 p.

Zdajacy zapisze rozwigzania rownania sin’ 2x —4sin’ x+1=0 w przedziale <0, 27£> :
x=% lub xz?%[ lub x=5—ﬂ- lub x=7—ﬂ-

(albo x=45° lub x=135° lub x=225° lubx =315°).

Uwaga

Jezeli zdajacy zapisze tylko rozwigzania x =% lub x = 3 , to otrzymuje 3 punkty.
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Zadanie 6. (0—4)

Rozwiaz nierownos$¢ |2x—6|+|x+7[=17.

II. Wykorzystanie
1 interpretowanie
reprezentacji.

3. Réwnania i1 nierdwnosci. Zdajacy rozwigzuje proste
réwnania i nierdwnos$ci z wartoscig bezwzgledna (3.e).

I sposob rozwigzania: ,,wyrdznienie na osi liczbowej przedziatow”

Wyrézniamy na osi liczbowej przedziaty: (—eo,~7), (-7, 3), <3,oo).

Rozwigzujemy nierdwnos$ci w poszczegélnych przedziatach 1 w kazdym przedziale
bierzemy cze$¢ wspdlng tego przedziatu z otrzymanym zbiorem rozwigzan nierownosci

x€ (—o0,—7) X€e <—7,3) xe <3’<>o)

2x+6—-—x-7217 2x+6+x+7217 2x—6+x+7217

—3x2>18 —x=4 3x2>16

_ < _
x<-6 x<—4 leg
3

Wyznaczamy cz¢$ci wspdlne otrzymanych wynikow z poszczegolnymi przedziatami,
x<-7 x€<—7,—4> xz%

1 bierzemy sumg¢ tych przedzialow: xe (—oo, —4> u<

16

).

II sposéb rozwiazania ,,zapisanie czterech przypadkow”

Zapisujemy cztery przypadki: {

x+720

x+720

Rozwigzujemy nieréwnosci w poszczegdlnych przypadkach:

2x—620 {2x—620 {2x—6<0 {2x—6<0

x+7<0 x+7<0

2x—-620
x+720
2x—6+x+7217

2x—-620
x+7<0
2x—6—x-7217

x=3
x<-7
x =30

niemozliwe

2x—-6<0
x+720
2x+6+x+7217

x<3
x=-7
—x2>4

x<3
x=>-7
x<—4

czyli
xe (-7,-4)

2x—-6<0
x+7<0
2x+6—x-7217

x<3
x<-=7
—3x2>18

x<3

czyli
x€ (—o0,—7)

Strona 19 z 38




Zapisujemy odpowiedz: xe (—oo, —4> U <%, oo
Schemat oceniania I i II sposobu oceniania
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSLEP ccccceeeerverirsrerisssrrcssnressnsressssncssssscsssssssssssssssssssens 1p.

Zdajacy wyrozni na osi liczbowej przedziaty (—e,~7), (-7, 3), <3,oo).
albo

) . [2x=620 2x-620 2x-6<0 2x-6<0
zapisze cztery przypadki:

x+720 x+7<0 x+720 x+7<0

Uwaga

Jezeli zdajacy popetni bledy w wyznaczaniu przedziatéw, ale nie sg one konsekwencja btedu
rachunkowego popelnionego przy przeksztalcaniu nierdwnosci, to przyznajemy 0 punktow.
Podobnie, 0 punktéow otrzymuje zdajacy, ktéry btednie zapisal cztery przypadki.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........coeeecevvereniercnsercsseicssnncssnnscssassssasssssanes 2p.
Zdajacy zapisze nierdwnosci w poszczeg6lnych przedziatach, np:
I. xe (—oo,—7) —2x+6—x-72>217

I xe(-7,3) -2x+6+x+7217

IL xe (3,00) 2x—6+x+7217

Uwagi

1. Jezeli zdajacy rozwigze nierdéwnosci w poszczegdlnych przedziatach 1 na tym zakonczy
lub nie wyznaczy czeSci wspdlnej otrzymywanych wynikow z poszczegdlnymi
przedziatami i kontynuuje rozwigzanie, to otrzymuje 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy rozpatrzy cztery przypadki, rozwigze nierdwnosci w poszczegélnych
przedziatach, stwierdzi, ze czwarty przypadek jest niemozliwy i na tym zakonczy lub nie
wyznaczy czesci wspolnej otrzymywanych wynikdw z poszczegdlnymi przedziatami
1 kontynuuje rozwigzanie, to otrzymuje 2 punkty.

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe)......cccccceceicsseicssnnicssencsssancssancsssasssnes 3p.

e zdajacy poprawnie rozwigze nierownos$ci 1 wyznaczy czeSci wspoOlne otrzymanych
wynikdw z poszczegdlnymi przedziatami tylko w dwoch przypadkach, popetni biad
w trzecim przypadku 1 konsekwentnie doprowadzi rozwigzanie do konca

albo

e zdajacy rozpatrzy cztery przypadki, poprawnie rozwiaze nierdwno$ci 1 wyznaczy czesci
wspolne otrzymanych wynikow z poszczegdlnymi przedzialami tylko w dwodch
przypadkach, stwierdzi, ze czwarty jest niemozliwy, popetni blad w trzecim przypadku
1 konsekwentnie doprowadzi rozwigzanie do konca.

ROZWIQZANIE PEINE ..cecriinnnnriiiirnrriininniiicsinniicsssnniissssnsicssssnsnssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 4 p.

Zdajacy zapisze odpowiedz: x < —4 lub x> %

Uwaga

We wszystkich rozwazanych przypadkach zdajacy moze rozpatrywaé obie nierdwnosci
nieostre (przedzialy obustronnie domknigte). Jezeli natomiast rozwazy wszystkie nierownos$ci
ostre (przedziaty otwarte), to przyznajemy za cale zadanie o 1 pkt mniej, niz gdyby wyrdznit
wszystkie przedzialy poprawnie.
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Zadanie 7. (0—4)

O trapezie ABCD wiadomo, ze mozna w niego wpisa¢ okrag, a ponadto dtugosci jego bokow
AB, BC, CD, AD — w podanej kolejnosci — tworzg cigg geometryczny. Uzasadnij, ze trapez
ABCD jest rombem.

V. Rozumowanie 7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwigzki miarowe w figurach
1 argumentacja. ptaskich (7.c).
Rozwiazanie

Korzystamy z wtasnosci ciggu geometrycznego:
AB=a, BC=aq, CD=aq’,AD=aq’.
Poniewaz czworokat jest opisany na okregu, zatem
a+aq’ =aq+aq’ .

Rozwigzujemy rownanie

a(1+q2)=a(q+q3)/:a¢0
(g-1)(1+4°)=0

g=1.

Ciag jest staly zatem trapez ma boki réwne, czyli jest rombem.

Schemat oceniania
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ...ccccveeerrercssnisssnresssaressnrssssrsssssrsssssssssssssssnssses 1p.
Zdajacy wykorzysta wlasno$ci ciggu geometrycznego i zapisze, ze

|AB|=a, |BCl|=aq, |CD|=aq’,| AD|= aq’
1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSEEP ...ccccveeeerrercssnrcssaricssanesssnnssssssessssssssssssssssssssnssss 2p.

Zdajacy zapisze rownanie a+aq” = aq+aq’
i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........ccoeinveiiininnseinsinnsennsinnseinsnessenssssenanes 3p.
Zdajacy rozwigze rownanie a+aq” = aq+aq’:

q=1
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

ROZWIQZanie PEINe .......uuieueiiiiiiiniiiinniiinsniicnnninsnnesnsnesssicssssissssssssssssssssessassosssssssssssssassess 4 p.

Zdajacy stwierdzi, ze otrzymany ciag jest staly, zatem trapez jest rombem.
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Uwagi

1. Jezeli zdajacy rozwaza jedynie szczegolny przypadek trapezu rOwnoramiennego, to za cale
rozwigzanie moze uzyska¢ co najwyzej 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy nie wprowadza ¢, ale oznacza boki trapezu jako a, b, ¢, d, to:
— za zastosowanie wlasnosci ciagu geometrycznego, jako 5> = ac lub ¢* = bd — otrzymuje
1 punkt.
— za powyzsze oraz zastosowanie wlasnosci trapezu wpisanego w okrag (a + c =b + d) —
otrzymuje 2 punkty.
— za ustalenie rownosci bokoOw trapezu (poprawny wniosek o tym, ze trapez jest
rombem) — otrzymuje 4 punkty.
— za zastosowanie wilasno$ci trapezu wpisanego w okrag (@ + ¢ = b + d) — otrzymuje
1 punkt.

Zadanie 8. (0-4)

Na boku 4B trojkata rownobocznego ABC wybrano punkt D taki, Ze |AD| : |DB| =2:3.
Oblicz tangens kata ACD .

7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwigzki miarowe w figurach
ptaskich z zastosowaniem twierdzenia sinusow 1 twierdzenia
cosinusow (R7.d).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

I spos6b rozwiazania ,,geometria elementarna”
Niech |AC|=5x. Wtedy|AD|=2x. Oznaczmy przez E spodek wysokosci trojkata ADC

opuszczonej z wierzchotka D jak na rysunku.Z
C

4x
S5x

E
x>

A 2x D B
Zauwazmy, ze trojkat ADE jest ,potowa trojkata rownobocznego, wigc |AE|=x

i |ED| =x+/3. Zatem |EC| =5x—x=4x. Wobec tego

3 _\3
tgo = =—

4x 4
Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego roZwigzania........ceeeeeveeeiseicssencssencssnicsssnecsssnessssessssssesssssesssssesssssesssssssssssssssase 1p.
Zdajacy poprowadzi wysoko§¢ DE i1 zauwazy, ze katy trojkata ADE maja miary 30°, 60°,
90° i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Strona 22 z 38



Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ...ccceveeecrvercssnrcssanicssnnecsssnessssnesssssssssnosssssssansees 2p.
Zdajacy wyznaczy dlugos$¢ jednej z przyprostokatnych trojkata ADE w zaleznos$ci od x:
|4E|=x, |ED|=x/3

i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosSci Zadania ........cceeeceeveeicivnrensreninsencssnncssencssnsnssssssssnsees 3p.
Zdajacy wyznaczy dlugosci obu przyprostokatnych trojkata DEC w zaleznosci od x:

|ED|=x+/3, |EC|=4x
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

ROZWIQZanie PEIE .......cueiiiiiiiiiiiiiiiiitinininiinnticnnticsneicsseessstessssnsssssnesssssessssssssssssssssens 4 p.

Zdajacy obliczy tangens kata ACD: tgor = g
Uwaga

419

Jezeli zdajacy wyznaczy warto$¢ cosar = BTH =0,9177 1na tej podstawie odczyta z tablic

o =24° lub o =23°1 korzystajac ponownie z tablic odczyta odpowiednia warto§¢ tangensa
kata o (tgar=0,4452 , tgor =0,4245), to za cale rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej
3 punkty.

IT sposdb rozwigzania ,,twierdzenie cosinusow”
Niech |AD| =2x, wtedy |DB| =3x . Niech ponadto |<):ACD| =« (zob. rysunek).

C

5x 5x

2x 3x
A D B

Stosujemy twierdzenie cosinusow do trojkata ADC i obliczamy dtugos¢ odcinka CD':
|CD|2 = (Sx)2 +(2x)2 —2-5x-2x-c0s60°=19x",
skad wynika, ze

|CD| = X\/E.

Z twierdzenia cosinuséw obliczymy teraz cosinus kata ACD :

(2)c)2 :(Sx)2 +(X\/E)2 —2-5x-xJ19 -cosax,

stad

cosor = 40x° = 4 = W (cosa >0, wigc & jest katem ostrym)
10x°V19 V19 19 7 ’

a zatem
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sing = /1—(%}2 =%.

Tangens szukanego kata jest wiec rowny:

_sina_\/ﬁ 19 \/§

cosax 19 .4\/5_7'

tgx

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMA «eeeeuveriisrarisssrressssnesssnossssnosssssosssssossssesssssssssssesssssesssssssssssosssssossssssssssssssssssssssssssssss 1p.
Zdajacy wprowadzi oznaczenia np. |AD| =2x 1 |DB| =3x, a nastepnie wyznaczy dlugos¢
odcinka CD:
|CD| = x/19
i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSLEP .cccceeeerreressreressnrcssercsssnscssssssssssssssssssssssssssassssnns 2 p.
Zdajacy obliczy cosinus kata ACD :

408> 4 419
10x*19 V19 19

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Cosx =

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania...........coeeeceicsinnseinsinnseinsninsecnsnecsssnssssessanenns 3p.
Zdajacy obliczy sinus kata ACD:

= /1_(%]2 551

1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

ROZWIQZANIE PEINE ..cccriinnnnriiiirnrriiiiniiicnisnniicnisnniisssssiecssssssnsssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssss 4 p.
Zdajacy obliczy tangens kata ACD::

_sina_\/ﬁ 19 \/5

tga = - =
8 cosae 19 4\/5 4
Uwaga
o g 419 o . .
Jezeli zdajacy wyznaczy wartos¢ cos o :T =~(0,9177 1 na tej podstawie odczyta z tablic

o =24° lub ¢ =23° 1 korzystajac ponownie z tablic odczyta odpowiednio warto$¢ tangensa
kata a (tga=0,4452, tgar =0,4245), to za cate rozwigzanie moze otrzymaé co najwyzej
3 punkty.
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I1I sposéb rozwigzania ,,twierdzenie sinusow w trojkacie ACD”
Niech |4D|=2x, wtedy |DB|=3x. Niech ponadto [«ACD| =& . Wtedy |«ADC|=120°-cr.

C
S5x S5x
2x 3x
A D B
Stosujemy twierdzenie sinusow do trdjkata 4ADC . Zapisujemy, zZe
2x Sx sinx 2

, CO 0Znacza, 26 ——————=—.

sina_sin (120°— ) sin(1200—a) 5

Otrzymujemy zatem rownos¢
. 3 1 .
Ssina = 2(§-cosa+5-sma],

ktora jest rtOwnowazna rownosci  4sina = V3cosar.

NE

A to oznacza, ze tga = T

Schemat oceniania I1I sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMEA covvvrirvnrerssnressrncsssnossssiosssssosssseossssssssssesssssssssssssssssesssssssssssssssssessssssssssssssssssssnsses 1p.

Zdajacy wprowadzi oznaczenia np. |AD| =2x, DB| =3x, [x4 CD| =, a ponadto zapisze,
ze |<):ADC| =120°—« 1 na tym zakonczy lub dalej popeini biedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ...ccceveeeervnrcssnrcssnricssnnecssnnessssnessssssssssessssssssnsees 2p.
Zdajacy zastosuje twierdzenie sinusow do trojkata ACD i zapisze, ze:
2x Sx

sin o B sin (120° - )

1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnoS$ci Zadania ..........oeeeeeveinnecsennensnicsensenseecsensecssecsecsseesae 3p.
Zdajacy przeksztatci powyzsza rownos¢ do postaci

5sina:2(§-cosa+%-sina]

1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

ROZWIQZanie PEINe ......uueiievvneiiiiissnniiniissnniccissnnnicssssnnicssssnssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 4 p.
Zdajacy obliczy tangens kata ACD :

3

teax=—-.
8=y
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IV sposob rozwiazania ,,twierdzenie sinusow w trojkatach ACD 1 BCD”
Niech |4D|=2x, wtedy |DB|=3x. Niech ponadto [«ACD|= . Wtedy |«BCD|=60°—c .

C
S5x S5x
2x 3x
A D B
Stosujemy twierdzenie sinusow do trojkata ADC . Zapisujemy, ze

2x _ |cD]

sinz sin60°
Teraz zapiszemy twierdzenie sinusow w trojkacie BCD:
3x _ |cD|

sin (60°—¢r)  sin60°

Poniewaz prawe strony obu rownan sg jednakowe, wiec
2x 3x .. sinx 2
— =— ,cezylize ———=—.

sin sin(60°—or) sin(60°—«) 3

Otrzymujemy zatem rdwnos¢

. 3 1
3sina =2 7-cosa—a-sma’ s

ktora jest rtOwnowazna rownosci
4sina=+3cosa.
3

A to oznacza, ze tgo = s

Schemat oceniania IV sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANA ovvveeirrsrnnricsssssnreossssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 1p.

Zdajacy wprowadzi oznaczenia np. |AD| =2x, DB| =3x, <):ACD| =, a ponadto zapisze,

ze |<):BCD| =60° -« 1na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP .cccveeeerreresssercsseresserssssesssssssssssssssssssssasssssasssssns 2 p.
Zdajacy zastosuje twierdzenie sinuséw do trojkatow ACD 1 BCD i zapisze, ze:

2x |CD| 3x 3 |CD|
sin sin 60° sin (60°— ) sin 60°

1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.
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Pokonanie zasadniczych trudnosSci Zadania .........eeeecvveiicvnrininrinseicssnicssnnicssnencssssscsnsees 3p.
Zdajacy poréwna lewe strony obu rownosci 1 zapisze, ze

. NE) 1.
3sina =2 T-COSOJ—ESIHOK

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

ROZWIQZanie PEHE ......uueeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiininiinnnicsnticsnnicsseisssnessssnessssnesssssessssssssssssssssees 4 p.
Zdajacy obliczy tangens kata ACD :

3

tgox =—.
8=

V sposob rozwigzania ,,tangens roznicy katow”
Niech |AD|=2x, wtedy |DB|=3x. Oznaczmy przez S Srodek boku AB (zob. rysunek).

Wtedy |DS|=§. Niech ponadto |<):ACD|:05. Wtedy |<):SCD|=30°—0{. Poniewaz CS jest

Sx\/g

wysokos$cig w trojkacie rownobocznym o boku dtugosci 5x , wigc |CS | = e

C

Sx 5x

2x 7
A DS B

Poniewaz trojkat CDS jest trojkatem prostokatnym, wigc mozemy obliczy¢, z definicji,
tangens kata SCD :
X

tg|<SCD|=L:£.

5xx/§ 15

2
Obliczamy zatem tangens kata ACD stosujac wzor na tangens roznicy katow:

NN

30°—tg(|«SCD - 15
tgr = tg(30° | cSCD]) = 2 e[ «<SC) _ 3 us s V3

1+tg30°-tg(|<rSCD|)_1+£‘£_ 16 4
315

15

Schemat oceniania V sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
TOZWIQZANEA .cvvvvereersssnrrecssssssecsssssssessssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssases 1p.

Zdajacy wprowadzi oznaczenia np. |AD| =2x, DB| =3x, |4 CD| = ¢, a ponadto:
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poprowadzi wysoko$¢ CS i zapisze, ze |<):SCD| =30°-«

albo
obliczy tangens kata SCD

X

2 _\3
tg|«SCD| = sz\/g =15

2

1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP ......cccceeveirrerisinssercsiissenssnnesssnssanesssssssessssssanens 2 p.
Zdajacy poprowadzi wysoko$¢ CS i zapisze, ze |<):SCD| =30°-«

oraz
obliczy tangens kata SCD

X
tg|«SCD| 2 ¥

Sxx/§ 15

2
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........coeeeevveeiciverinssercsseicssnncsssnscssssssssssssssanes 3p.
Zdajacy zapisze, ze
tg30° - tg(|<«SCD))
1+1g30°- tg(|«SCD))
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

tgar = tg(30°—|«SCDJ) =

Rozwigzanie pelne..........coeiiinerinverinsseninssnninssnncssencssseicssssissssnessssssnns 4 p.
Zdajacy obliczy tangens kata ACD :

3

teor=—-.
8=

Uwagi

1. Jezeli zdajacy wykorzystuje w rozwigzaniu stosunek podziatu boku AB inny niz 2:3, to za
takie rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.

2. Jezeli zdajacy przyjmuje w rozwigzaniu nieprawdziwg wiasno$é: kat 60° jest podzielony
w stosunku 2 : 5, to otrzymuje 0 punktow.

Strona 28 z 38



Zadanie 9. (0-5)
Wyznacz rdéwnania prostych stycznych do okregu o réownaniu x°+ y>+4x—-6y—-3=0
1 zarazem prostopadtych do prostej x +2y—-6=0.

8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy
IV. Uzycie i tworzenie rozwigzuje zadania dotyczace wzajemnego potozenia prostej
strategii. 1 okregu oraz dwoch okregdw na plaszczyznie kartezjanskie;.
(R8.b).

I sposob rozwigzania

Wyznaczamy wspohrzedne srodka i dlugoéé promienia okregu x° +y° +4x—6y—-3=0.
-2a=4 -2b=-6

a=-2 b=3

r’=a’+b*—c

r’=(-2) +3* - (-3)

r’ =16

r=4

Zatem $rodek okrggu ma wspotrzedne (— 2, 3), a promien r =4 . Proste styczne do okregu sg

prostopadle do prostej y:—%x+3. Zatem mozna opisa¢ je roOwnaniem y =2x+b lub
K—2X—2)+L3—by_4
(=2 +1°

—2x+y—b=0.Ich odlegtos¢ od srodka okregu jest rowna 4, wigc

[4+3-p)
2= 4
J5
17— =45
7-b=45 lub 7—b=—45
b=7-4J5 lub b=T7+4/5
Zatem proste styczne do okregu x’+y’+4x—6y—-3=0 i prostopadte do prostej

x+2y—6=0 majg rbwnania: y=2x+7—4\/§ iy:2x+7+4\/§ .
Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA c.ovverirrnrerssnncssrrossssnossssiosssssossssssssssssssssssssssesssssssssssesssssesssssssssssessssssssnsssssssssssnssss 1p.
Zdajacy

e wyznaczy wspotrzedne $rodka okregu x” +y° +4x—6y—-3=0: (=2, 3)
albo
e wyznaczy wspoOtczynnik kierunkowy prostych stycznych: a =2

1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny PoStep .......cecceevueesercsnecsercsnrcsencnne 2 p.
Zdajacy wyznaczy wspolczynnik kierunkowy prostych stycznych oraz promien okregu:

y=2x+bir=4
1 na tym zakonczy lub dalej popeini biedy.
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Pokonanie zasadnlczych trudnosSci Zadania..........ceeeeeiveeininicninicnsnicssnicssssisssssesssssessssnes 3p.
Zdajacy zapisze zwiazek opisujacy odlegtos¢ prostych stycznych od $rodka okregu:

[4+3- b|_
Js

Rozwigzanie prawie CalkOWILe ........ccoveieivvniiiivnrinsseninsnncssnicssnicssssncssssncssssscssssscssssssssssscsens 4 p.
Zdajacy wyznaczy wspolczynnik b: b =7 — 44/5 Tub b=7+445.

i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Rozwigzanie pelne..........ceiiivuricvvericsseninssniinssnncsseicssnsicsssssssssnesssnssnns 5 p.
Zdajacy zapisze rownania stycznych: y =2x+7 — 445, y=2x+7+ 445 .

II sposéb rozwigzania
Roéwnanie prostej prostopadtej do prostej x+2y—6=0 ma postaé y =2x+b.

Rozwigzujemy uklad réwnan, ktéry z uwagi na warunki zadania powinien mie¢ jedno
rozwigzanie:

¥ +y +4x—-6y-3=0
{y =2x+b
x> +(2x+b) +4x-6(2x+b)-3=0
{y=2x+b
Pierwsze rownanie, po przeksztatceniach, ma posta¢ 5x° +(4b—8)x+b* —6b—3=0.
Roéwnanie to ma jedno rozwigzanie, gdy A=0.
= (4b—8)* = 20(p* — 6b —3) = —4b> + 56b +124

—4b* +56b+124=0

b*>—14b-31=0

A, =196+124 =320 = (845

@ZLM @:M@

b, = b, =

Zatem proste styczne majg rownania: y =2x+7 — 45 i y=2x+7+ 44/5 .

Schemat oceniania II sposobu rozwigzania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZATA «ovvveeeirsrnnricssssnnreossssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 1p.

x'+y’+4x-6y-3=0

Zdajacy zapisze uktad rownan
y=2x+b

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSEEP .cccceeeecreresseresseresssnsssssnssssansssansssssssssssssssssssssnns 2p.

Zdajacy przeksztatci uktad réwnan do réwnania kwadratowego z jedng niewiadoma, np.:
5x> +(4b—8)x+b> —6b—3=0

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.
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Pokonanie zasadniczych trudnosSci Zadania .........eeeeeveiicvnninvnnninsnncssnicssnnicssnencssssscsssees 3p.
Zdajacy zapisze warunek istnienia jednego rozwigzania roOwnania

5x% +(4b-8)x+b>—6b—-3=0: A=0, czyli—4b*> +56b+124=0 lub b* —14b—31=0
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwigzanie prawie CalKOWIte.......ccovvvriiciivsnricsissnricsissnniecssssssicsssssssssssssssessssssssssssssssssssnns 4 p.
Zdajacy rozwiaze roéwnanie —4b> +56b+124=0 lub b* —14b-31=0: b=7 —4/5 lub
b=7+4/5

1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

ROZWIGZanie PeINe .......uiceueiiiieiiiininisnicisninnsnnisssnncsssnncsssnsssssisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss Sp.
Zdajacy zapisze rOwnania stycznych: y =2x+7 — 445 i y=2x+7+ 44/5 .

I1I spos6b rozwiazania
Wyznaczamy réwnanie prostej rownoleglej do prostej] x+2y—6=0 1 przechodzacej przez

srodek okregu x°+y°+4x—-6y—3=0. Zapisujemy réownanie prostej x+2y—6=0

w postaci kierunkowe;j y=—%x+3. Wspotezynnik kierunkowy prostej rownoleglej jest

réowny —% . Wyznaczamy wspotrzedne $rodka okregu x° + y°> +4x—6y—-3=0:

—-2a=4 -2b=-6
a=-2 b=3

Zatem $rodek okregu ma wspotrzedne (-2, 3). Prosta réwnolegta do prostej y = —%x +3,
przechodzaca przez $rodek okregu x° + y*> +4x—6y —3 =0, ma rownanie y = —%x +2.

Wyznaczamy wspohrzedne punktow wspdlnych prostej; y = —%x+2 z okregiem

x> +y* +4x—6y -3 =0, rozwigzujac uktad rownan.

1
=——x+2
Y 2
x4y’ +4x—6y-3=0
1
=——x+2
Y=
1Y 1
xt+ ——x+2j +4x—6-——x+2j—3=0
2 2
1
=——x+2
Y=

5x +20x-44=0
A=1280= (165 )
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x=-2-16V5 x=-2+16v5
lub

y=3+08/5 y=3-08/5
Wspotezynnik kierunkowy prostych prostopadtych do prostej y = —%x +2 jestréwny a =2.

Korzystajac ze wzoru na posta¢ kierunkowg prostej wyznaczamy rownania stycznych
do okregu x*>+y>+4x—6y—3=0, przechodzacych przez punkty o wspdtrzednych

e [

PELACEE SAL AL
5 5 5

y=3-085 =2(x+2+16v5) i y—3+08y5 =2(x+2-1,6J5).

Zatem roOwnania stycznych majg postaé: y =2x+7+ 44/5 i y=2x+7- 44/5 .

Schemat oceniania I1I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMA «eeeeueriirraresssanessssnesssnossssnosssssosssssossssesssssssssssesssssesssssssssssosssssossssssssssssssssssssssssssssse 1p.
Zdajacy

e wyznaczy wspotrzedne $rodka okregu x” +y> +4x—6y—-3=0: (-2, 3)
albo
e wyznaczy wspoOtczynnik kierunkowy prostych stycznych: a =2

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwigzanie, w kKtorym jest istotny POStEP .ccccccevverersnnrcssrnrcssnresssaresssaneses 2p.
Zdajacy wyznaczy réwnanie prostej rownoleglej do x+2y—6=0 1 przechodzacej przez

$rodek okregu x* +y° +4x—-6y—-3=0: yz_%x+2
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........coueeeevvercnvercnsnicssnicssnnncsssnscssasssssanssssanes 3p.
Zdajacy wyznaczy wspotrzedne punktow stycznosci prostych:

x:—2—1,6\/§i x=-2+16V5
y=3+08J/5 |y=3-085

1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe)......cccccceceicsseicssenicssencsssancssancssanssnns 4 p.

ROZWIigzZanie Pelne.......cuuiiiiiveericiissnniccsisnnicsssnnnessssnssecsssssssessssssssssssassecs 5p.

Zdajacy zapisze rOwnania stycznych: y =2x+7 — 445 i y=2x+7+ 44/5.
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Zadanie 10. (0-6)

Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ABCDS ma dtugosé a. Sciana
boczna jest nachylona do ptaszczyzny podstawy ostrostupa pod katem 2¢ . Ostrostup ten
przecigto plaszczyzng, ktora przechodzi przez krawedZ podstawy i1 dzieli na potowy kat
pomiegdzy Sciang boczng 1 podstawa. Oblicz pole powstatego przekroju tego ostrostupa.

IV. Uzycie i tworzenie 9. Stereometria. Zdajacy wyznacza zwigzki miarowe
strategii. w wielo$cianach z zastosowaniem trygonometrii (9.b).
Rozwiazanie

Przekro6j opisany w zadaniu jest trapezem rownoramiennym BCQOP, gdzie P, Q sa punktami
nalezacymi odpowiednio do krawedzi bocznych DS 1 AS. Odcinek KM, gdzie K jest srodkiem
krawedzi BC danego ostrostupa, a M jest srodkiem odcinka PQ, jest wysoko$cia 4, tego

przekroju.

Niech ponadto punkt L bedzie Srodkiem krawedzi 4D, zas O — spodkiem wysokosci
ostrostupa.

Wprowadzamy oznaczenia:
|SL|=h, ML=x, PO=b.

Poniewaz kat MLK ma miar¢ 2«1 ptaszczyzna BCQOP dzieli na polowy kat miedzy Sciang
boczng 1 plaszczyzng podstawy ostrostupa, to kat nachylenia przekroju do podstawy
ostrostupa ma miar¢ ¢ .

Z twierdzenia sinusOw w trojkacie MLK obliczamy dtugosci odcinkow £, oraz x:

h, a x a
sin2c  sin(180°-3a)” sinar  sin(180°-3«x)’

asin2o asino
= x =

h

P sin3a sin3a
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W tréjkacie prostokatnym SOL:

a
cos2a =,
h

=

skad wyznaczamy wysoko$¢ Sciany bocznej ostrostupa

_a
 2cos2a’
Korzystajac z podobienstwa trojkatow ADS 1 POS otrzymujemy rownos¢
h _a
h-x b

Przeksztatlcamy réwnos¢ P h :% 1 wyznaczamy dlugos¢ krotszej podstawy trapezu b.
—X

Otrzymujemy kolejno:

h—
,alh=x)
h
a( a _asinaj
b= 2cos2a  sin3o
a
2cos2ax
b:a(1_251n.0(cos20()
sin 3«

Wyznaczamy pole przekroju:

P=%(a+b)-hp =%(a+a

2asin & cos 20{) asin2o

sin 3« sin 3«

sin 3«

1 ( 2asin & cos 20{) asin2o
P=—la+a- - :
sin 3o

P a’sin2¢ | Sinacos2ar
sin 3¢ sin3a
Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny do pelnego

rozwigzania zadania 1p.
Zdajacy
. in 2
e wyznaczy wysoko$¢ przekroju: h, = a §1n3 i
sin3a
albo
a

e wyznaczy wysoko$¢ §ciany bocznej: h=——
2cos2ax
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albo

asino

e wyznaczy dtugo$¢ odcinka x: x =— 3
sin3a

albo

e wykorzysta podobienstwa trojkatow ADS 1 POS 1 zapisze réwnos¢ =

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP ...cccceeevvrcrsnicssarcsssnnessnrssssrsssssrsssssssssssssssnssses 2 p.
Zdajacy
. in2 . .
e wyznaczy wysoko$¢ przekroju: /1, = as'1n3 % oraz wysokos$¢ $ciany bocznej:
sin3a
_a
2cos2a
albo
. . in 2 .
* wyznaczeniec wysokos¢ przekroju: 7, :as.1n3 @ oraz dlugos¢ odcinka x:
sin 3¢
asina
X=—
sin 3¢
albo
. . asino e . ,
e wyznaczy dlugo$s¢ odcinka x: x=— 3 oraz wysoko$¢ $ciany bocznej:
sin3a
_a
2cos2x
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania ...........ceieviiniinsninsseinsinnenssnicsseissnnessenssssesanns 4 p.

Zdajacy zapisze rownos¢, z ktérej mozna wyznaczyé b, w ktorej wystgpuja wylacznie
wielkos$ci dane a, & oraz wielko$ci wyznaczone wczesniej w zaleznosciod a1 o
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Zostaly pokonane zasadnicze trudnoS$ci zadania, ale rozwigzanie zadania nie zostalo

doprowadzone do KONCA......ueeevveeicsrericssancsssnnsssnrssssssssssssssssssssssssssssssssnes 5 p.
Zdajacy wyznaczy dlugos$¢ odcinka b: b=a (1 —MJ
sin3«&
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.
ROZWIQZanie PEINe ......ueeievveiiiinisniiiniisniiciissnriccsssnniicsssnsncsssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 6 p.

2 . .
Zdajacy wyznaczy pole przekroju tego ostrostupa: P = @ sin2¢ (1 _Sin&rcos 20{]

sin 3« sin 3¢
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Uwagi

1. Jezeli w trakcie pokonywania zasadniczych trudno$ci zadania zostaly popeinione btedy,
usterki 1 rozwigzanie zadania nie zostato doprowadzone do konca, to za takie rozwigzanie
zdajacy otrzymuje 3 punkty.

2. Jezeli zostaty pokonane zasadnicze trudnos$ci zadania, zdajacy doprowadzil rozwigzanie do
konca, ale rozwigzanie zadania zawiera usterki, ktére jednak nie przekreslaja poprawnosci
rozwigzania (np. btedy rachunkowe), to za takie rozwigzanie zdajacy otrzymuje 5 punktéow.

Zadanie 11. (0-3)
Rozwazmy rzut szescioma kostkami do gry, z ktoérych kazda ma inny kolor. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze, uzyskany wynik rzutu speinia
réwnoczesnie trzy warunki:

« doktadnie na dwdch kostkach otrzymano po jednym oczku;

« doktadnie na trzech kostkach otrzymano po sze$¢ oczek;

« suma wszystkich otrzymanych liczb oczek jest parzysta.

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
1 kombinatoryka. Zdajacy wykorzystuje wzory na liczbg
permutacji, kombinacji i wariacji do zliczania obiektow

IV. Uzycie 1 tworzenie w sytuacjach kombinatorycznych; wykorzystuje wtasnosci

strategll. prawdopodobienstwa i stosuje twierdzenie znane jako
klasyczna definicja prawdopodobienstwa do obliczania
prawdopodobienstw zdarzen (R10, 10.d).
Rozwiazanie

Zdarzeniami elementarnymi sg sze$cioelementowe ciaggi (kl,kz,k3,k4,k5,k6), k, e {1,2,3,4,5,6}.

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest réwna|§2| =6° =46656.

Niech 4 oznacza zdarzenie: uzyskany wynik rzutu spetnia rownocze$nie trzy warunki:
« doktadnie na dwoch kostkach otrzymano po jednym oczku;
« doktadnie na trzech kostkach otrzymano po szes$¢ oczek;
« suma wszystkich otrzymanych liczb oczek jest parzysta.

Doktadnie dwie kostki, na ktorych wypadnie $cianka z jednym oczkiem, wybieramy na

6
(J =15 sposobow. Doktadnie trzy kostki, na ktorych wypadnie po sze$¢ oczek wybieramy

4
z czterech pozostalych na (3j=4 sposoby. Suma liczb oczek uzyskanych na tych pieciu

kostkach jest parzysta, a zatem na ,,szdstej]” z kostek musi wypas¢ parzysta liczba oczek
rozna od 6, co daje dwie mozliwosci.

W rezultacie

6) (4
4= ||, ]-2=15-4-2=120.
2) 3
120 _ 20 5

Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest wigc rowne P(A)=—-—=—..=——.
6 6 1944
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Schemat oceniania

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ..cccccceecverersrercssercssercsssnscsssnsssssssssssssssasssssaseses 1p.
Zdajacy
e obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =6° = 46656
albo
e obliczy liczbe sposobow, na jakie mozna wybra¢ doktadnie dwie kostki, na ktorych
6
wypadnie §cianka z jednym oczkiem: [2)
albo
e obliczy liczbe sposobow, na jakie mozna wybra¢ doktadnie trzy kostki, na ktorych
6
wypadnie $cianka z szeScioma oczkami: (SJ
albo

e zapisze, ze na ,,szoste]” z kostek musi wypas¢ parzysta liczba oczek rdzna od 6:
2lub 4

i na tym konczy lub dalej popeinia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania ........coeeecevveccnieicsseicssnncssnnssssnnssssansssssesssaseses 2p.

Zdajacy
e obliczy liczbe sposobow, na ktore mozna wybraé, dokladnie dwa razy $cianke
z jednym oczkiem i dokladnie trzy razy §cianke z szeScioma oczkami oraz suma
wyrzuconych liczb oczek jest parzysta: 120

albo
e obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: |£2|=66 =46656 oraz liczbe
sposobdw, na ktore mozna wybra¢ doktadnie dwie kostki, na ktorych wypadnie
scianka z jednym oczkiem i doktadnie trzy kostki, na ktérych wypadnie $cianka
6) (4
z szescioma oczkami np. (2](3]
albo

e obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =6" zapisze, ze na szostej

z kostek musi wypas¢ parzysta liczba oczek rézna od 6: 2 lub 4 oraz obliczy liczbe
sposobdw, na jakie mozna wybra¢ doktadnie dwie kostki, na ktérych wypadnie

6
$cianka z jednym oczkiem: [2j
e obliczy liczbg wszystkich zdarzen elementarnych: |Q|=66 zapisze, ze na szostej

z kostek musi wypas¢ parzysta liczba oczek rézna od 6: 2 lub 4 oraz obliczy liczbe
sposobdw, na jakie mozna wybra¢ dokladnie trzy kostki, na ktérych wypadnie

6
Scianka z szeScioma oczkami, [3

i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.
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Rozwigzanie pelne..........ceiiinericvvenicsverinssnicnssnncsseicssnnicsssssssssnesssnesnns 3p.

Zdajacy

120

e obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia A: ra

Uwagi

1.

Zdajacy nie musi zapisywaé explicite liczby wszystkich zdarzen -elementarnych,

wystarczy, ze liczba 6° wystapi w mianowniku ulamka, o ile utamek ten bedzie liczba
dodatnig 1 mniejszg od 1.

. Jes$li zdajacy rozwigze zadanie do konca i otrzyma P(A)>1 lub P(A)<0, to za cale

rozwigzanie otrzymuje 0 punktéw.

. Jezeli zdajacy popenia bledy merytoryczne w korzystaniu z definicji prawdopodobienstwa

A
P(A4)= u , mylac modele Q i zdarzenia A, to za cale rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.

|Q

o : 120 .
Jezeli zdajacy poda tylko wynik koncowy P(A) = raE to otrzymuje 1 punkt.
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