CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA

EGZAMIN MATURALNY
OD ROKU SZKOLNEGO 2014/2015

MATEMATYKA
POZIOM ROZSZERZONY

ROZWIAZANIA ZADAN I SCHEMATY PUNKTOWANIA
(A1, A2, A3, Ad, A6, A7)

GRUDZIEN 2013



Zadanie 1. (1 p.)

Dane sa dwie urny z kulami. W kazdej jest 5 kul. W pierwszej urnie jest jedna kula biala
i 4 kule czarne. W drugiej urnie sa 3 kule biate i 2 kule czarne. Rzucamy jeden raz syme-
tryczng szescienng kostka do gry. Jesli wypadnie jedno lub dwa oczka, to losujemy jedng kule
z pierwszej urny, jesli wypadna co najmniej trzy oczka, to losujemy jedna kule z drugiej urny.
Prawdopodobienstwo wylosowania kuli bialej jest réwne
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Wymagania ogdlne
IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe
10.3R Uczen korzysta z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym.

Rozwigzanie (I sposéb)

Rozwigzujemy zadanie metodg drzewa.

Nastepnie obliczamy prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej:

Odp.: C.

Rozwigzanie (II sposéb)

Niech U, i U, oznaczaja odpowiednio zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli z pierwszej urny
i zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli z drugiej urny.

Zdarzenia U; i U, spetniaja warunki:

1. U10U2:®,
2. U1UU2:Q7
2 1
. P ==-==
3 (Ul) 6 3>07
4 2
4. P(U))=-==>0.
(UQ) 6 3>O

Rozwazmy zdarzenie B polegajace na wylosowania kuli bialej.
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Prawdopodobienstwo tego zdarzenia mozemy obliczy¢, korzystajac ze wzoru
P(B)=P(B|U1)-P(Uy)+ P (B|Uz)- P (Us),

gdzie prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej pod warunkiem, ze losujemy z pierwszej

urny, jest rowne P (B|U;) = = i prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej pod warunkiem,

3

ze losujemy z drugiej urny, jest réwne P (B|U;) = E -
11 32 7
bli PB)=---+—--—=—.
Obliczamy P (B) E 3—1—5 5= 1

Odp.: C.

Zadanie 2. (1 p.)

Dany jest nieskoniczony ciag geometryczny (a,) okreslony wzorem

V2

Suma wszystkich wyrazéw tego ciagu jest réwna

1 2 2
V2 c 3
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ap = dlan=1,2,3,....

Wymagania ogdlne
1V. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdltowe
5.3R Uczen rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne 1 oblicza ich sumy.

Rozwigzanie

Pierwszy wyraz i iloraz tego ciagu sa odpowiednio réwne: a; =

Nl
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<1, wigc mamy S = = = .
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1
Poniewaz |q| = ‘ —

V2
Odp.: D.

Zadanie 3. (1 p.)
27665.\3/3_W

Liczba ———— jest rowna
1\ 73

3

A 3™, B. 319%, C. 32015, D. 32047,
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Wymagania ogdlne
1V. Uzycie i tworzenie strategis.

Wymagania szczegélowe
1.4 Uczen oblicza potegi o wykladnikach wymiernych i stosuje prawa dziatan na potegach o wy-
ktadnikach wymiernych.

Rozwigzanie

Obliczamy, korzystajac z dzialan na potegach

W=

27665 . 3/3_92 _ 33~665 . (3—92> _ 319957%+i32 _ 32015.

152 — 152

TR

Odp.: C.

Zadanie 4. (1 p.)

Dane sg dwa okregi: okrag o; o réwnaniu 22+ (y — 1)>=25 oraz okrag 0, 0 réwnaniu (z — 1)°+4>=9.
A. Te okregi przecinaja sie w dwoch punktach.

B. Te okregi sg styczne.

C. Te okregi nie maja punktéw wspoélnych oraz okrag o lezy w calosci wewnatrz okregu os.

D. Te okregi nie maja punktéw wspolnych oraz okrag oy lezy w catosci wewnatrz okregu o;.

Wymagania ogdlne
1V. Uzycie @ tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

8.5R Uczen postuguje si¢ réwnaniem okregu (x—a)*+(y—0b)?=1r? oraz opisuje kota za pomocq
nierownosct.

Rozwigzanie (I sposdb)

Szkicujemy oba okregi w jednym uktadzie wspotrzednych i stwierdzamy, ze drugi okrag lezy

w cato$ci wewnatrz pierwszego.
A
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Odp.: D.

Rozwigzanie (II sposéb)
Wyznaczamy $rodki i promienie okregéw odpowiednio S;=(0,1) i R=5 oraz So=(1,0)ir=3.
Obliczamy |S1 85| =1/(1—0)>+(0—1)* =+/2 oraz [R—r|=5—3=2.

Stwierdzamy, ze zachodzi warunek |S;Ss| <|R—r|, tzn. okregi sa roztaczne wewnetrznie i drugi
okrag lezy w calodci wewnatrz pierwszego.

Odp.: D.

Zadanie 5. (1 p.)

Suma sina+sin 3« jest dla kazdego a réwna
A. sinda.

B. 2sin4a.

C. 2sin2acosa.

D. 2sinacos2a.

Wymagania ogdlne

1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacy.

Wymagania szczegdlowe

6.5R Uczen stosuje wzory na sinus i cosinus sumy @ roznicy kgtow, sume @ réznice sinusow
i COSINUSOW.

Rozwigzanie (I sposdb)

o} o—
Korzystamy ze wzoru sina+sin 3 = 2sin ;—6 cos 5 6

Mamy zatem

3 3a—
sina +sin3a = sin3a+sin o = 2sin a;—acos a2 azQsinQa-cosa.

Odp.: C.
Rozwigzanie (II sposdb)
Korzystamy ze wzoréw

sin(a+ ) =sinacosf+cosasinl oraz cos2a=2cos’a— 1.

Mamy zatem

sin3a = sin (o +2a) = sin a cos 2a + cos asin 2a = sin avcos 2a + 2sin v cos® o =

=sina(4cos®a—1).
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A stad otrzymujemy:

sina+sin3a =sina+sina(4cos’a—1) =sina(l+4cos’a—1) =

= 4sinacos® a = 2(2sinacosa) cosa = 2sin 2acos av.

Odp.: C.

Zadanie 6. (2 p.)

Liczba n jest najmniejsza liczba catkowita spetniajacg rownanie
2|z 457 =]z —39|.

Zakoduj cyfry: setek, dziesiatek i jednosci liczby |n|.

Wymagania ogdlne
1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacy.

Wymagania szczegélowe
3.9R Uczen rozwigzuje rownania © nierowno$ci z wartoscig bezwzgledng o poziomie trudnosci
nie wyzszym miz: “x—i—1| —2‘ =3, |[z+3|+|z—5|>12.

Rozwigzanie (I sposdb)

Przyjrzyjmy sie interpretacji geometrycznej rozwazanego rownania. Na osi liczbowej dane sa
dwa punkty A i B o wspétrzednych: A= —57 oraz B =39. Szukamy takich punktéow X, dla
ktorych odlegtosé od punktu B jest dwukrotnie wieksza od odleglosci od punktu A. Sg dwa
takie punkty X. Poniewaz odlegto$¢ od A do B jest réwna 96, wiec jeden z nich (nazwijmy go
X1) lezy w odlegtosci 96 na lewo od punktu A, drugi za$ (nazwijmy go Xs) lezy w odlegtosci

3= 32 na prawo od punktu A. Poniewaz —57—96 = —153 oraz —57+32 = —25, wiec szukang
liczbg n jest n=—153 oraz |n|=153.
W karcie odpowiedzi kodujemy cyfry: 1, 5, 3.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Zdajacy OtTZYIMUJE ...t ititi ittt ittt ieennenennseeeesnsnsenseeensnsnsannns 2 p.
gdy zakoduje cyfry: 1, 5, 3.

Rozwigzanie (II spos6b) — zapisanie trzech przypadkéw
Wyrdzniamy na osi liczbowej przedzialty: (—oo, —57), (—57,39), (39, +00).

Rozwiazujemy réwnania w poszczegolnych przedziatach i sprawdzamy, czy otrzymana liczba
nalezy do danego przedziatu.
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x € (—00,—5T7) x € (—57,39) x € (39, +00)
2:(—x—57)=—2+4+39 | 2-(x+57)=—x+39 | 2-(z+57)=2—39
—r=39+114 3r=39—-114 r=-39—-114
r=—153 3r=-75 r=-—153
r=—25 Réwnanie nie ma roz-
wigzania w tym prze-
dziale.

Stad wynika, ze n=—153 oraz |n|=153.

Zatem kodujemy cyfry: 1, 5, 3.

Albo:

Wyrézniamy na osi liczbowej przedzialty: (—oo,—57), (—57,39), (39,400).

Zauwazamy, ze jezeli w przedziale (—oo, —57) istnieje najmniejsza liczba catkowita spetniajaca
to rownanie, to jest to szukana liczba n.

Rozwiazujemy dane réwnanie w przedziale (—oo, —57):
2-(—x—57)=—x+39,
—x=39+114,
stad = —153.
Najmniejsza liczba catkowita spetniajaca to réwnanie jest liczba n = —153, wiec |n| =153.

Zatem kodujemy cyfry: 1, 5, 3.

Schemat oceniania II sposobu rozwigzania

Zdajacy OtTZYIMUJE ...t ititi ittt et teeeeneeeenseeeesnsosensoasensnsnsansns 2 p.
gdy zakoduje cyfry: 1, 5, 3.

Rozwigzanie (III sposéb) — wlasnosci wartoéci bezwzgledne;j

Zapisujemy réwnanie 2-|x +57| = |x — 39| w postaci:

2-(x+57)=—x+39 lub 2-(x+57)=x—-39
3r=39—-114 r=-39—-114
3r=-T75 r=-—153
T =—25
Najmniejsza liczba catkowita spelniajaca to réwnanie jest liczba n = —153, wiec |n| =153.

Zatem kodujemy cyfry: 1, 5, 3.

Schemat oceniania III sposobu rozwigzania

ZdajaCcy OtTrZYINUJE ..ottt it itiitnttneeneseneeneenesaasonsenssnssassnnsas 2 p.
gdy zakoduje cyfry: 1, 5, 3.
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Zadanie 7. (2 p.)

Oblicz granice ciagu
. 3n?—5n+2
lim .
n—oo (8n+7)(n+4)

Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesietnego obliczonej granicy.

Wymagania ogdlne

1I. Wykorzystanie @ interpretowanie reprezentacyi.

Wymagania szczegbélowe

5.2R Uczen oblicza granice ciggow, korzystajgc z granic ciggow typu 711’ n12 oraz z twierdzen
o dziataniach na granicach ciggow.

Rozwigzanie

Ta granica jest réwna

3n?—5n+2 3—-242 3
lim = lim L =—-=0,375.
o B4 T) (n+d) nme (34 1) (144) 8

W karcie odpowiedzi nalezy zatem zakodowaé cyfry 3, 7, 5.

Schemat oceniania

Zdajacy OtTrZYIMUJE ...t intitiitt ittt it teneneeaseenesnsneensneassnsneannns 2 p.
gdy zakoduje pierwsze trzy cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego obliczonej granicy: cyfry
3,7, 5.

Zadanie 8. (2 p.)

Dana jest funkcja f okreslona wzorem

r—8
f0)= s
1
dla kazdej liczby rzeczywistej z. Oblicz warto$¢ pochodnej tej funkcji w punkcie = 7 Zakoduj

trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesigtnego otrzymanego wyniku.

Wymagania ogdlne
1I. Wykorzystanie © interpretowanie reprezentacyi.

Wymagania szczegbélowe
11.2R Uczen oblicza pochodne funkcji wymiernych.
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Rozwigzanie
_ (x—8) (22 46) — (x—8) (22 +6)’' _ 22+ 6—2x (z—8)

Mamy f'(z =

v /(@) (22 +6)° (22 +6)°

B 22 4+6—22%+ 162 B —2%2+162+6
(22+6) (224-6)°
1\ —;+8+6 2 55 16 44
Zatem /() = 0n = =T o = e =0.852
(i+6) (%)

W karcie odpowiedzi nalezy zakodowac cyfry 3, 5, 2.
Schemat oceniania
Zdajacy OtIrZYIMUJE ... ov ittt ittt ettt tnenaenenesneneensneansnsneansns 2 p.

gdy zakoduje cyfry 3, 5, 2.

Zadanie 9. (2 p.)
Oblicz
logs V27— logs (10g3 \3/37§>

Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego
wyniku.

Wymagania ogdlne
1I. Wykorzystanie © interpretowanie reprezentacyi.
Wymagania szczegdlowe

1.2R Uczen stosuje w obliczeniach wzér na logarytm potegi oraz wzér na zamiane podstawy
logarytmu.

Rozwigzanie
274 31
logs V27 —logs (logs \/ V/3) = log, i - =log, 42 =log, 321 =2, 75.
log; 39 3”
Schemat oceniania
Zdajacy OtTrZYIMUJE . ..ottt ittt ettt ttatntnesnenesneneansneneennns 2 p.

gdy odpowiednio zakoduje cyfry: 2, 7, 5.

Zadanie 10. (3 p.)

Punkty Py, Py, Ps,..., Py, Psy dziela okrag na 24 réwne tuki (zobacz rysunek). Punkt A jest
punktem przeciecia cieciw P Ps i Py Pig .
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I_IdOVVOdIlij7 ze | %:PlﬁAP11| =60°.

Wymagania ogdlne
V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegélowe
7.1 Uczen stosuje zaleznosci miedzy katem Srodkowym i kgtem wpisanym.

Rozwigzanie (I sposéb)
Narysujmy cieciwe P P;.

Py P24 P

Py
Pis p, Pu

5
Kat wpisany P;1 P Pig jest oparty na krétszym tuku PigPyq. Luk ten stanowi 21 okregu. Zatem

5
kat srodkowy oparty na tym tuku ma miare 2 -360° =75°. Stad wynika, ze kat wpisany oparty
na tym tuku ma miare 37,5°. Podobnie stwierdzamy, ze kat wpisany P Pyy P9 jest oparty na

tuku stanowigcym 21 okregu, a wiec ma miare 22,5°. Stad wynika, ze
| XP11 APyl =180° — (180° —22,5° — 37,5°) = 60°.

10
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Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ......... .. oo, 1 p.
Zdajacy obliczy miare jednego z dwoch katéw wpisanych, opartych na tukach Py Pig lub Py Pos:

‘¥P16P1P11‘:37,50, ‘¥P1P11P22|:22,5O.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .............. ... i, 2 p.
Zdajacy obliczy miary dwoch katéw wpisanych, opartych na tukach P Pig oraz Py Pss:

‘¥P16P1P11‘:37,50, ‘¥P1P11P22|:22,50.
Rozwigzanie pelne ...... ... i e e 3 p.
Zdajacy obliczy miare kata Py APg.
Rozwigzanie (II sposdb)

Zauwazmy najpierw (zobacz rysunek), ze jezeli tuki AD i BC' sa réwne, przy czym punkty C
i D leza po tej samej stronie prostej AB, to proste AB i CD sa réwnolegte.

D c

VS

Wynika to wprost z réwnosci katow BAC i ACD (katy wpisane oparte na réwnych tukach).

Poniewaz punkty P; i Py oraz Py i Pj; wyznaczaja tuki o tej samej dtugosci, wiec cieciwa Py Py
jest rownolegta do Piy Pss.

11
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8§ 1
Kat wpisany Py P Pyg jest oparty na krotszym z tukéw PgPig, ktory stanowi 7M=3 okregu,
wiec
11 R R

Schemat oceniania IT sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktoérym jest istotny postep ..........c i, 1 p.
Zdajacy narysuje cieciwe P, Py i zapisze, ze jest ona réwnolegta do cieciwy PyqPss.

Rozwigzanie pelne ........ .. i i i i i i i i e e 3 p.
Zdajacy obliczy miare kata Py APig.

Zadanie 11. (3 p.)

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej = i kazdej liczby rzeczywistej m prawdziwa jest
nierownosé
202% — 24mx +18m* > 4z +12m — 5.

Wymagania ogdlne
V. Rozumowanie i argumentacja.

Wymagania szczegélowe
3.2R Uczen rozwigzuje rownania © nierownosci lintowe i kwadratowe z parametrem.

Rozwigzanie (I sposdb)

Przeksztatlcamy dang nieréwnosé¢ w sposéb rownowazny do postaci:
202% — 24mx +18m* — 4z — 12m+5 > 0.

Sposoéb trikowy” polega na odpowiednim grupowaniu:

2022 — 24mx +18m? — 4z —12m+5 = (22 —1)° + (3m —2)>+ (42— 3m)>.

12
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Poniewaz (2 —1)°+ (3m—2)> + (42 —3m)> > 0, wiec dla kazdej liczby rzeczywistej z i kazde;]
liczby rzeczywistej m prawdziwa jest nieréwnosé: 2022 — 24ma +18m? > 4o +12m — 5.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .............. ... . i, 2 p.
Zdajacy doprowadzi wyrazenie do postaci (2 — 1%+ (3m—2)2 + (4x—3m)2 i na tym poprze-
stanie lub wyciagnie btedny wniosek, np. taki, ze wyrazenie jest dodatnie dla dowolnych liczb
T im.

Rozwigzanie pelne ...... ... i i e 3 p.
Zdajacy przeprowadzi petne rozumowanie.

Rozwigzanie (II sposéb)

Inny sposéb polega na potraktowaniu wyrazenia 2022 — 24ma + 18m? — 4z — 12m+5 jako tréj-
mianu kwadratowego zmiennej z z parametrem m:

2022 — 24max + 18m* —dx — 12m +5= 202" — (24m +4)z + (18m2 — 12m+5> .

Tréjmian ten ma dodatni wspétezynnik przy x? oraz niedodatni wyréznik dla kazdego m:
A= (24m+4)*—4-20- (18m” = 12m+5) = —864m? + 1152m — 384 = —96 (3m — 2)°.

Zatem dla kazdego = (i dla kazdego m) wartosé¢ tego trojmianu jest nieujemna.

Schemat oceniania II sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ......... ..o, 1 p.
Zdajacy zapisze, ze rozwaza tréjmian kwadratowy i obliczy jego wyrdznik.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .............. ... i i, 2 p.
Zdajacy pokaze, ze wyréznik tréjmianu 2022 — (24m+4)x + (18m2 — 12m+5) jest niedodatni
lub obliczy wyréznik kwadratowy tréjmianu —864m? +1152m — 384.

Rozwigzanie pelne ....... ... i i i i i it e i 3 p.
Zdajacy zapisze wniosek dotyczacy trojmianu 202 — (24m +4)z + (18m2 —12m+ 5) :

Tréjmian ten ma dodatni wspotezynnik przy 22 oraz niedodatni wyréznik dla kazdego m, zatem
dla kazdego z (i dla kazdego m) warto$¢ tego tréjmianu jest nieujemna.

Zadanie 12. (3 p.)

Janek przeprowadza doswiadczenie losowe, w ktérym jako wynik moze otrzymaé jedna z liczb:
1 6
0,1,2,3,4,5,6. Prawdopodobienstwo p, otrzymania liczby k jest dane wzorem: p = el &

Rozwazamy dwa zdarzenia:

13
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e zdarzenie A polegajace na otrzymaniu liczby ze zbioru {1, 3, 5},
e zdarzenie B polegajace na otrzymaniu liczby ze zbioru {2, 3, 4, 5, 6}.

Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe P (A|B).

Wymagania ogdlne
1II. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegélowe
10.2R Uczen oblicza prawdopodobienstwo warunkowe.

Rozwigzanie
Obliczamy:
16 15 2 15 6 1
p0_647 p1_647 p2_647 p3_647 Pa= 647 p5_647 p6_64
P(ANB) , . .
Korzystamy teraz ze wzoru P(A|B)= W Zdarzenie ANB polega na wylosowaniu jednej
z liczb: 3, 5.
P(ANB)=p3+ps= 20
=P3TPs= 64’

57
P(B)=pas+ps+ps+ps+ps=—.

64
26 64 26
Stad ika, ze P(A|B)=— -—=—~0,45614.
ad wynika, ze P(A|B) 615 5
Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ......... ..ol 1 p.
Obliczenie prawdopodobienstw ps, ..., ps:
15 20 15 6 1
P2 = 647 P3 = 647 Ps= 647 Ps = 647 Pe = 64
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .............. ... ittt 2 p.
Obliczenie prawdopodobienstwa zajscia zdarzenia AN B lub zdarzenia B:
26 o7
P(ANB)=—, P(B)=—.
Rozwigzanie pelne ........ . i e e 3 p.

Obliczenie prawdopodobienstwa warunkowego P (A|B) zdarzenia A pod warunkiem zajscia
zdarzenia B:

26
P(AIB) ==

Uwaga 1. Zdajacy moze tylko obliczy¢ prawdopodobienstwa po, ps, ..., Dg-

=0,45614....

14
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Uwaga 2. Zdajacy moze obliczy¢ prawdopodobienstwa pg, p1, ..., pg korzystajac bezposrednio
z definicji symbolu Newtona.

Zadanie 13. (3 p.)

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych prosta o rownaniu y=maz+(2m+3) ma
doktadnie dwa punkty wspélne z okregiem o $rodku w punkcie S'=(0,0) i promieniu r = 3.

Wymagania ogoélne
1II. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegdlowe
8.6R Uczen wyznacza punkty wspolne prostej © okregu.

Rozwigzanie (I sposéb)

Dla zadnego parametru m prosta o rownaniu y =mx + (2m+3) nie jest réwnolegta do osi Oy.
Wynika stad, ze jesli taka prosta przecina okrag, to wspoétrzedne z obu punktéw przeciecia sg
rozne. To znaczy, ze do stwierdzenia, czy ktoras z rozwazanych prostych przecina okrag w dwoch
punktach, wystarczy stwierdzi¢, czy rownanie

?+ (mz+(2m+3))> =9
z niewiadoma z i parametrem m ma dwa rozwigzania. Przeksztalé¢my to réwnanie:
22+ (maz+ (2m+3))> =9,
22 +m?x? 4 2m (2m+3)+ (2m+3)> —9=0,
(m2—1— 1) 22 4+2m (2m+3) x+4m* +12m=0.

Poniewaz m?+1+£0, wiec dla kazdego m jest to réwnanie kwadratowe. Ma ono dwa rozwigzania
wtedy i tylko wtedy, gdy jego wyrdznik jest dodatni. Obliczamy zatem ten wyroznik:

A=4m?(2m+3)> -4 (m2 + 1) (4m2 + 12m) =
=4m (m(2m+3)2 —4 <m2+ 1) (m+3)) =
=4m (4m®+12m® + 9m —4m® — 12m* — 4m — 12) =
=4m (5m—12)
Wyrdznik A jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy m <0 lub m > 152 Zatem rozwazana prosta

12
przecina dany okrag w dwoéch punktach wtedy i tylko wtedy, gdy m <0 lub m > =

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep ......... ..o, 1 p.
Zapisanie réwnania 2>+ (mz 4 (2m+3))* = 9.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .............. ... oottt 2 p.
Obliczenie wyrdznika rownania kwadratowego

(m?+1) 2> +2m (2m+3) z+4m*+ 12m =0
i stwierdzenie, ze wyr6znik réwnania powinien by¢ dodatni: A =4m-(5m—12), A > 0.

Rozwigzanie pelne ........ . i i e e e 3 p.
Prosta y =max + (2m+3) przecina dany okrag w dwdch punktach wtedy i tylko wtedy, gdy

m <0 lub m>€.

Rozwigzanie (II sposdb)

Dowolna prosta bedzie miata doktadnie dwa punkty wspolne z okregiem, jezeli odlegtos¢ srodka
okregu od danej prostej bedzie mniejsza od promienia okregu.

Zapisujemy réwnanie danej prostej w postaci ogélnej: mx —y+ (2m+3) =0.

2 3
Wyznaczamy odlegto$¢ punktu S'=(0,0) od danej prostej: d = |m2—:_1|
m
2m—+3
Odlegto$¢ ma by¢ mniejsza od promienia, zatem ‘m;:i—1’ < 3.
m

Rozwiazujemy nier6wnosé réownowazna |2m+3| <3vVm?2+1.
Obie strony nieréwnosci sg nieujemne, wiec (2m—1—3)2 <9 (m2 + 1). Stad —5m?*+12m < 0.

12
Rozwigzaniem nieréwnoéci —5m?+12m < 0 jest m <0 lub m > =

Prosta y =max + (2m+3) przecina dany okrag w dwdch punktach wtedy i tylko wtedy, gdy

12
m <0 lub m>€.

Uwaga

2m—+3 ) ) 3 . 3
u <3 w dwoéch przedziatach: m< —= i m>—=.
m2+1 2 2

Ostatecznym rozwigzaniem bedzie suma rozwigzan nieréwnosci w kazdym z przedziatow.

Zdajacy moze rozwigza¢ nieréwnoscé

1. Jezeli m < —; to —2m—3 < 3vm2+1. Obie strony nieréwnoéci sa nieujemne, wobec tego
(—2m— 3)2 <9 (m2 + 1). Stad —5m?+12m < 0. Dla m < —2 rozwigzaniem nieréwnosci
—5m*+12m < 0 jest m < —;’.

2. Jezeli m > —3 to 2m+3 < 3v/m2+1. Obie strony nieréwnosci sa nieujemne, wobec te-
go (2m+3)*<9 (m2 + 1). Stad —5m?+12m < 0. Dla m > —2 rozwiazaniem nieréwnosci

3 12
—5m?+12m <0 jest —§<m<0im>€.

16


matura
Pływające pole tekstowe

matura
Pływające pole tekstowe


|2m.+ 3| 12

Rozwiazaniem nier6wnos$ci ———— < 3 jest zatem suma rozwiazan, czyli m <0 lub m > —.
N / 5

Schemat oceniania II sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktoérym jest istotny postep ......... .. i, 1 p.
2 3

Wyznaczenie odlegtosci srodka okregu od danej prostej: d = | m;:_l
m

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .............. ... 0 i, 2 p.

|2m+ 3|

vVm?2+1

Przeksztalcenie nieréwnosci wymiernej <3 do nieréwnosci kwadratowej —5m?+12m <0

Rozwigzanie pelne ...... ... i e e e 3 p.
Prosta y =max + (2m+3) przecina dany okrag w dwdch punktach wtedy i tylko wtedy, gdy

m <0 lub m>€.

Zadanie 14. (3 p.)

Dana jest parabola o réwnaniu y=22+1 i lezacy na niej punkt A o wspotrzednej = réwnej 3.
Wyznacz réwnanie stycznej do paraboli w punkcie A.

Wymagania ogdlne
1V. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegbélowe
11.83R Uczen korzysta z geometrycznej i fizycznej interpretacyi pochodney.

Rozwigzanie (I sposdb)

Styczna do paraboli o réwnaniu y = f(z) w punkcie A = (z¢, f(z0)) ma réwnanie postaci
y=ax+b, gdzie wspotezynnik kierunkowy a jest réwny a = f'(zg). W naszym przypadku

f(x)=2"+1 oraz 2o =3.

Mamy zatem [’ (x) =2z, skad dostajemy a=2-3=6. Punkt A ma wspdtrzedne (3, f(3)), czyli
A=(3,10). Prosta o réwnaniu y = 6x+b ma przechodzi¢ przez punkt A, a wiec 10=6-3+0b.
Zatem b= —8 i ostatecznie réwnanie stycznej ma postaé¢ y = 6x — 8.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep ......... ..o, 1 p.
Wyznaczenie pochodnej funkeji f(z) = 2241 f (x)=2x.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .............. ... o i, 2 p.
Obliczenie wspotezynnika kierunkowego stycznej: a = f'(3) =6.
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Rozwigzanie pelne ........ . i e e 3 p.
Wyznaczenie réwnania stycznej do paraboli y = +1 w punkcie A: y = 6x —8.

Rozwigzanie (II sposéb)

Prosta nieréwnolegta do osi paraboli bedzie styczna do tej paraboli, jezeli ma z parabola do-
ktadnie jeden punkt wspoélny.

Obliczamy wspétrzedne punktu A: A =(3,10). Wyznaczamy réwnanie prostej przechodzace;
przez punkt A: y=ax+ 10— 3a.

Ta prosta nie jest réwnolegta do osi paraboli, wiec uktad rownan

y=2"+1
y=axr+10—3a

ma doktadnie jedno rozwigzanie, jezeli rownanie kwadratowe 2%+ 1 = az + 10 — 3a ma jedno
rozwigzanie.

Przeksztalcamy réwnanie do postaci 22 —az+3a—9=0.

Obliczamy wyréznik réwnania kwadratowego: A =a® —12a + 36. Zatem réwnanie ma jedno
rozwiazanie, jezeli wyrdznik jest réwny zeru.

Rozwigzujemy réwnanie a?—12a+36=0, czyli (a — 6)2 =0. Jedynym rozwiazaniem tego rownania
jest a =06.

Rownanie prostej stycznej do paraboli y = 2?41 w punkcie A ma postaé y = 6x — 8.

Schemat oceniania Il sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ......... ... i, 1 p.
Zapisanie réwnania 22 +1 = ax+ 10— 3a.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .............. ... ittt 2 p.
Obliczenie wyréznika réwnania kwadratowego x? —az+3a—9 =0 oraz wyznaczenie wartosci a,
dla ktorej A =0, czyli a =6.

Rozwigzanie pelne ........ .. i i i e 3 p.
Wyznaczenie réwnania stycznej do paraboli y = +1 w punkcie A: y =6x —8.

Zadanie 15. (3 p.)

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawedz podstawy ma dtugosé¢ a. Kat miedzy kra-
wedzia boczna a krawedzia podstawy ma miare o >45° (zobacz rysunek). Wyznacz objetosé
tego ostrostupa.
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Wymagania ogdlne
1V. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

9.6 Uczen stosuje trygonometrie do obliczenn dlugosci odcinkéw, miar kgtéow, pol powierzchni
1 objetosci.

Rozwigzanie (I sposdb) — ,najpierw wysokosé¢ sciany bocznej”

a
Wysoko$¢ h $ciany bocznej jest rowna h = itga. 7 twierdzenia Pitagorasa wynika, ze wysokos¢

H ostrostupa jest réwna
a\? a
H= h2—<> =—-y\/tgla—1
5) T2 Ve

Objetos¢ V tego ostrostupa jest wiec rowna

3

V:%-\/tg%z—l.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ......... ..o, 1 p.
a

Zdajacy wyznaczy wysokos¢ h $ciany bocznej tego ostrostupa: h = itga i na tym zakonczy lub

dalej popei bledy.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .............. ... oottt 2 p.
a
Zdaj kos¢ H t trostupa: H=—-\/tg?a—1inat kon lub dalej
J@C?/ wyznaczy wysokosé ego ostroshupa 5 gea i na tym zakoniczy lub dalej
popetni bledy.

Rozwigzanie pelne ...... ... i i e 3 p.
3
a
Zdajacy wyznaczy objeto$é V tego ostrostupa V = — -y/tg?a —1.
Jacy wy y obje g p 6 g
Uwagi:

1 a 2 raN?
1. Jezeli zdajacy zapisze objetos$¢ ostrostupa w postaci V = §a2 . \/(2 -tga) - <2) , to otrzy-

muje 3 punkty.

—cos2a
2. Co bardziej dociekliwi zdajacy moga zauwazyé, ze tg?a—1= ——— Wtedy:
cos?«
— wysokos¢ H ostrostupa przyjmuje postac
a
H= -y —cos2a,
2cosa
— objetos¢ ostrostupa przyjmuje postac
e
V= -/ —cos2a.
6cosa
Rozwigzanie (II sposéb) — ,najpierw krawedZ boczna”

Dtugosé b krawedzi bocznej tego ostrostupa jest réwna b= . 7 twierdzenia Pitagorasa

2cosa
wynika, ze wysokos¢ H ostrostupa jest rowna

2
a2 a? a? a-v1—2cos?« a
H=\p— ) = S - v/ —cos2a.
( 2 ) dcos?2a 2 2cos o 2cosa cosza

Objetos¢ V tego ostrostupa jest wiec réwna

3

¢ -v/—cos 2.

6 cosa
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Schemat oceniania II sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ......... ..o, 1 p.

a
Zdajacy wyznaczy dhugos¢ b krawedzi bocznej tego ostrostupa: b= 5 i na tym zakonczy
cosa

lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .............. ... ot 2 p.
Zdajacy wyznaczy wysokos¢ H tego ostrostupa: H = 5 -v/—cos2a i na tym zakonczy
cos (v
lub dalej popetni btedy.
Rozwigzanie pelne ....... ... i i e 3 p.
3
Zdajacy wyznaczy objetos¢ V' tego ostroshupa: V = 5 ¢ -/ —cos2a.
Cos o

Uwaga

2
1 2 2
Jezeli zdajacy zapisze objetodé ostrostupa w postaci V = —a? ( ¢ > Y , to otrzy-
3 2cosa 2

muje 3 punkty.
Uwaga do tresci zadania

W kazdym ostrostupie prawidlowym czworokatnym kat « jest wiekszy od 45°. Ta dodatkowa
informacja wpisana w tresci zadania ma na celu zwrocenie zdajacym uwagi na to, ze nie bedzie
sprawdzane badanie warunku rozwiazywalnosci zadania w zaleznosci od miary kata a. Uza-
sadnienie geometryczne tego warunku wymagatoby odrebnego rozumowania. Najprostsze takie
rozumowanie wyglada nastepujaco:

| YABE|+| XCBE| > | XABC|,

czyli 2a>90°, a wiec o> 45°.

To rozumowanie wykracza poza obecng podstawe programows, gdyz nie ma w niej twierdzenia
o tym, ze suma dwoch katéw plaskich trojscianu jest wieksza od trzeciego kata ptaskiego.

Zadanie 16. (6 p.)

Punkty M i L leza odpowiednio na bokach AB i AC tréjkata ABC, przy czym zachodza
rownosci |[MB|=2-|AM| oraz |LC|=3-|AL|. Punkt S jest punktem przeciecia odcinkéw BL
i CM. Punkt K jest punktem przeciecia prostej AS z odcinkiem BC' (zobacz rysunek).
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A M B
Pole trojkata ABC' jest rowne 660. Oblicz pola tréjkatow: AMS, ALS, BMS i CLS.

Wymagania ogdlne
1V. Uzycie 1 tworzenie strategii.

Wymagania szczegélowe
7.5R Uczen znajduje zwigzki miarowe w figurach plaskich z zastosowaniem twierdzenia sinusow
1 twierdzenia cosinusow.

Rozwigzanie (I sposdb)

Oznaczmy literami z i y pola trojkatow AMS i ALS, czyli Payys =2 1 Paps=1y.
C

B
Trojkaty AMC i BMC maja wspdlna wysoko$¢ opuszczong z wierzchotka C) wigce
Pave  |AM] 1

= =— i P =2.P )
Pruc |BM| 9 czyll BMC AMC

Stad
1 1
Paye = 3 Pipc= 3 660 = 220.

Podobnie AM| 1
Pans |A .

= =3 i P =2-P =2x.

Pous  |BM| 2 czyll  I'Bms AMS = 4%

Trojkaty ALB i CLB maja wspolna wysoko$¢ opuszcezona z wierzchotka B, wiec

Parp  JAL| 1 _
= = i P =3.-P .
Perp | C L| 3’ czyll CLB ALB
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Stad
1 1
Parg= 1 Pipc= 1 -660 = 165.

Podobnie ALl 1
Pars .
Pors  |CL|— 3 Czyll CLS ALS Y

Otrzymalismy wiec

Paye = Pams+ Pars+ FPors =x+y+3y=x+4y,

czyli

x+4y = 220.
Analogicznie

Parp=Pams+ Pars+ Ppus =x+y+2x=3r+y,

czyli

3r+y=165.
Pozostaje rozwigza¢ uktad rownan

x+4y =220

3r+y=165.
Rozwiazaniem tego uktadu jest z =401 y=45.
Zatem

PAMS:37:407 PALS:y:457 PBMS:2$:8O, PCL5:3y:135.

Uwaga

Mozemy rownie tatwo obliczyé¢ pola pozostalych dwoch tréjkatow, tj. CKS i1 BKS.
C

B

Oznaczajac pola tych trojkatéow odpowiednio przez w i z oraz zauwazajac, podobnie jak po-
przednio, ze

PBKA:PBKS th 3ZE+Z :i
Pexa  Peks’ dy+w  w’
a wiec
12042 =z
180+2 w’
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otrzymujemy
120w 4+ zw =180z + 2w,

2w =3z.

Wystarczy teraz zauwazy¢, ze Pgog =660 —3x —4y =660 — 120 — 180 = 360, czyli w+ z = 360.
Stad w =360— z, wiec 2(360 — z) =3z, czyli z =144 i w = 216.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
TOZWIQZATIIA .+ttt ittt ittt tteeeeeeenseeensneeeeeasesensnsessasesensasnssnsas 1 p.
Zdajacy stwierdzi lub wykorzysta fakt, ze stosunek pol dwoch trojkatéw o wspdlnej wysokosci
jest réwny stosunkowi dtugosci podstaw, na jakie ta wysokos¢ zostata opuszczona i zapisze, np.:

Pyipe=2-Panc.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ......... .. oo, 2 p.
Zdajacy

e obliczy pole jednego z trojkatéow: AMC, BMC, ALB, CLB

albo

e wyznaczy pole trojkata BM S w zaleznosci od pola trojkata AMS: Pgys = 2x

albo

e wyznaczy pole trojkata C' LS w zaleznosci od pola trojkata ALS: Pops = 3y.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .............. ... . i, 4 p.

Zdajacy zapisze uktad rownan pozwalajacy obliczy¢ pola trojkatoW AM S 1 ALS, np. x+4y=220
13z +y=165.

Uwaga

Jezeli zdajacy zapisze tylko jedno réwnanie z dwiema niewiadomymi, np. x+4y =220, to otrzy-
muje 3 punkty.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslajg

poprawno$ci rozwigzania (np. btedy rachunkowe) ................oooiiiiaan, 5 p.
Zdajacy

e obliczy pole jednego z tréjkatéw AMS lub ALS: x =40, y=45

albo

e obliczy pola wszystkich trojkatow: AMS, ALS, BMS i C'LS popetniajac btedy rachunkowe.

Rozwigzanie pelne ........ . i e e 6 p.
Zdajacy obliczy pola trojkatow AMS, ALS, BMS i CLS: Pays =40, Pgys =80, Papg =45,
Peps=135.
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Zadanie 17. (6 p.)

Oblicz, ile jest stucyfrowych liczb naturalnych o sumie cyfr réwnej 4.

Wymagania ogdlne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegdlowe

10.1R Uczen wykorzystuje wzory na liczbe permutacyi, kombinacji, wariacji © wariacji z powto-
rzeniami do zliczania obiektow w bardziej ztozZonych sytuacjach kombinatorycznych.

Rozwigzanie

Wszystkie liczby stucyfrowe o sumie cyfr rownej 4 mozemy podzieli¢ na 7 grup w zaleznosci od
tego, jakie cyfry wystepuja w zapisie dziesietnym tych liczb:

I Liczba 4000...000, w ktorej po cyfrze 4 nastepuje 99 zer: jest 1 taka liczba,

IT  Liczby postaci 3000...1...000, w ktérych po cyfrze 3 wystepuje 98 cyfr 0 i jedna cyfra 1,
stojaca na jednym z 99 mozliwych miejsc: jest 99 takich liczb,

IIT Liczby postaci 2000...2...000, w ktorych po cyfrze 2 wystepuje 98 cyfr 0 i jedna cyfra 2,
stojaca na jednym z 99 mozliwych miejsc: jest 99 takich liczb,

IV Liczby postaci 1000...3...000, w ktorych po cyfrze 1 wystepuje 98 cyfr 0 i jedna cyfra 3,
stojaca na jednym z 99 mozliwych miejsc: jest 99 takich liczb,

V  Liczby postaci 2000...1...000...1...000, w ktorych po cyfrze 2 wystepuje 97 cyfr 0 i dwie
cyfry 1, stojace na dwodch miejscach wybranych z 99 mozliwych miejsc: jest

(99 ) _ 9998 _ o0 10 s
2 2

takich liczb,

VI Liczby postaci 1000...2...000...1...000 lub 1000...1...000...2...000, w ktorych po cyfrze 1 wy-
stepuje 97 cyfr 0 oraz cyfry 1 i1 2 (w dowolnej kolejnosci), stojace na dwoch miejscach
wybranych z 99 mozliwych miejsc: jest

2. ( 929 ) :2-99;98:99-98:9702

takich liczb,
VII Liczby postaci 1000...1...000...1...000...1...000, w ktérych po cyfrze 1 wystepuje 96 cyfr 0
i trzy cyfry 1, stojace na trzech miejscach wybranych z 99 mozliwych miejsc: jest

( 939 ) :99'96&97233-49-97=156849

takich liczb.
Lacznie zatem mamy 1+3-994 4851+ 9702+ 156849 = 171700 takich liczb.
Schemat oceniania

W rozwigzaniu mozna wyrozni¢ 3 etapy:
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Pierwszy — wstepny:

zauwazenie, ze nalezy rozpatrzy¢ przypadki i zapisanie, ze jest jedna stucyfrowa liczba, ktorej
pierwsza cyfra jest 4 a po niej nastepuje 99 zer (grupa I).

Drugi — sktadajacy sie z rozwazenia czterech przypadkow:

1. obliczenie, ile jest stucyfrowych liczb postaci 3000...1...000, w ktorych po cyfrze 3 wystepuje
98 cyfr 0 i jedna cyfra 1 oraz ile jest stucyfrowych liczb postaci 2000...2...000, w ktérych
po cyfrze 2 wystepuje 98 cyfr 0 i jedna cyfra 2 oraz ile jest stucyfrowych liczb postaci
1000...3...000, w ktérych po cyfrze 1 wystepuje 98 cyfr 0 i jedna cyfra 3 (grupy II, IIT i IV),

2. obliczenie, ile jest stucyfrowych liczb postaci 2000...1...000...1...000, w ktérych po cyfrze 2
wystepuje 97 cyfr 0 i dwie cyfry 1 stojace na dwdch miejscach wybranych z 99 mozliwych
miejsc (grupa V),

3. obliczenie, ile jest stucyfrowych liczb postaci

1000...2...000...1...000 oraz 1000...1...000...2...000,

w ktérych po cyfrze 1 wystepuje 97 cyfr 0 oraz cyfry 11 2 (w dowolnej kolejnosci), stojace
na dwoch miejscach wybranych z 99 mozliwych miejsc (grupa VI),

4. obliczenie, ile jest stucyfrowych liczb postaci 1000...1...000...1...000...1...000, w ktorych po
cyfrze 1 wystepuje 96 cyfr 0 i trzy cyfry 1, stojace na trzech miejscach wybranych z 99
mozliwych miejsc (grupa VII).

Trzeci — obliczenia koncowe:

obliczenie, ile jest wszystkich stucyfrowych liczb naturalnych o sumie cyfr rownej 4.

Rozwigzanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
TOZWIQZATIA + ot vttt ettt teteaeeeeeenseeensneeneaseeensosessasosensasnsnses 1 p.
Realizacja pierwszego etapu rozwigzania — zapisanie, ze jest jedna stucyfrowa liczba, ktorej
pierwsza cyfra jest 4 a po niej nastepuje 99 zer.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .............. ... 0 o i i, 5 p.
Realizacja drugiego etapu rozwiazania — zdajacy otrzymuje po jednym punkcie za obliczenie
ile jest stucyfrowych liczb w kazdym z wymienionych przypadkéw, odpowiednio:

1. 3-99 =297,
) (99) _ 9998 _ 9949 — 4851,
2 2
. 2<99>:2.99'98:99-98:9702,
) 2
. (939) _ 99'968-97 — 33.49-97 = 156849.

W tej czesci rozwigzania zdajacy moze otrzymac¢ od 0 punktow do 4 punktow.

Rozwigzanie pelne ...... ... i e e 6 p.

Obliczenie, ile jest wszystkich stucyfrowych liczb naturalnych o sumie cyfr réwnej 4: jest 171700
takich liczb.
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Uwaga

Zadanie mozna rozwigza¢ powolujac sie na nietrudne do udowodnienia twierdzenie, ze dla

- k—2
k<9 istnieje (n;;_ 1 liczb n-cyfrowych o sumie cyfr réwnej k. (Istnieje (nz:—_ 1 ) ciagdw
(a1,...,a,) takich, ze ay,...,a, saliczbami catkowitymi, a; #0, as, . ..,a, >0 oraz a;+...+a,=k).

W naszym przypadku mamy n=1001i k=4:

ntk=24 (1021} 102-101-100 _ . 00 00— 171700
ko1 3 6

Zadanie 18. (7 p.)

Dany jest prostokatny arkusz kartonu o dtugosci 80 cm i szerokosci 50 cm. W czterech rogach
tego arkusza wycieto kwadratowe naroza (zobacz rysunek).

Nastepnie zagieto karton wzdtuz linii przerywanych, tworzac w ten sposéb prostopadtoscienne
pudetko (bez przykrywki). Oblicz dtugosé boku wycietych kwadratowych narozy, dla ktérej
objetosé¢ otrzymanego pudetka jest najwieksza. Oblicz te objetosc.

Wymagania ogdlne
III. Modelowanie matematyczne

Wymagania szczegélowe
11.6R Uczen stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych.

Ogblny schemat oceniania

Rozwiazanie zadania optymalizacyjnego za pomoca rachunku rézniczkowego sktada sie z trzech
etapow:

1. Zbudowanie modelu matematycznego (3 p.).
2. Zbadanie tego modelu (3 p.).
3. Wyciagniecie wnioskéw, konicowe obliczenia itp. (1 p.).

W pierwszych dwoch etapach mozna wyr6zni¢ nastepujace czesci:
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l.a) wybdr zmiennej i wyrazenie za pomoca tej zmiennej wielkosci, ktére beda potrzebne do
zdefiniowania funkcji,

zdefiniowanie funkcji jednej zmiennej,

okreslenie dziedziny tej funkc;ji,

L=

wyznaczenie pochodnej,

obliczenie miejsc zerowych tej pochodnej,

uzasadnienie (np. badanie monotonicznosci funkeji), ze funkcja posiada wartosé najmniej-
sza/najwieksza.

DN =

o

PRSI

Za poprawne rozwigzanie kazdej z powyzszych czesci zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile po-
przednia cze$¢ danego etapu zostata zrealizowana bezblednie.

Rozwigzanie (I spos6b)
Oznaczmy litera x dtugo$¢ boku kwadratowych narozy. Podstawa pudetka ma wymiary
(80 —2z) x (50 —2x).
Wysoko$¢ pudetka jest rowna x. Zatem objetosé wyraza sie wzorem
V =(80—2x)- (50 —2x) -z,
czyli
V = (4000 — 1602 — 100z + 42?) - 2 = 42” — 2602° + 4000z = 4(2* — 652* + 1000x).

Naszym zadaniem jest obliczenie, dla jakiego x (spelniajacego nieréwnosci 0 < z < 25) funkcja

f okreslona wzorem
f(z)=12®— 652> +1000x

przyjmuje najwieksza wartos¢. Obliczamy pochodng tej funkcji:
f'(z) = 32* — 1302+ 1000.
Nastepnie znajdujemy miejsca zerowe tej pochodne;j:

A =130*—12-1000 = 16900 — 12000 = 4900,

130—70 130+70
P p— ]_0, - -
6 6
Pierwiastek z nie spetnia nieréwnosci 0 < xo < 25. Zatem jedynym argumentem podejrzanym
o ekstremum lokalne w rozwazanym przedziale jest x1 =10. Poniewaz

x1 T2 ~ 33,33.

f(z)>0 dlaz<10

oraz

() <0 dla z> 10,
wiec w przedziale (0,10) funkcja f jest rosnaca i w przedziale (10,25) jest malejaca. Stad
wynika, ze w punkcie x =10 funkcja f przyjmuje najwicksza wartos¢. Szukana objetos¢ jest

zatem rowna
V' =(80—20)-(50—20)-10= 18000 cm?.
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Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapow, opisanych ogdlnie na stronie 27.

l.a) Oznaczenie litera np. z dtugosci boku kwadratowych narozy, zapisanie dtugosci podstawy
pudetka (80 —2x) i szerokosci podstawy pudetka (50 —2z).
1.b) Zapisanie objetosci jako funkeji zmiennej wysokosci pudetka z: V = (80—2x)- (50 —2x) - x.
l.c) Zapisanie warunkéw, jakie musi spetnia¢ wysokos$¢ pudetka: 0 < x < 25.
2.a) Obliczenie pochodnej wprowadzonej funkcji np. f: f'(x) = 32* — 1302 + 1000.
)

2.b

2.c) Stwierdzenie, ze f'(x)>0 dla 0 <z <10 oraz f'(z) <0 dla 10 <z < 25, wiec w przedziale
(0,10) funkcja f jest rosnaca i w przedziale (10,25) jest malejaca. Stad wynika, ze dla
x =10 funkcja f przyjmuje najwieksza warto$¢ w dziedzinie (0,25).

3. Zapisanie, ze dtugos¢ boku kwadratowych narozy jest réwna 10 cm i obliczenie najwiekszej
objetosci: V = (80—20)- (50 — 20) - 10 = 18000 cm®.

Obliczenie miejsc zerowych: x; =10, xo = 335.

Rozwigzanie (II sposdb)

Oznaczmy litera = dlugo$é podstawy pudetka. Diugo$é boku kwadratowych narozy (wiec réw-

_ 30 —

niez wysoko$¢ pudetka) jest wtedy rowna T$, za$ szeroko$¢ podstawy pudetka: 50—2- ‘
80 —

Zatem objetosé wyraza sie wzorem V = (z —30)- Tx -z, dla 30 <2 <80

2 .3 2 1 4 110 ,

V(z)=0,5z-(z—30)- (80 —x)=0,5(80x" — x> — 2400z 4+ 30z~) = —5% + - 1200z.

Obliczamy, dla jakiego argumentu funkcja objetosci przyjmuje najwicksza wartosc.

3

V'(z)= —§x2 + 1102 — 1200.
110—-70 40
Wyznaczamy miejsca zerowe tej pochodnej: A =12100— 7200, A =4900, x; = —3 3
110+70

XTg = 0 60. Po uwzglednieniu dziedziny otrzymujemy x = 60. Poniewaz V'(z) >0 dla

30 <x <60 oraz V'(z) <0 dla 60 <z < 80, wiec w przedziale (30,60) funkcja V jest rosnaca
i w przedziale (60, 80) jest malejaca. Stad wynika, ze dla =60 funkcja V przyjmuje najwicksza

wartos¢ w dziedzinie (30,80) . Dtugo$¢ boku kwadratowych narozy jest réwna =10 cm,

80=60 60— 18000 cm®.

szukana objetos$¢ jest réwna (60— 30) -

Schemat oceniania Il sposobu rozwigzania

Rozwiazanie zadania sktada sie z trzech etapow, opisanych ogoélnie na stronie 27.

l.a) Oznaczenie litera np. z dtugosci boku podstawy pudetka, zapisanie szerokosci podstawy

80— 80—
pudetka 50 —2- < i wysokosci pudetka T
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80—z

1.b) Zapisanie objetosci jako funkcji zmiennej dtugosci podstawy pudetka z: V' =(x—30)- 5 x.
l.c) Zapisanie warunkéw, jakie musi spetnia¢ dtugo$é podstawy pudetka: 30 < x < 80.
3
2.a) Obliczenie pochodnej funkeji V: V'(z) = —ixQ + 1102 — 1200.
40
2.b) Obliczenie miejsc zerowych: z; = 3 P2 = 60.
2.c) Stwierdzenie, ze V'(z) >0 dla 30 <z <60 oraz V'(z) <0 dla 60 < 2 < 80, wiec w przedziale

(30, 60) funkcja V jest rosnaca i w przedziale (60, 80) jest malejaca. Stad wynika, ze dla

x =060 funkcja V przyjmuje najwicksza warto$¢ w dziedzinie (30,80).

80—60
=10 cm.

3. Obliczenie dtugosci boku kwadratowych narozy

Obliczenie najwiekszej objetosci:

80—60

V' =(60—30)- -60 = 18000 cm®.

Rozwigzanie (III sposéb)

Oznaczmy litera z szerokosé¢ podstawy pudetka. Diugosé boku kwadratowych narozy (wiec row-
_ 50 —
w, zas$ dtugos$¢ podstawy pudetka: 80 —2- ¢

niez wysokosé¢ pudetka) jest wtedy réwna

50—z
).

Zatem objetosé wyraza sie wzorem V = (x4 30 -z, dla 0 < < 50.

1
V(z)=0,5z-(z+30)- (50 —2) = 0,5(502 — 2* — 15002 — 302?) = —5933 + 1022 —750z.
Obliczamy dla jakiego argumentu funkcja objetosci przyjmuje najwieksza wartosc.

3
V'(z)= —§x2 +20x — 750.

20-70 50 20470

- L2=

=30. Po

uwzglednieniu dziedziny otrzymujemy x = 30. Poniewaz V'(x) >0 dla 0 <z <30 oraz V'(x) <0
dla 30 < x <50, wiec w przedziale (0,30) funkcja V jest rosnaca i w przedziale (30, 50) jest
malejaca. Stad wynika, ze dla x =30 funkcja V przyjmuje najwieksza warto$¢ w dziedzinie

Wyznaczamy miejsca zerowe tej pochodnej: A=4900, 1 =

(0,50). Dtugos¢ boku kwadratowych narozy jest réwna =10 cm, szukana objetos¢ jest

réwna
50—30

V = (30+30)- -30=18000 cm®.

Schemat oceniania III sposobu rozwigzania

Rozwiazanie zadania sktada sie z trzech etapow, opisanych ogoélnie na stronie 27.

l.a) Oznaczenie litera np. z szerokosci podstawy pudelka, zapisanie dtugosci podstawy pudetka

50 — 50 —
80—2- a wysokosci pudetka 5 .

50—z
2

1.b) Zapisanie objetosci jako funkcji zmiennej dtugosci podstawy pudetka z: V =(2+30)- x.
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N =

N
o

~—

(@]

~—

o o
~— ~—r

Zapisanie warunkow, jakie musi spetnia¢ szeroko$¢ podstawy pudetka: 0 <z < 50.
3
Obliczenie pochodnej funkeji V: V'(z) = —§x2 + 20z — 750.

20-70 50 20470

Obliczenie miejsc zerowych: x; = ——, To = = 30.

Stwierdzenie, ze V'(z) >0 dla 0 <x <30 oraz V'(x) <0 dla 30 < z < 50, wiec w przedziale
(0, 30) funkcja V jest rosnaca i w przedziale (30, 50) jest malejaca. Stad wynika, ze dla

x =30 funkcja V przyjmuje najwieksza warto$¢ w dziedzinie (0, 50).
50 —30

=10 cm.
Obliczenie najwiekszej objetosci: V =60-10-30 = 18000 cm?.

Obliczenie dtugosci boku kwadratowych narozy
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