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VARTOSC BEZWZGLEDNA LICZBY

‘08¢ bezwzgledng liczby rzeczywistej x definiujemy wzorem:
x dlax>0
=
—x dlax<0
ba |x| jest to odleglos¢ na osi liczbowej punktu x od punktu 0.
dowolnej liczby x mamy:
|x| >0 |x| =0 wtedy 1 tylko wtedy, gdy x =0 |—x| = |x|
dowolnych liczb x, y mamy:
<l eal<is bl el =y
x|_

A bl

dowolnych liczb a oraz r > 0 mamy:

wdto, jesli y # 0, to

|x—a|<r wtedy i tylko wtedy, gdy a—r<x<a+r

|x—a|>r wtedy i tylko wtedy, gdyx<a—-rlubx>a+r

'OTEGI I PIERWIASTKI

h n bedzie liczba catkowita dodatnig. Dla dowolnej liczby a definiujemy jej n-ta potege:

a'=a-..-a
%/_J
n razy
wiastkiem arytmetycznym Ya stopnia n z liczby a > 0 nazywamy liczbe b > 0 taka, ze b" = a.
rczegodlnoscei, dla dowolnej liczby a zachodzi rownosé: va® = |a|.
li a <0 oraz liczba n jest nieparzysta, to Ya oznacza liczbe b <0 taka, ze b" =a.

wiastki stopni parzystych z liczb ujemnych nie istnieja.

‘h m, n beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Definiujemy:

— dlaa#0: a‘":7 oraz a’=1
m
— dlaa>0: a" =Na"
_m 1
— dlaa>0: a "=
of

r S __ T+ r\ s _r=s
a -a =da a =da —=da

(a-b) =d" b’ (%} =%

li wyktadniki 7, s sg liczbami catkowitymi, to powyzsze wzory obowigzuja dla wszystkich
va#01b#0.



JLOGARYTMY

arytmem log, ¢ dodatniej liczby c przy dodatniej 1 r6znej od 1 podstawie a nazywamy wyktadnik b
g1, do ktorej nalezy podnies¢ a, aby otrzymac c:

log, c=b wtedy i tylko wtedy, gdy a” =c

/mowaznie:
a“’%a“ =c
dowolnych liczb x >0, y > 0 oraz r zachodza wzory:

log, (x-y)=log, x+log, y log, x" =r-log, x log, % =log, x—log, y

r na zamiang¢ podstawy logarytmu:
ia>0,a#1,b>0,b#1orazc >0, to

log, c

log, c=
S log, b

arytm log,, x mozna tez zapisac¢ jako log x lub Ig x.

JILNIA. WSPOLCZYNNIK DWUMIANOWY
13 liczby catkowitej dodatniej n nazywamy iloczyn kolejnych liczb catkowitych od 1 do n wlacznie:
n!l=1-2-...-n

adto przyjmujemy umowe, ze 0! = 1.
dowolnej liczby catkowitej n > 0 zachodzi zwigzek:

(n+1)! = n!-(n+l)

liczb catkowitych n, k spetniajacych warunki 0 <k <n definiujemy wspdtczynnik dwumianowy (nj
abol Newtona): k

o

hodza rownosci:
[Zj_n(n—l)(n—2k)!-...-(n—k+l)
MR WE

VZOR DWUMIANOWY NEWTONA

dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dla dowolnych liczb a, b mamy:

(a+b)n=(nja”+ "Nt T ] " jab”l+(n b"
0 1 k n—1 n



VZORY SKROCONEGO MNOZENIA

dowolnych liczb a, b:
(a+b) =a* +2ab+b* (a+b) =d’ +3a*h+3ab* + b’
(a—b)2 =a’ —2ab+b’ (a—b)3 =a’ -3a’b+3ab> - b’
dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dowolnych liczb a, b zachodzi wzor:

a'—-b" = (a—b)(a"" +a"h+.+ad" D+ +ab"? +b"_1)

zczegolnosei:
a’—b*=(a-b)(a+b) a’-1=(a-1)(a+1)
a'-b =(a-b)(a +ab+b’) a -1=(a-1)(a +a+1)
a +b’ :(a+b)(a2—ab+b2) a3+1:(a+1)(a2—a+1)
a”—lz(a—l)(a”’1+a”’2+ +a+1)
“TAGI

‘lag arytmetyczny

r na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego (a, ) o pierwszym wyrazie a, i réznicy r:
a, =a +(n—l)r
yrnasume S, =a, +a,+...+a, poczatkowych n wyrazow ciggu arytmetycznego:

_ata, 2a1+(n—1)r

SVI
2 2

‘n

dzy sasiednimi wyrazami ciggu arytmetycznego zachodzi zwigzek:

— an—l + arH—l

dla n>2

n

“iag geometryczny
)r na n-ty wyraz ciggu geometrycznego (an) o0 pierwszym wyrazie a, 1 ilorazie g:

a =a-q"" dla n>2

rna sume¢ S, =a, +a, +...+a, poczatkowych n wyrazow ciaggu geometrycznego:

n

1—
a, - 9
S, = l-q

n

dla g=#1
n-a, dla g=1

dzy sasiednimi wyrazami ciggu geometrycznego zachodzi zwiagzek:

2 _
a =a,  -a, da n>2

'rocent skladany

11 kapital poczatkowy K ztozymy na n lat w banku, w ktorym oprocentowanie lokat wynosi p% w skali
nej 1 kapitalizacja odsetek nastepuje po uptywie kazdego roku trwania lokaty, to kapital koncowy K,
aza si¢ wzorem:

K=K |1+
" ( 100)



"UNKCJA KWADRATOWA

ac¢ ogolna funkcji kwadratowej: f'(x)=ax’ +bx+c, a#0, x€R.
r kazdej funkcji kwadratowej mozna doprowadzi¢ do postaci kanonicznej:

f(x):a(x—p)2+q , gdzie P=—i, QZ—A, A=b>—-4ac
2a 4a

cresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku w punkcie o wspotrzednych (p,q). Ramiona
boli skierowane sg do gory, gdy a >0; do dotu, gdy a <0.

'ba miejsc zerowych funkcji kwadratowej f (x) =ax’ +bx +c (liczba pierwiastkow trojmianu
dratowego, liczba rzeczywistych rozwigzan rownania ax’ +bx +c = 0), zalezy od wyréznika A = b* —4ac :

>zeli A <0, to funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych (tréjmian kwadratowy nie ma pierwiastkow
zeczywistych, rownanie kwadratowe nie ma rozwigzan rzeczywistych),

2zeli A = 0, to funkcja kwadratowa ma doktadnie jedno miejsce zerowe (trojmian kwadratowy ma jeden

ierwiastek podwdjny, rownanie kwadratowe ma dokladnie jedno rozwigzanie rzeczywiste): x, = x, = ——

2a
>zeli A > 0, to funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe (trojmian kwadratowy ma dwa rdzne
ierwiastki rzeczywiste, rownanie kwadratowe ma dwa rozwigzania rzeczywiste):

_—b-vJA _—b+yJA

X
2a : 2a

X

L A >0, to wzor funkcji kwadratowej mozna doprowadzi¢ do postaci iloczynowej:

f(x)za(x—xl)(x—xz)

Vzory Viéte’a
liA>0,to

C
X X, =— X X, =—
a

sEOMETRIA ANALITYCZNA

)dcinek Ay
208¢ odcinka o koncach w punktach B
(x,.9,)> B=(x;,y;) jestdana wzorem: ~%5 )
2 2

|AB| = \/(xB _XA) +(J’B _yA)
yotrzedne srodka odcinka AB:

(xA TXp V4 +y3j

2 2 A=(x,, v,
0 x




Vektory
yo0trzedne wektora AB:

E:[xB —X4Vp _yA]

i u = [ul,uz], V= [vl,vz] sa wektorami, za$ a jest liczba, to
u+v:[ul+vl,u2+v2] a-u:[a-ul,a-uz]
'rosta

vnanie og6lne proste;j:
Ax+By+C =0,

ie 4>+ B> #0 (tj. wspotczynniki 4, B nie s3 rownoczesnie rowne 0).

)l A = 0, to prosta jest rownolegta do osi Ox; jezeli B = 0, to prosta jest rownolegta do osi Oy;
li C = 0, to prosta przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych.

A

y
:1i prosta nie jest rdwnolegla do osi Oy, to ma ona rdwnanie / y=ax+h
unkowe: b
y=ax+b
‘ba a to wspotczynnik kierunkowy prostej: a R
a=tga 0 X

y0tczynnik b wyznacza na osi Oy punkt, w ktorym dana prosta ja przecina.

vnanie kierunkowe prostej o wspotczynniku kierunkowym a, ktéra przechodzi przez punkt P = (xO Vo ):
y=a(x—x,)+,

vnanie prostej, ktora przechodzi przez dwa dane punkty 4 = (x oV ), B= (xB Vs ):
(=) —x,)=(vs—v,)(x-x,)=0

'rosta i punkt

eglos¢ punktu P = (xo, yo) od prostej o rownaniu Ax + By + C = 0 jest dana wzorem:
|Ax0 + By, +C |

'ara prostych
ie proste o rownaniach kierunkowych:

y=ax+b y=a,x+b,
niaja jeden z nastgpujacych warunkow:
a rownolegle, gdy a, = a,

a prostopadle, gdy a,a, = -1

a,—a,

worza kat ostry p 1 tgp =
I+aa,




'wie proste o rownaniach ogdlnych:

Ax+By+C =0 Ax+B,y+C, =0

sa rownolegte, gdy 4 B, — 4,B, =0

sa prostopadle, gdy 44, + BB, =0

Ale — AZBI

tworza kat ostry ¢ 1 tgo =
a kg Yo1igo A4 +BB,

Trojkat
ole trojkata ABC o wierzchotkach 4 =(x,,y,), B=(x;,v;), C=(x., ¥, ), jest dane wzorem:

Pyise :%‘(XB _xA)(yC _yA)_(yB _yA)(xC Xy )‘

rodek cigzkosci trojkata ABC, czyli punkt przeciecia jego srodkowych, ma wspotrzedne:
(XA TXptXe VitV +ycj

2

3 3

Przeksztalcenia geometryczne

przesunigcie o wektor u= [a,b] przeksztatca punkt A = (x, y) na punkt 4'= (x +a,y+ b)
symetria wzgledem osi Ox przeksztatca punkt 4 = (x, y) na punkt A4'=(x,—y)

symetria wzgledem osi Oy przeksztatca punkt 4 = (x, y) na punkt A4'=(—x, )

symetria wzgledem punktu (a,b) przeksztatca punkt A = (x, y) na punkt 4'=(2a—x,2b-y)
jednoktadno$¢ o srodku w punkcie O i skali s#0 przeksztatca punkt 4 na punkt A4' taki, ze

OA' = s-0A, a wicc, jesliO =(x,,, ), to jednoktadno$¢ ta przeksztatca punkt 4 = (x, y) na punkt
A'= (sx+(1—s)x0,sy+(1—s)y0)

Roéwnanie okregu

6wnanie okregu o srodku w punkcie S = (a,b) i promieniu > 0:
(x—a)2 +(y—b)2 =7’

1b ¥’ +y?=2ax-2by+c=0 gdy r’=da’+b’-c>0

0. PLANIMETRIA

Cechy przystawania trojkatéw
C F




ze dwa trojkaty ABC 1 DEF sg przystajace (AABC = ADEF ), mozemy stwierdzi¢ na podstawie kazdej
stepujacych cech przystawania tréjkatow:

secha przystawania ,,bok — bok — bok™:
»dpowiadajace sobie boki obu trojkatéw maja te same dlugosci: |AB| = |DE

AC|=|DF

, , |BC|=|EF]|

secha przystawania ,,bok — kat — bok™:

lwa boki jednego trojkata sa rowne odpowiadajagcym im bokom drugiego trojkata oraz kat zawarty
niedzy tymi bokami jednego trojkata ma taka samag miarg jak odpowiadajacy mu kat drugiego trojkata,
p. |4B| =|DE|, |AC|=|DF|, |«BAC|=|<EDF|

b b

secha przystawania ,,kat — bok — kat™:

eden bok jednego trojkata ma te samg dlugos¢, co odpowiadajacy mu bok drugiego trojkata
yraz miary odpowiadajacych sobie katow obu trojkatdéw, przyleglych do boku, sg réwne,
p.|4B|=|DE|, |«BAC|=|«EDF|, |«ABC|=|<DEF|

2 3

-echy podobienstwa trojkatow

ze dwa trojkaty ABC i DEF sa podobne (AABC ~ADEF ), mozemy stwierdzi¢ na podstawie kazdej
stepujacych cech podobienstwa tréjkatow:

secha podobienstwa ,,bok — bok — bok™:
Jtugos$ci bokow jednego trojkata sg proporcjonalne do odpowiednich dlugosci bokéw drugiego trojkata,

|4B]| ~ |AC]| ~ |BC|
" |DE| |DF| |EF]

1p

secha podobienstwa ,,bok — kat — bok™:
Ttugosci dwoch bokow jednego trojkata sg proporcjonalne do odpowiednich dlugosci dwdch bokow

AB| |AC
Irugiego trojkata 1 katy miedzy tymi parami bokow sa przystajace, np. _||DE|| = ||DF| ,

<BAC|=|<EDF|

secha podobienstwa ,,kat — kat — kat™:
lwa katy jednego trojkata sg przystajace do odpowiednich dwoch katow drugiego trojkata (wiec tez
trzecie katy obu trojkatéw sa przystajace): |<):BA C | = |<):EDF XABC | = |<):DEF x4 CB| = |<DFE |

2 5



Przyjmujemy oznaczenia w trojkacie 4BC:

a, b, c — dhugosci bokoéw, lezacych odpowiednio
naprzeciwko wierzchotkow 4, B, C

2p=a+b+c — obwod trojkata

a, b,y — miary katéw przy wierzchotkach 4, B, C

h,h,h — wysoko$ci opuszczone z wierzchotkow
A, B, C

R, 7 — promienie okregéw opisanego

1 wpisanego

‘wierdzenie sinuséw * Twierdzenie cosinusOw

a __b __c _,Hp a’ =b> +c* —2bccosa
sinoe  sinfl  siny

b*> =a’ +c* —2accos

¢ =a’ +b* —2abcosy

Vzory na pole trojkata

P

AABC

.a.h =

a

N | =

P , sinf -siny leSina-siny 1 ,sino -sinf
—_— T —:_C—

AABC

1
2
1 1 .o, 1 .
PAABC—Ea-b-smy —Ea-c-smﬁ —Eb-c-sma
1
—dad

2

sina 2 sin 8 2 siny

abc

})AABC:E P, s =2R’ -sina -sinf -siny
Bpc=1p PAABCZ\/p(p_a)(p_b)(p_c)

wierdzenie Pitagorasa (wraz z twierdzeniem odwrotnym do niego)

‘0jkacie ABC kat y jest prosty wtedy i tylko wtedy, gdy a> + b* = 2.

‘wiazki miarowe w trojkacie prostokatnym

Zatdzmy, ze kat y jest prosty. Wowczas:

2 =|4D|-[DB
, _ab
< ¢

a=c-sina =c-cosf




rojkat rbwnoboczny

a — dtugos¢ boku

¢ h — wysoko$¢ trojkata
h & R=21
a \ a 2 3
2
P = a3 r= lh
/7 4
p B

wierdzenie Talesa (wraz z twierdzeniem odwrotnym do niego)
ne proste AC 1 BD przecinaja si¢ w punkcie P, przy czym spelniony jest jeden z warunkéw:
unkt 4 lezy wewnatrz odcinka PC oraz punkt B lezy wewnatrz odcinka PD

unkt 4 lezy na zewnatrz odcinka PC oraz punkt B lezy na zewnatrz odcinka PD.
wvczas proste AB 1 CD sg rownolegle wtedy 1 tylko wtedy, gdy

|P4] _|PB|

|| |BD|

~zworokaty

Trapez

Czworokat, ktory ma co najmniej jedng par¢ bokow
rownolegtych.

h Wzbr na pole trapezu:

B p:a;b.h

D b C

D C Roéwnoleglobok

Czworokat, ktory ma dwie pary bokoéw
b 3 rownolegtych.

Wzory na pole rownolegloboku:

a B P:ah:a-b-sina:%-|AC|-|BD|-singo



D
a h
AR
a B
D

{olo

Vycinek kota

A

Romb
Czworokat, ktory ma wszystkie boki jednakowej dlugosci.
Wzory na pole rombu:

P=ah=a’-sina :%-|AC|~|BD|

Deltoid

Czworokat wypukly, ktory ma o$ symetrii zawierajaca jedna
z przekatnych.

Wz6r na pole deltoidu:

P=1.|ac||BD]
2

Wzor na pole kota o promieniu r:

2
P=nxr

Obwaod kota o promieniu 7:
L=2rr

Wz6r na pole wycinka kota o promieniu r i kacie srodkowym o
wyrazonym w stopniach:

P=nr-

a
360°

Dhugos$c¢ tuku 4B wycinka kota o promieniu 7 1 kacie
srodkowym o wyrazonym w stopniach:

Miara kata wpisanego w okrag jest rowna potowie miary kata
srodkowego, opartego na tym samym tuku.

Miary katow wpisanych w okrag, opartych na tym samym tuku,
sg rowne.

Miary katow wpisanych w okrag, opartych na tukach réwnych,
sg rowne.

10



[wierdzenie o kacie miedzy styczna i cieciwa

0 f

/

A C C A

y jest okrag o $rodku w punkcie O 1 jego cigciwa AB. Prosta AC jest styczna do tego okregu w punkcie A4.

dy |<A OB | =2- |<):CAB , przy czym wybieramy ten z katow srodkowych 4OB, ktory jest oparty na tuku
dujacym si¢ wewnatrz kata CAB.

[wierdzenie o odcinkach stycznych
li styczne do okregu w punktach 4 i B przecinajg si¢ w punkcie P, to
|PA4| =|PB|

A

[wierdzenie o odcinkach siecznej i styczne]

e sg: prosta przecinajgca okrag w punktach A4 1 B oraz prosta styczna do tego okregu w punkcie C. Jezeli
te te przecinajg si¢ w punkcie P, to

|P4|-|PB| =|PC’

11



Jkrag opisany na czworokacie

C

0\ Na czworokacie mozna opisac¢ okrag wtedy 1 tylko wtedy,
oA

gdy sumy miar jego przeciwleglych katow wewnetrznych sa
rowne 180°:

a+y=p+0=180

S

</

Ykrag wpisany w czworokat

C

¢ W czworokat wypukly mozna wpisa¢ okrag wtedy 1 tylko
wtedy, gdy sumy dtugosci jego przeciwlegtych bokow sg
rowne:

b a+tc=b+d
B
a
A
STEREOMETRIA

‘wierdzenie o trzech prostych prostopadlych

ita k przebija plaszczyzne w punkcie P. Prosta / jest rzutem prostokatnym prostej & na te plaszczyzne.
ita m lezy na tej plaszczyznie i przechodzi przez punkt P.
wvczas prosta m jest prostopadta do prostej k£ wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest prostopadta do prostej /.

12



jmujemy oznaczenia:

pole powierzchni catkowitej

pole podstawy

pole powierzchni boczne;j

objetos¢

>rostopadloScian

Jraniastostup prosty

/

<

Ny == —
\

N
AN
~N

P=2(ab+bc+ac)
V =abc

gdzie a, b, ¢ sa dlugosciami krawedzi
prostopadtoscianu

P, =2p-h
V=P h

gdzie 2p jest obwodem podstawy graniastostupa

gdzie h jest wysokoscig ostrostupa

13



B, =2rrh

P:27rr(r+h)
h 2

V=nrh

gdzie r jest promieniem podstawy, & — wysokoS$cig

walca
B, =nrl
P= ﬂr(r+l)
V= l7rr2h

3

gdzie r jest promieniem podstawy, 4 — wysokoscia,
[ — dlugoscia tworzacej stozka

ula

P=4nr’
_ 4
V= 37rr

gdzie r jest promieniem kuli

TRYGONOMETRIA

definicje funkcii trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie prostokatnym

B . a . b
sina = — smﬁ:E

b a
a cosa= — cosﬂ=z
a b

tg(lzz tgﬂza

14



Jefinicje funkcii trygonometrycznych

71 sino = £
r
M=) ___ x
| Y cosa ==
l r
E { tga:i—}, gdy x# 0
: : — 2 2 :
| N gdzie r=x"+y" >0 jest
5 0 > promieniem wodzacym punktu M

Vykresy funkcii trygonometrycznych

VA

y ! ~lr

/\ | -2+
|
f } > I

- LT 0 Y4 /4 2 1 -3+
2 2\_/7” TR |

4t

Yy =CoSsx y=tgx

'wiazki miedzy funkcjami tego samego kata

sina +cos’a =1

sin a T
= dla o #* =
cosa 2

tga +kn,  k—catkowite

Niektore wartos$ci funkeii trygonometrycznych

0° 30° 45° 60° 90°
o T b3 T T
O _ — _ —
6 4 3 2
sin a 0 l Q ﬁ 1
2 2 2
1
cos a 1 ﬁ ﬁ — 0
2 2 2
\/5 nie
g 0 3 ! V3 istnieje

N i



‘unkcije sumy i réznicy katow

dowolnych katow a, f zachodza réwnosci:
sin(a + ) =sina cosf +cosa sin S sin( o — ) =sina cos f —cosa sin
cos(a +p ) =cosa cosf —sina sinf cos(a -p ) =cosa cosf +sina sin
adto mamy réwnosci:

tga+t tga—t
tg(aJr'B):l—gtga-%Sﬂ tg(oc— )zlftga-%;ﬁ

e zachodza zawsze, gdy sg okreslone 1 mianownik prawej strony nie jest zerem.

‘unkcje podwojonego kata

sin2a =2sina cos a

2 =2 2 - 2
cos2a=cos“a —sin“a =2cos’ae —1=1-2sin"«

tg2o = 2tggx
1-tga
umy, roznice 1 iloczyny funkcji trygonometrycznych
sin o +sin # = 2sin ¢ ;ﬁ cos 2 ;ﬁ sina sin f = —%(cos(a +B)—cos(a—p))
sin o —sin B =2 cos ¢ ;’B sin & ;ﬂ cosa cosf = %(cos(a+ﬂ)+cos(a -B)
cos o +cos S =2cos ¢ erﬂ cos a;ﬁ sino cos ff = %(sin(a +B)+sin(a - B))
cos o —cos f =—2sin at+p sin o—p
2 2
Vybrane wzory redukcyjne
sin(90°—a) =cos a cos(90°—a ) =sina
sin(90°+a ) = cos o cos(90°+a)=—sina
sin(lSOo—a)=sina (:03(180o )=—cosa tg(180°—a)=—tga
sin(l80°+a)=—sina cos(180° )=—cosa tg(180°+a)= tga

Ykresowo$¢ funkeii trygonometrycznych

sin(a+k-360°)=sina Cos(a+k-360°)=cosa tg(a +k~180°)= tga, k—calkowite

KOMBINATORYKA

Variacje z powtdrzeniami
‘ba sposobow, na ktore z n réznych elementdw mozna utworzy¢ ciag, sktadajacy si¢ z k niekoniecznie
iych wyrazow, jest rowna nt.

Variacje bez powtorzen

'ba sposobow, na ktore z n r6znych elementéw mozna utworzy¢ ciag, sktadajacy si¢ z k (1 <k< n)
iych wyrazéw, jest rtowna

n!

(n—k)!

n-(n-1)-....(n—k+1)=

16



>ermutacje
'ba sposobow, na ktore n (n > 1) roznych elementow mozna ustawi¢ w ciag, jest rowna n!.

{ombinacje
ba sposobow, na ktdre sposrdd 7 roznych elementéw mozna wybra¢ k (O <k< n) elementow, jest rowna [ j

RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

WVlasnosci prawdopodobienstwa
0<P(A4)<1 dlakazdego zdarzenia 4 = Q

P(Q)=1 Q —zdarzenie pewne

P(2)=0 & —zdarzenie niemozliwe (pusty podzbidr Q)

P(A) < P(B), gdyAc BcQ

P(A')=1-P(4), gdzie A" oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia 4
P(AUB)=P(A4)+P(B)-P(AN B), dla dowolnych zdarzen 4,B < Q
P(AUB)< P(A)+P(B), dla dowolnych zdarzen 4,B < Q

[wierdzenie: Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

:h Q bedzie skonczonym zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych. Jezeli wszystkie zdarzenia
oelementowe sa jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo zdarzenia 4 < Q jest rOwne

_HM

Pi)=q

ie |A| oznacza liczbg elementow zbioru 4, za$ |Q)| — liczbe elementow zbioru Q.

>rawdopodobienstwo warunkowe

:h A4, B beda zdarzeniami losowymi zawartymi w Q, przy czym P(B ) > (. Prawdopodobienstwem
ankowym P(A | B ) nazywamy liczbe
P(ANB
P( Al B) = M
P(B)

[wierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym

li zdarzenia losowe B,,B,,..., B, zawarte w Q spelniaja warunki:

l. B,,B,,..., B, sa parami rozlaczne, tzn. B,NB; = dlai = j, 1<i<n, 1< j<n,
. BUB,U...UB =Q,

3. P(B)>0dlal<i<n,

la kazdego zdarzenia losowego A zawartego w € zachodzi rownos$¢

P(A)=P(A4|B,)-P(B)+P(A|B,)-P(B,)+...+P(A4|B,)-P(B,)

17



PARAMETRY DANYCH STATYSTYCZNYCH

Srednia arytmetyczna

Inia arytmetyczna n liczb a , a,, ..., a jest rOwna:

a+a,+..+a,

1=
n

srednia wazona

Inia wazona n liczb a, a,, ..., a , ktorym przypisano dodatnie wagi — odpowiednio: w, w,, ..., w  jest
na:

Woa + W, dy +e W, -a,

Wo+W, +o W,

srednia geometryczna

Inia geometryczna n nieujemnych liczb a , a,, ..., a, jest rtowna:

Mlediana
liang uporzadkowanego w kolejnosci niemalejacej zbioru n danych liczbowych g, < a, <a, <...

N

lla n nieparzystych: a,. (Srodkowy wyraz ciagu)
2
1 ) .
1la n parzystych: 5 (an + a,,H) ($rednia arytmetyczna srodkowych wyrazéw ciggu)
2 2

Wariancja i odchylenie standardowe
iancjg n danych liczbowych a , a, ..., a, o Sredniej arytmetycznej a jest liczba:

2 (a1 —a_)2 +(a2 —a_)2+...+(an —a_)2 _ a+ad+..+a _(a_)z

n n

hylenie standardowe G jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji.

GRANICA CIAGU

Jranica sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu ciagdw

e sg ciagi (an) 1 (bn ), okreslone dla n>1.

lilima, = a oraz limb, = b, to

n—»0 n—>o0

im(an+bn):a+b lim(an—bn):a—b lim(an-bn):a-b
li ponadto b, # 0 dla n>1 oraz b # 0, to

. a a
m-=-==—-

2B, ~ b

18



suma wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego

y jest nieskonczony ciag geometryczny (a, ), okreslony dla n > 1, o ilorazie g.
ch (Sn) oznacza cigg sum poczatkowych wyrazow ciaggu (an ), to znaczy ciag okreslony wzorem

=a,+a,+..+a,dlan>1 Jezeli |q| <1, to ciagg (Sn) ma granice

S=limsS, =

n—0 l_q

rranice nazywamy sumg wszystkich wyrazow ciagu (an )
POCHODNA FUNKCJI

>ochodna sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu funkciji

[c-f(x ],:c-f'(x) dlaceR

[f(x)+8(x)] =7 (x)+&'(x)

[/ (x)-g(x)] f() g'(x)

[/ (x)-g(x)] = /"(x)-g(x)+ / (x)-&'(x)
f() [ f(x)-g(x)- 1 (x)-g'(x)

{g(x)} PN , gdy g (x)#0

2ochodne niektorych funkeji
>h a, b, ¢ beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi, n dowolng liczbg catkowita.

funkcja pochodna funkcji
f(x)=ec f'(x)=0
f(x)=ax+b f'(x)=a
f(x):ax2+bx+c f’(x)=2ax+b
f(x)zg,x;tO f'(x):;—?
f(x)=x" f(x)=mx""

Rdéwnanie stycznej

li funkcja f'ma pochodng w punkcie x, to rownanie stycznej do wykresu funkcji /* w punkcie (xo, 7 (% ))
> jest wzorem

y=ax+b,

€ wspotczynnik kierunkowy stycznej jest rowny wartosci pochodnej funkcji f'w punkcie x, to znaczy
/'(x,), natomiast b= 1 (x,)— f"(x,)-x, . Rownanie stycznej mozemy zapisa¢ w postaci

y=f'(x0)-(x—x0)+f(x0)
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TABLICA WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

01| o | e | o0
cosf
0 0,0000 0,0000 90
1 0,0175 0,0175 89
2 0,0349 0,0349 88
3 0,0523 0,0524 87
4 0,0698 0,0699 86
5 0,0872 0,0875 85
6 0,1045 0,1051 84
7 0,1219 0,1228 83
8 0,1392 0,1405 82
9 0,1564 0,1584 81
10 0,1736 0,1763 80
11 0,1908 0,1944 79
12 0,2079 0,2126 78
13 0,2250 0,2309 77
14 0,2419 0,2493 76
15 0,2588 0,2679 75
16 0,2756 0,2867 74
17 0,2924 0,3057 73
18 0,3090 0,3249 72
19 0,3256 0,3443 71
20 0,3420 0,3640 70
21 0,3584 0,3839 69
22 0,3746 0,4040 68
23 0,3907 0,4245 67
24 0,4067 0,4452 66
25 0,4226 0,4663 65
26 0,4384 0,4877 64
27 0,4540 0,5095 63
28 0,4695 0,5317 62
29 0,4848 0,5543 61
30 0,5000 0,5774 60
31 0,5150 0,6009 59
32 0,5299 0,6249 58
33 0,5446 0,6494 57
34 0,5592 0,6745 56
35 0,5736 0,7002 55
36 0,5878 0,7265 54
37 0,6018 0,7536 53
38 0,6157 0,7813 52
39 0,6293 0,8098 51
40 0,6428 0,8391 50
41 0,6561 0,8693 49
42 0,6691 0,9004 48
43 0,6820 0,9325 47
44 0,6947 0,9657 46
45 0,7071 1,0000 45

20
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cosf
46 0,7193 1,0355 44
47 0,7314 1,0724 43
48 0,7431 1,1106 42
49 0,7547 1,1504 41
50 0,7660 1,1918 40
51 0,7771 1,2349 39
52 0,7880 1,2799 38
53 0,7986 1,3270 37
54 0,8090 1,3764 36
55 0,8192 1,4281 35
56 0,8290 1,4826 34
57 0,8387 1,5399 33
58 0,8480 1,6003 32
59 0,8572 1,6643 31
60 0,8660 1,7321 30
61 0,8746 1,8040 29
62 0,8829 1,8807 28
63 0,8910 1,9626 27
64 0,8988 2,0503 26
65 0,9063 2,1445 25
66 09135 2,2460 24
67 0,9205 2,3559 23
68 0,9272 2,4751 22
69 0,9336 2,6051 21
70 0,9397 2,7475 20
71 0,9455 2,9042 19
72 0,9511 3,0777 18
73 0,9563 3,2709 17
74 0,9613 3,4874 16
75 0,9659 3,7321 15
76 0,9703 4,0108 14
77 0,9744 4,3315 13
78 0,9781 4,7046 12
79 0,9816 5,1446 11
80 0,9848 5,6713 10
81 0,9877 6,3138 9
82 0,9903 7,1154 8
83 0,9925 8,1443 7
84 0,9945 9,5144 6
85 0,9962 11,4301 5
86 0,9976 14,3007 4
87 0,9986 19,0811 3
88 0,9994 28,6363 2
89 0,9998 57,2900 1
90 1,0000 - 0
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