Przyktadowe rozwigzania
(E. Ludwikowska, M. Zygora, M. Walkowiak)

Zadanie 1.
Rozwiaz réwnanie: 2 cos? x — 2 cos? x sinx = 1 — sinx, w przedziale x € (0,2m).
Rozwigzanie:
2cos?x —2cos?xsinx =1 —sinx
2cos?x(1—sinx) — (1 —sinx) =0
(1 —sinx)(2cos?x—1) =0
(1—sinx) =01lub (V2cosx+1) =01lub (V2cosx —1) =0

2
sinx =1 lub cosx = - lub cosx = >

Uwzgledniajac, ze x€ (0, 2m) otrzymujemy

7T

Odp.:x =" lubx ==lubx = Tlbx = Zubx = Z
4 2 4 4 4

Zadanie 2.
Dany jest czworokat ABCD. Niech S bedzie punktem przecigcia jego przekatnych.
Udowodnij, ze czworokat ABCD mozna wpisa¢ w okrag wtedy i tylko wtedy,

|AS| _ |BS|
dy —=—.
gay [DS| |CS|
Rozwigzanie:

Cz.l. Udowodnienie, ze jezeli czworokat ABCD mozna wpisa¢ w okrag, to
last _ 1851,
Ips|  lesl’

Zaktadamy, ze czworokat ABCD mozna wpisaé¢ w okrag.

AS BS
Udowodnimy, ze ﬁ :CS: , gdzie S jest punktem przecigcia jego przekatnych.

>

B

Zauwazmy, ze £ ADS = £ ACB (katy wpisane oparte na tym samym tuku).
/DSA = ZBSC (katy wierzchotkowe).
Z tego wynika, ze trojkat DSA jest podobny do trojkata BSC ( na mocy cechy kk).

AS BS
Zatem z podobienstwa trojkatow wynika, ze : DS|| ||CS|| co nalezato udowodni¢.

|As| _ |BS|

Cz.II .Udowodnienie, ze jezeli
Ips| ~ IcsI’

to czworokat ABCD mozna wpisa¢ w okrag.(<)



. 14s| _ IBs|
Zaktadamy teraz, ze —— = ——.
[DS| |CS]|

Udowodnimy, ze na tym czworokacie mozna opisa¢ okrag.

AS BS| . . .

ﬁ = ﬁ I ZASD = ZBSC (katy wierzchotkowe), zatem trdjkaty ASD oraz
BSC sg podobne (na mocy cechy bkb).

Z tego wynika, ze ZADS = Z/BCS = « oraz «DAS = ZSBC = g,

rowniez £ ASB = £ DSC (katy wierzchotkowe).

Poniewaz

|AS| _ |BS] . .. |AS| _ |DS|
Skoro — = , =
IDS| |CS] |BS| |CS]|
Zatem trojkaty DSC oraz BSA sg podobne ( na mocy cechy bkb).
Stad /CDS = ZSAB= y oraz ZABS= /DCS= 4.
Mamy wigc
/BAD+ /BCD=y+f+A+a oraz ZABC+ ZCDA= A+ f+y +a.

Sumy przeciwleglych katow sg zatem rowne, a wigc na mocy twierdzenia na tym
czworokacie mozna opisa¢ okrag, co nalezato udowodni¢.

Zadanie 3.

Dane sg funkcje f(x) = Z’;—:i oraz g(x) = %, o ktérych wiadomo, ze ich wykresy majg
punkt wspdlny P (-9 ,%), a miejscem zerowym funkcji g jest Iiczba:-g.

Wyznacz warto$ci parametrow a, b, c.

Rozwigzanie:

Wykorzystujemy fakt, ze miejscem zerowym funkcji g jest liczba — % :

-3
a- 3 +cC
0=——=3—

a-(—}tl

3

5 ) 5
stad ——a+c=0,czyli c=—a.
¥73 y 3

Zapisujemy zalezno$¢ wynikajaca z faktu, ze punkt P = (—9, %) nalezy do funkcji g:
11 _ —9a+tc
13 -9a+1’

Z proporcji: 11(—9a+1) =13(—9a+c)

—99a+11=-117a+13c



-99a+117a=13c-11
18a =13c —-11.

. , c:§a
Zatem tworzymy uktad rownan: 3

18a =13c-11

5
C=—-a

.. . 3
Podstawiajac otrzymujemy: 5 .
18a = 13(5 aj -11

Rozwigzujemy drugie rownanie uktadu:

18a:6—35a—11 /-3

54a = 65a—33
—11la=-33 /:(-11)
a=3

Podstawiamy wyznaczone a do pierwszego rownania i otrzymujemy  Cc=—-3=05.

wlo

Nastegpnie wykorzystujemy fakt, ze punkt P nalezy do funkcji fi obliczamy b:
11 2-(-9)+b

13 3-(-9)+1
11 -18+b
13 -26

—286 =—234+13b

-13b =52 /:((-13)

b=—4.

Odp.: a=3,b=-4,c=5.

Zadanie 4.

Narysuj wykres funkcji f(x) = W dlax € (—37" —E) U (—E,E) u (53—”)

Podaj zbior rozwigzah nierownosci 0 < f(x) < 2.

Rozwigzanie:



Stosujemy definicje¢ wartosci bezwzglednej i przeksztatcamy wzor funkcji do postaci

cosx+sinx_ E( 371_ )U<0_Tt)u(n_>
lx 2’ T ;2 !T[

_ COSX 2
fGo) = cosx — sinx xe( n) U ( yis 0 U ( 3n>
—— xe(-m,—5)U(—5; T, —-
CcOSX T 2 2 2

Nastepnie stosujemy zwigzek % = tgx iotrzymujemy

Odp: 0<f(x) <2 ©x€ <—%T[,—%T[) U (_%E) U (Zﬂ,%ﬂ

Zadanie 5.

Suma trzech liczb bedacych kolejnymi wyrazami rosngcego ciggu geometrycznego jest
réwna 52. Jezeli do pierwszej liczby dodamy 2, do drugiejl2, a do trzeciej 6, to otrzymamy
trzy kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego. Wyznacz ten ciag.

Rozwigzanie:
Oznaczmy a,, a, az -wyrazy rosngcego ciggu geometrycznego,
a, + 2,a, + 12,a; + 6 -wyrazy ciggu arytmetycznego.

Zapisujemy uktad zalezno$ci migdzy wyrazami ciggu arytmetycznego oraz ciggu
geometrycznego
{(az +12) — (a; +2) = (a3 + 6) — (a, + 12)

a; +a,+az =52



Po zastosowaniu wzoru ogoélnego na wyraz

{a1+a1q+a1q2=52
a, +a,0° —2a,0=16

( 52

a=——
1+q+q

4 q+1

|

- 1+q —2q

ciggu geometrycznego

16

Stad otrzymujemy rownanie

ktore po uporzadkowaniu ma postaé

1+q+0°

:1+q2—2q’

3¢g2—10q +3 = 0.

A= 64

1
=31lub gq=-.
q q 3

Obliczamy odpowiednio a; = 4, a; = 36.

Ciag jest rosngcy, wigc odrzucamy przypadek q = %

Odp.: Szukany ciag to 4,12,36.

Zadanie 6.

otrzymujemy:

Podstawa ostrostupa jest trojkat, ktorego jeden z bokéw ma dlugo$¢ 6, a katy do niego

przyleglte majg miary 45° i 105°. Wysoko$é¢ ostrostupa ma dtugos¢ rowna dtugoéci promienia

okregu opisanego na podstawie. Oblicz objetosé ostrostupa. Wynik podaj w postaci a + b+/c,

gdzie a, b, ¢ sg liczbami wymiernymi.

S Rozwigzanie:
Dane: Szukane:
|AB| = 6 1%
|4 BAC| =45
|Z/CBA| =105’
1
V= 3 Ppapc - H

W A ABC

| #BCA|=180" — (45 +105°) = 30°



Oznaczmy |AC| = x, z twierdzenia sinusow w A ABC mamy

6 _ X
sin30°  sin105°
6 - sin105° .
X = — = 12 - sin105
2

sin105° = sin(60° + 450) = sin60° - cos45 + cos60’ - sind5 = \/EZ\E,

Stad x = 12 - Y2 _ 3(/6 + 2).

PAABC=%'6'3(\/8+\/§)'Sin450=9(\/8+\/§)-§=(9\/§+9) [.2]

7 wniosku z twierdzenia sinusow

6

= - =12
sin30

Stad H = 6.

Obliczamy objetos¢
1
V=§-(9\/§+9)-6 = (18V3 + 18)[}.%]

Odp.: V = (18 + 18+/3)[j.3 ]
Zadanie 7.

Dany jest wielomian W (x) stopnia n > 2, ktorego suma wszystkich wspotczynnikéw jest
réwna 4, a suma wspolczynnikéw przy potgegach o wyktadnikach nieparzystych jest rowna
sumie wspoOlczynnikéw przy potegach o wykladnikach parzystych. Wykaz, Ze reszta
R(x) z dzielenia tego wielomianu przez wielomian P(x) = (x + 1)(x — 1) jest réwna
R(x) = 2x + 2.

Dowod:
Z twierdzenia o rozkladzie wielomianu mamy

W(x) = P(x)Q(x) + R(x)
Skoro st. W(x) > 2i st.P(x) = 2,t0 R(x) = ax + b, zatem

W(x)=x—-1)(x+1)Q(x) + ax + b.



Suma wszystkich wspotczynnikow jest rowna 4, tzn. W (1) = 4.

Suma wspoétczynnikow przy potegach o wykladnikach nieparzystych jest rowna sumie
wspotczynnikow przy potegach o wyktadnikach parzystych, tzn. W(—1) = 0.

Z twierdzenia o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian (x — r) mamy ponadto
R(1) =W(1)oraz R(—1) = W(-1).

a+b=4

Mamy zatem {—a +bh=0

skada=2ib =2, czyli

R(x) = 2x + 2.cnd

Zadanie 8.
Narysuj wykres funkcji
1 3
f(x) = logy(—x® — 5x% — 3x + 9) — log, (_Exz _x+ E)'
Rozwigzanie:

Wyznaczamy dziedzing funkcji:

—x3—5x*-3x+9>0 i 1,
—(x—1Dx%*+6x+9)>0 A= 4
—(x—-1Dx+3)?2>0 x;=1,x, =-3
xe(—o0; =3)U (—=3;1) xe(—3;1)
D = (—3; 1)

Przeksztatcamy wzor funkcji:

—x3—5x2—-3x+9 —(x—1(x+3)?
f(x) =log, T 3 = log, 1 =log,2(x + 3)
—5x*—x+5 =5 =D(x+3)

=log,2 + log,(x +3) =1+ log,(x + 3)




Zadanie 9. Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5,6,7,8} wybieramy losowo jednocze$nie cztery liczby.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze najmniejszg wylosowang
liczbg bedzie 3 lub najwicksza wylosowang liczbg bedzie 7.

Rozwigzanie:

Wyznaczamy liczbg wszystkich zdarzen elementarnych: Q = (2)

Oznaczamy zdarzenia losowe i wyznaczamy liczb¢ zdarzen sprzyjajacych tym zdarzeniom:

A, —zdarzenie polegajace na tym, ze najmniejsza wylosowana liczbg jest 3: A, = (g)

A, —zdarzenie polegajace na tym, ze najwicksza wylosowana liczbg jest 7: 4, = (g)

A =A{UA, -zdarzenie polegajace na tym, ze najmniejszag wylosowang liczbg jest 3
lub najwieksza wylosowang liczba jest 7

A N A,-zdarzenie polegajace na tym, ze najmniejsza wylosowang liczba jest 3 1 najwigksza

wylosowang liczba jest 7: A, N A, = (g)

Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A

P(A) = P(A;) + P(42) — P(A1 N 4y)

Odp.: P(4) = 2Z.

7
70

Zadanie 10.

Punkty B = (5,6) i C = (0,6) sa wierzchotkami trapezu réwnoramiennego ABCD, ktoérego
podstawy AB i CD sa prostopadte do prostej k o rOwnaniu y = — %x + 1. Oblicz wspotrzedne
pozostatych wierzchotkéw trapezu, wiedzac, ze punkt D nalezy do prostej k.



Rozwigzanie:

Prosta CD jest prostopadta do prostej k, zatem jej
wspolczynnik kierunkowy a = 2, mamy wiec pr.CD:y = 2x + b.

Skoro punkt C nalezy do tej prostej otrzymujemy 6 = 2 -0 + b, skad pr.CD:y = 2x + 6.

Punkt D jest punktem przecigcia si¢ prostej k z prostag CD, zatem jego wspotrzedne obliczamy
z uktadu rownan

y=2x+6.
_ 1 +1
y=-5x

i otrzymujemy D = (—2,2).

Wyznaczamy rownanie prostej AB, ktora jest rownolegta do prostej CD, zatem ma taki sam
wspotczynnik kierunkowy.
Skoro do prostej AB nalezy punkt B jej rownanie ma postaé
pr.AB:y = 2x — 4
Trapez jest rownoramienny, wiec mamy |AD| = |DC|.
Ponadto punkt A nalezy do prostej AB, zatem A = (x, 2x — 4).
Otrzymujemy rownanie

J(x+2)2+ (2x — 6)2 =5,
skad A = (1,—2) lub 4 = (3,2).

Odp.: A = (1,—-2) lub A = (3,2) oraz D = (—2,2).

Zadanie 11.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ € R zachodzi nierownos¢
a? +4b% +3c? + 13 = 2a + 12b + 6c.
Rozwigzanie:

Zaltozenie: a,b,c € R
Teza: a® + 4b%? +3c?2+ 13 > 2a+ 12b + 6¢



Dowod:

Niech a, b, c € R i zat6zmy, ze
a’+ 4b%? +3c?2 + 13 < 2a + 12b + 6¢

(@>=2a+1)+(4b?>—-12b+9)+3(c?—-2c+1)<0
(a—1)24+@2b—-3)2+3(c-1)2<0

OtrzymaliSmy sprzeczno$é, poniewaz kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczbg
nieujemng oraz suma liczb nieujemnych jest liczba nieujemna, zatem teza jest prawdziwa.
cnd.

Zadanie 12.

W trapezie opisanym na okrggu boki nierdwnolegle majg dlugosci 3 i 5, za$ odcinek taczacy
srodki tych bokow dzieli trapez na dwie czesci, ktorych pola sa w stosunku 5:11.
Oblicz dtugosci podstaw trapezu.

Rozwigzanie:
b Dane: Szukane:

c=5 a,b

3 5
X d =
/\ /\ P, 5
- P, 11

Stosujemy twierdzenie o okrggu wpisanym w czworokat i otrzymujemy: a + b = 8.

Wyznaczamy dtugos$¢ odcinka taczacego srodki nieréwnolegtych bokow trapezu:

_a+b
X=——-=
Zauwazmy, ze wysokosci obu powstatych trapezow sa rowne. Obliczamy pola trapezow:
P - b+xh= (b+4)h P - a+tX, _ (a+4)h
2 2 2 2
(b+4)h

Zapisujemy stosunek pol obu czesci: kil -2 ___ (b+4h 2 = b+4 .
P, (a+4)h 2 (a+2h a+4

2

Mamy zatem uktad réwnan:
b+4 5
{ at+s 11
a+b=8
5a—-11b =24
a+b=8/-(-5)



5a-11b =24
—5a—-5b=-40

Skad —16b=—16 /:(—16)
b =1,

b=1
Odp.a=7 b=1

zatem {



