Materialy diagnostyczne z matematyKki
poziom podstawowy

luty 2012

Klucz odpowiedzi do zadan zamknietych
schemat oceniania

Materialy diagnostyczne przygotowat zespot w sktadzie:

Agnieszka Salaj

Nauczyciel I Liceum Ogodlnoksztatcacego im. Adama Mickiewicza w Biatymstoku

Anna Rybak

Pracownik Uniwersytetu w Bialymstoku

Artur Miskiewicz

Nauczyciel i Liceum Ogolnoksztalcacego im. Stefana Zeromskiego w Zespole Szkot Ogolnoksztatcacych w tawie
Wicedyrektor Liceum Ogodlnoksztatcacego im. Stefana Zeromskiego w Zespole Szkot Ogdlnoksztatcacych w Itawie
Cezary Kacprzyk

Nauczyciel III Liceum Ogo6lnoksztalcacego im. Alfreda Litynskiego w Zespole Szkot nr 1 w Suwalkach
Dorota Mozyrska

Pracownik Politechniki Biatostockiej

Elzbieta Guziejko

Nauczyciel Liceum Ogodlnoksztatcacego im. Jana Kochanowskiego w Olecku

Ewa Olszewska

Nauczyciel Technikum w Zespole Szkot Handlowo-Ekonomicznych im. M. Kopernika w Biatymstoku

Ewa Pawluszewicz

Pracownik Politechniki Biatostockiej

Ewa Zietek

Nauczyciel II Liceum Ogodlnoksztatcace im. Konstantego Ildefonsa Gatczynskiego w Olsztynie

Nauczyciel Technikum nr 6 w Zespole Szko6t Elektronicznych i Telekomunikacyjnych w Olsztynie

Irena Jakébowska

Nauczyciel VI Liceum Ogolnoksztatcacego im. G. Narutowicza w Olsztynie

Wicedyrektor VI Liceum Ogolnoksztatcacego im. G. Narutowicza w Olsztynie

Tomasz Chomicz

Nauczyciel w Zespole Szkot Ogolnoksztatcacych i Zawodowych im. Jarostawa Iwaszkiewicza w Ciechanowcu
Agata Siwik

Starszy ekspert ds. egzaminu maturalnego z matematyki w Okregowej Komisji Egzaminacyjnej

Kierownik Zespotu Matematyczno-Przyrodniczego w Wydziale Sprawdzianow, Egzaminéw Gimnazjalnych i Matur

w Okregowej Komisji Egzaminacyjnej w Lomzy



Odpowiedzi do zadan zamknietych
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Schemat punktowania zadan otwartych

Zadanie 25. (2 pkt)

Rozwigz rOwnanie 3 +2= > dla x#0.
X

Rozwiazanie

) , .3 x 5 . . . , .
Mnozymy réwnanie —+—=— obustronnie przez 6x 1 zapisujemy rownanie kwadratowe
X
2x* —15x+18=0.

Znajdujemy pierwiastki trojmianu kwadratowego 2x* —15x+18

e obliczamy wyrdznik tréjmianu kwadratowego:
15-9 3 15+9

A=225-4-2-18=81 1istad x]:TZE oraz x, = 6
albo
e stosujemy wzory Viete’a:
X +x, :% oraz x,-x, =9 istad x, :% oraz x, =6.
Schemat oceniania
Y7 BV P T0 U118 972 1111 1 punkt
gdy
e poprawnie przeksztalci rownanie %+ X :g do roéwnania kwadratowego
2x> —15x+18 =0 i na tym poprzestanie lub dalej popetia bledy.
albo

e 7zapisze rOwnanie kwadratowe z bltgdem 1 konsekwentnie do popetionego biedu
rozwigze rOwnanie.

Z.dajacy OLrZYMUJE «ooueiineriinriieiiearesnetssarossssssssssssssssssssssssssssssssnssssssssns 2 punkty

. C . 3
gdy poprawnie wyznaczy oba pierwiastki rOwnania: x, = > oraz x, =6.

Uwagi

o . . . .3 x 5 . e
1. Jezeli zdajacy przeksztalcajac rownanie —+§:§ otrzyma rownanie liniowe, to za
X

takie rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.
2. Jezeli zdajacy zapisze rOwnanie kwadratowe z bledem 1 jeden z pierwiastkow bedzie
rowny 0, to za takie rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.



Zadanie 26. (2 pkit)

2 2

Co . X
Wykaz, ze jesli x>0 1 y>0,to —+y—2x+y.
y X
I sposdb rozwigzania
2 2 2 2
Przeksztalcamy nierd6wno$¢ —+-—2>x+y do postaci —+-—-x—-y=>0.
Y X y X

Sprowadzamy lewg strong otrzymanej nierdwnosci do postaci iloczynowej, wykorzystujac np.

wzory skroconego mnozenia:
£+ﬁ_x_y _ X4y —xly -’ () -+ ) (e y) (e p)x-p)?
y X Xy Xy Xy

Z zalozenia mamy x>0 i y >0, stad xy >0 i x+ y >0, natomiast nieréwno$¢ (x —y)> >0

(x+ y)(x =)

jest prawdziwa dla dowolnych x 1 y, zatem > 0. Co konczy dowdd.

Xy
Uwaga
x2 2
Uczen moze lewa strong nierownos$ci — +~— —x — y > 0 przeksztalci¢ do postaci
y X
iloczynowej, grupujac wyrazy:
£+y_2_x_y _ x4y =xly-n? -y -pyia-p) _ (+p)a-y)’
yoox Xy Xy Xy '
Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Y7 BV P T0 U118 972 1 111 S 1 punkt
gdy
2 2
e zapisze lewg strong nierownosci — +-——x—y > 0 w postaci
y X
£+ﬁ_x_y _ X4y =xly-xp? () -+ p?) - xp(x + p)
y X Xy Xy
1 na tym poprzestanie lub dalej popetia biedy,
albo
2 2
e zapisze lewa strong nierownosci — +-——x—y > 0 w postaci
y X
2 2 I B S 20 N 20
APV S Ak 20 k. Y. (x=y»)-y (x-y)
y X Xy Xy
1 na tym poprzestanie lub dalej popetia biedy.
7.dajacy OLrZYMUJE «ooverineriinriineriearesnetssasossssssssosssssssssssssssssssssssnssssssssns 2 punkty

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.



11 spos6b rozwiazania

2 2
Mnozymy obie strony nieréwnosci P A
y X

i y>0)1izapisujemy nierowno$é¢ w postaci x° + y° > x*y + xy*.

x+y przez xy (z zalozenia mamy x>0

Stosujemy wzor skroconego mnozenia i zapisujemy nieréwnosé x° + y° > x*y +xy* w postaci
np. (x+p)(x> —xy+y>) > (x+ y)xy.

Nastepnie sprowadzamy nieréwno$é do postaci: (x + y)(x —y)* > 0.

Z zalozenia mamy x>0 i y>0, stad x+y >0, natomiast nieréowno$¢ (x—y)> >0 jest

prawdziwa dla dowolnych x i y, zatem (x+ y)(x—y)> > 0. Co konczy dowdd.

Uwaga

Uczen moze przeksztatci¢ nierownosé x° +y° > x*y +xy? do postaci x° + y* —x*y—xy> >0,
nastepnie pogrupowa¢ wyrazy 1 zapisa¢ lewg stron¢ nierdwnos$ci w  postaci
X (x=p)=y (x-»)20.

Schemat oceniania II sposob rozwiazania

Y73 BV P V0 U118 972 1 111 R 1 punkt
gdy

e zapisze nierdwnos¢ x>+ y° > x?y+xy* w postaci (x + y)(x* —xy+ y?) > (x + ¥)xy,
albo

e zapisze nierdwno$é x° +y° > x?y+xy* w postaci x*(x—y)—y*(x—») >0,
1 na tym zakonczy lub dalej popeinia btedy.
Z.dajacy OLrZYMUJE «ocverineiiinriieiiearesnesosasossssssssosssssssssssssssssssssssnssssssssns 2 punkty

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Uwaga

Jezeli zdajacy podstawi konkretne wartosci w miejsce x 1 y, to przyznajemy 0 punktow.

I11 sposob rozwiazania
Dla dowolnych x i y, prawdziwa jest nierowno$¢: (x —y)> > 0.

Z zalozenia mamy x>0 i y >0, stad x+y >0, zatem (x+ y)(x—»)* >0.

Stosujemy wzor skroconego mnozenia 1 redukcje wyrazow 1 przeksztalcamy lewa strone

nieréwnosci (x + y)(x—»)? >0 do postaci: x*+y° —x?y—xy> >0, a nastgpnie do postaci

X+ > xp(x+y).

Dzielimy obie strony nieréwnosci x° + y° > xy(x+y) przez xy (z zalozenia mamy x>0
2 2

1 y>0,stad xy > 0) 1 wnioskujemy, ze —+-—2=>x+y.
y x



Schemat oceniania 111 sposobu rozwiazania

Y7 BV P T0 U118 972 1 111 S 1 punkt
gdy korzystajac z zalozenia x>0 i y >0, doprowadzi nieréwnoéé (x —y)* >0 do
nieréwnosci x° + y° —x*y—xy*> >0 ina tym zakonczy lub dalej popehia bledy.

2.dajacy OtrZYMUJE «oouerinnriinriieiienreinetssarossssssssosssssssssssssssssssssssnssssssssns 2 punkty

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Uwaga
Zdajacy otrzymuje 1 punkt, jesli uzasadniajgc dang nieréwno$¢ nie zapisze, ze x+y >0

1x-y>0.



Zadanie 27. (2 pkt)
Dany jest trapez ABCD. Dhuzsza podstawa AB ma dlugos$¢ m, pozostate trzy boki trapezu sa
rownej dtugosci. Przedluzenia ramion trapezu AD 1 BC przecinajg si¢ w punkcie £ pod katem

2a . Oblicz obwod tego trapezu.

I sposob rozwiazania

Ala

A E F B

Wprowadzamy oznaczenia |4D|=|BC|=|CD|=x i |4B|=m.
Zauwazamy, ze trojkaty ADE 1 AGF sa podobne, zatem |<):ADE | = |<):AGF | =q.
Réznica miedzy dlugosciami podstaw trapezu jest roéwna |AB| —|CD| =m-x. Stad

|4E|="2.
m—x
N . 4B
Trojkat ADE jest prostokatny, zatem sina = +—— = . Stad x =— .
|4D|  x 2sin o +1
Wyznaczamy obwod trapezu ABCD:
2msi 4 2m(sina +2
O=|AB|+3|AD|=m+3x=m+3—r - ZMSMETIM _ (s )
2sino +1 2sina +1 2sino +1
Schemat oceniania I sposob rozwigzania
Y7 BV P T0 U118 972 1 111 R 1 punkt
gdy
m—x
zauwazy, ze trojkaty ADE 1 AGF sg podobne oraz zapisze rowno$¢ sino = 2
X
Z.dajacy OtrZYMUJE «oovevineriinriinerienreinesssasossssssssossssssssssssssssssnsssnsssssssens 2 punkty

2m(sina +2
gdy wyznaczy obwod trapezu O = Q
2sina +1



Uwagi

Jezeli zdajacy popeni btad rachunkowy przy wyznaczaniu x 1 dalej konsekwentnie
obliczy obwdd trapezu, to za takie rozwigzanie przyznajemy 1 punkt.

2. Nie wymagamy postaci uporzadkowanej w wyznaczonym obwodzie trapezu.

11 spos6b rozwiazania

A E B
Zauwazamy, ze trojkaty ABG 1 DCG sa podobne.
Wprowadzamy oznaczenia |4D| =|BC|=|CD|=x,

DG|=|CG|=y i|4B|=m.

Trojkaty ABG i DCG sg podobne, zatem |DC| |DG|

_ Xx__J
|AB| |A | ' m x+y
X 1 .
DF| » n
Trojkat DFG jest prostokatny, zatem sina = || || =23 2 = 5 x .
y sina sin
Podstawiamy y = — do rownania =2 otrzymujemy x =———.
2sina m x+y 2sina +1

Wyznaczamy obwod trapezu ABCD:

O =|4B|+3|CD|=m+3x=m+3 L— 2msi.na+4m _2m(sina+2)
2sino +1 2sino +1

2sina +1



Schemat oceniania II sposob rozwiazania

Y7 BV P V0 U018 972 1111 S 1 punkt
gdy
zauwazy, ze trojkaty ABG 1 DCG sa podobne, stad oY oraz zauwazy, ze
m x+y
X
DF|
sina :—| |:l.
|DG| b%
Z.dajacy OLrZYMUJE «oouerrnnriinriieiieareinetssarossssssssosssssssssssssssssssssssnssssssssns 2 punkty

2m(sino +2
gdy wyznaczy obwdd trapezu O = Q
2sino +1
Uwagi
1. Nie wymagamy uzasadnienia podobienstwa trojkatow.

2. Zdajacy moze od razu zapisaé proporcje bez stwierdzenia faktu podobienstwa
trojkatow.

3. Jezeli zdajacy popethi btad rachunkowy przy wyznaczaniu x i dalej konsekwentnie
obliczy obwdd trapezu, to za takie rozwigzanie przyznajemy 1 punkt.

4. Nie wymagamy postaci uporzagdkowanej w wyznaczonym obwodzie trapezu.

111 sposob rozwiazania

A

A E B

Zauwazamy, ze trojkaty ABG 1 DCG sa podobne.
Wprowadzamy oznaczenia |4D| =|BC|=|CD|=x,

DG|=|CG|=y i|4B|=m.

' - IpC| _IDG| g ¥ _
Trojkaty ABG 1 DCG s3 podobne, zatem |AB| = |AG| . Stad _— oty




| | m m xsina
AE E 5
+

Trojkat AEG jest prostokatny, zatem sina = .Stad y = -
|A | x+y sina
m .
——xsina x y "
Podstawiamy y = *——— do réwnania — = 1otrzymujemy x = ————.
sina m x+Yy 2sina +1

Wyznaczamy obwod trapezu ABCD:
m _ 2msina+4m 2m(s1noc +2)
2sina+1  2sina+1 2sina +1

:|AB|+3|CD|:m+3x:m+3

Schemat oceniania II1 sposob rozwiazania

Y7 BV P T0 U018 972 1111 S 1 punkt
Gdy zauwazy, ze tréjkaty ABG 1 DCG sa podobne, stad oY oraz zauwazy, ze
m x+y

m

AE N

sing = | | 2

|AG| X+ y
Z.dajacy OLtrZYMUJE «oovuerinnriinriieiienreinetssarossssssssosssssssssssssssssssssssnssssssssns 2 punkty

2m(sino +2
gdy wyznaczy obwdd trapezu O = Q
2sino +1
Uwagi
1. Nie wymagamy uzasadnienia podobienstwa trojkatow.

2. Zdajacy moze od razu zapisa¢ proporcje bez stwierdzenia faktu podobienstwa
trojkatow.

3. Jezeli zdajacy popelni btad rachunkowy przy wyznaczaniu xi dalej konsekwentnie
obliczy obwad trapezu, to za takie rozwigzanie przyznajemy 1 punkt.

4. Nie wymagamy postaci uporzadkowanej] w wyznaczonym obwodzie trapezu.



IV sposob rozwiazania

G
(04
D C
(04
A E F H B

Wprowadzamy oznaczenia |4D| =|BC|=|CD|=x,

DE|=h i|AB|=m.
Zauwazamy, ze trojkaty ADE 1 AGF sa podobne, zatem |<):ADE | = |<):AGF | =q.
L los

Trojkat ADE jest prostokatny, zatem cos
|4D|  x

b 1sina :@. Stad |DE|:h:xcosa
AD|

i|AE|:xsina.

Zapisujemy pole trapezu ABCD na dwa sposoby:
1 . 1 1
Psep :5-(|AB|+|CD|)-|DE| i Pigep :§-|AE|-|DE|+ |DC|-|DE| +5-|HB|-|CH| :

) , ) X 1 )
Otrzymujemy rOwnanie: -XCOSO =X-XCOSA + 2-§-xsm a-xXcosa .

Po przeksztalceniach otrzymujemy x = L .
1+2sina
Wyznaczamy obwod trapezu ABCD:
2msi 4 2m(sina +2
O =|4B|+3|CD|=m+3x = m +3—— - ZMSMATAN _ (s )
2sina +1 2sina +1 2sina +1

Schemat oceniania IV sposob rozwiazania

Y7 BV P V0 U110 972 1 111 S 1 punkt

) , ) X 1 )
gdy zapisze rOwnanie -XCOSU =X-XCOS +2-§-xs1noc -xcosa .

Y70 BV P T0 U018 972 1 111 2 punkty
2m(sine +2)

gdy wyznaczy obwod trapezu O = -
2sina +1

10



Uwagi

1. Jezeli zdajacy popetni biad rachunkowy przy wyznaczaniu x 1 dalej konsekwentnie
obliczy obwdd trapezu, to za takie rozwigzanie przyznajemy 1 punkt.

2. Nie wymagamy postaci uporzadkowanej w wyznaczonym obwodzie trapezu.

11



Zadanie 28. (2 pkit)

Przemek w czasie ferii zimowych podjat prac¢ w firmie ,,Ulotek-express”. Pierwszego dnia
roznidst 900 ulotek, kazdego nastepnego dnia o 40 mniej niz poprzedniego. Za dostarczenie
jednej ulotki firma ptaci 5 groszy. Jaka kwote zarobit Przemek w czasie 14 dni pracy?

I sposob rozwiazania
Wyznaczamy rdznice ciggu arytmetycznego r =-40, a nast¢gpnie czternasty wyraz ciggu

ay = 900+13-(—40) =380.
Obliczamy sumg czternastu wyrazéw tego ciggu (czyli liczbe ulotek, jaka rozniost Przemek)
S, =8960.

Obliczamy jaka kwote zarobit Przemek: 8960 -5 groszy = 448 zt.

II sposéb rozwiazania
Obliczamy kwote, ktorg zarobil Przemek pierwszego dnia: 900-5groszy =45 zi.

Wyznaczamy roznice ciggu arytmetycznego » =—40-0,05 =-2, a nastgpnie czternasty wyraz
ciggu a,, =45+13-(-2)=19.

Obliczamy sume czternastu wyrazow tego ciggu (czyli kwote, jaka zarobit Przemek w czasie
14 dni pracy) S,, =448zl

I11 sposob rozwiazania
Wyznaczamy roznice ciggu arytmetycznego r=-40 lub »=-2, a nast¢gpnie bezposrednio
sumg czternastu wyrazow tego ciagu S;, =8960 lub §), =448.

Zapisujemy odpowiedz: Przemek zarobit 448 zl.

Schemat oceniania I, I1 i 111 sposobu rozwiazania

Y73 BV P T0 U118 972 1111 R 1 punkt
gdy:

e zauwazy, ze mamy do czynienia z ciggiem arytmetycznym 1 wyznaczy roznice tego
ciggu 1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia biedy,

albo

e popehi biad rachunkowy w wyznaczeniu réznicy i konsekwentnie do popelionego
btedu obliczy jaka kwotg zarobit Przemek.

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE «ouuvererreressreressssnessssssssssnssssssssssssssssssssssasssssasssssasssasssssssssssssssssasssssass 2 punkty
gdy obliczy kwotg jaka w czasie 14 dni pracy: 448 zl.

Uwagi

1. Jesli zdajacy nie korzysta z wlasnosci ciggu, ale zapisze np. 900+860+820+...+380
1 poprawnie obliczy zarobiong kwotg, to za takie rozwigzanie przyznajemy 2 punkty.

2. Jesli zdajacy nie korzysta z wlasnosci ciggu, ale zapisze np. 45+43+41+39+...+19
1 poprawnie obliczy zarobiong kwotg, to za takie rozwigzanie przyznajemy 2 punkty.

3. Jesli zdajacy nie korzysta z wlasnosci ciggu (np. tak jak w uwadze 1 lub 2) 1 popeini btad
rachunkowy, to za takie rozwigzanie przyznajemy 0 punktow.

4. Jesli zdajacy zapisze poprawng odpowiedz (bez uzasadnienia) to otrzymuje 0 punktow.

12



Zadanie 29. (2 pkt)
Dany jest kwadrat ABCD. Na przekatnej BD obrano dwa rézne punkty K i1 L, takie ze

|BK | = |DL| (zobacz rysunek). Uzasadnij, ze czworokat AKCL jest rombem.

D C
L
K
A B
I sposob rozwiazania
D C
O
K
A B

Przekatna BD to dwusieczna kata prostego, stad |<):ADL| = |<):CDL| = |<):CBK | = |<):ABK | =45°.
Z zalozenia mamy |DL| =|BK| oraz |4B|=|BC|=|CD|=|DA|.

Trojkaty ADL, CDL, CBK, ABK sa przystajace (cecha bkb), stad |AL|=|CL| =|CK|=|4K|.
Zatem czworokat AKCL jest rombem.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Y7 BV P T0 U118 972 1 111 S 1 punkt
gdy:

e zapisze, ze trojkaty ADL, CDL, CBK, ABK sa przystajace,
albo

e zaznaczy na rysunku rownos¢ odpowiednich bokéw 1 katéw w czterech trojkatach
ADL, CDL, CBK, ABK

1 na tym poprzestanie lub dalej popeini bledy.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE «ouvvererrurressrressnrossnssssssssssssssssnssssasssssasssssasssssasssssasssssasssssasssssasssssnss 2 punkty
gdy uzasadni, ze wszystkie boki czworokata AKCL sg rOwne 1 zapisze, ze czworokat AKCL

jest rombem.

13



11 spos6b rozwiazania

A B
Tréjkaty AOL, AOK, COK, COL sa prostokatne, bo przekatne kwadratu sg prostopadte.
Poniewaz |DL|=|KB|, |OD|=|0B| i |LO|=|0OD|-|DL| oraz |OK|=|0B|-|KB
|LO|=|OK|. Wiemy, ze |40|=|0C|.
Trojkaty AOL, AOK, COK, COL sa przystajace (cecha bkb), stad |AL| = |CL| = |CK | = |AK | .
Zatem czworokat AKCL jest rombem.

, zatem

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Y7 BV P T0 U118 972 1 111 S 1 punkt
gdy:

e zapisze, ze trojkaty AOL, AOK, COK, COL sa przystajace,
albo

e zaznaczy na rysunku rownos¢ odpowiednich bokéw 1 katéw w czterech trojkatach
ADL, CDL, CBK, ABK

1 na tym poprzestanie lub dalej popeini bledy.

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE «ouuvererreressseressssresssssessssnssssssssssssssssssssssasssssasssssassssssssasssssassssssasssssass 2 punkty
gdy uzasadni, ze wszystkie boki czworokata AKCL sg roOwne 1 zapisze, ze czworokat AKCL

jest rombem.

14



111 sposob rozwiazania

A B

Przekatne czworokata AKCL pokrywaja si¢ z przekatnymi kwadratu, zatem sg prostopadte.
Punkt przecigcia przekatnych kwadratu O, dzieli przekatne AC 1 BD na potowy. Stad

|OD|=|0B| oraz |40|=|0C]|.

Z zalozenia mamy |DL| = |KB| .

Dodatkowo |LO|=|0OD|~|DL| oraz |OK|=|0OB|—|KB|, zatem |LO|=|OK]|.

W czworokacie AKCL przekatne sg prostopadte i punkt ich przeciecia O dzieli je na potowy.
Zatem czworokat AKCL jest rombem.

Schemat oceniania II1 sposobu rozwiazania

Y7 BV P V0 U118 972 1 111 1 punkt
gdy:
e zauwazy, ze przekatne czworokata AKCL sg prostopadie 1 zapisze, ze |AO| = |OC

albo
e zauwazy, ze przekatne czworokata AKCL sg prostopadte i zaznaczy na rysunku, ze
|[40|=|0C
1 na tym poprzestanie lub dalej popeini bledy.

9

9

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE «ouuvererrerersrrressssnessssnesssssssssssssssssssssssssssasssssasssssssssssassssssssasssssssssssnass 2 punkty
gdy uzasadni, ze |LO| = |OK | oraz zapisze, ze w czworokacie AKCL przekatne sg prostopadie

1 ich punkt przecigcia O dzieli je na polowy. Zatem czworokat AKCL jest rombem.
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Zadanie 30. (2 pkt)

Dany jest romb ABCD o boku dlugosci 16 1 polu powierzchni rownym 12843 . Oblicz
dtugos¢ dtuzszej przekatnej tego rombu.

I sposob rozwiazania

A B

(<]
E

Wprowadzamy oznaczenia |4B| =|BC|=|CD|=|DA|=a =16,
1283 1283 _ =

a 16
Trojkat AED jest prostokatny, wiec |AE|2 +h*=a’. Stad |AE|=8. Zatem |AE|=|EB|.
|AB|=|AD| i |AE|=|EB| stad trojkaty AED i EBD sg przystajace, zatem trojkat ABD jest
rownoboczny.
Diuzsza przekatna rombu jest rowna |AC|=2h=163.

DE|=h.

Obliczamy wysoko$¢ rombu: / =

11 spos6b rozwiazania

(]

A B

Zapisujemy pole rombu za pomocg wzoru P, =a’ -sina, stad 1283 =16 -sina. . Zatem
sino, = 73 1wtedy a=60°.
|4B|=|4D| i a=60°, zatem trojkat ABD jest rtownoboczny.
Dluzsza przekatna jest rowna |AC|=2h = 163 .
Uwaga
1 1
Uczen moze zauwazyé, ze Py, = 5-|BD|-|AC| . Zatem 5-16-|AC| =1283, stad
|4C| =163
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Schemat oceniania I i II sposobu rozwiazania

Y7 BV P T0 U118 972 1111 1 punkt
gdy:

e obliczy dtugos¢ wysokosci rombu £ = 83,
albo

e obliczy sina = 73 1 zauwazy ze, trojkat ABD jest rOwnoboczny.

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE «cuuvererreresssrressssnesssssessssnssssssssssssssssssssssasssasssssssssssssssssssssssasssssasssssnss 2 punkty
gdy obliczy dtugos¢ dtuzszej przekatnej rombu |AC| =16+/3 .

111 sposob rozwiazania

A B

Zapisujemy pole rombu korzystajac ze wzoru P, =a’ -sina.

Otrzymujemy rownanie 16 -sino =128+/3 , stad sina = 73 Zatem o, = 60°.

Korzystamy z twierdzenia cosinuséw 1 zapisujemy
|AC[" =|4B[ +|BC|" —2-|4B|-|BC|-c0s120° =a® +a® —2-a® -cos120°, stad [AC|=16+/3 .

Schemat oceniania 111 sposobu rozwiazania

Z.dajacy OtrZYMUJE «oouvvirneriinriineiientosnessssossssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssnnss 1 punkt

gdy obliczy sina. = 73 i zapisze |AC|2 =a’+a’-2-a’-cos120°.

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE «ouuuererreresssrressssnssssanessssnssssssssssssssssssssssasssssasssssasssssassssssssasssssssssssnnss 2 punkty
gdy obliczy dtugos¢ dtuzszej przekatnej rombu |AC| =16+/3 .
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Zadanie 31. (4 pkt)

Julia 1 Dominika majg skarbonki. W skarbonce Julii znajduje si¢ 1 banknot 50 zi, dwa
banknoty 20 zt 1 3 banknoty 10 zl, natomiast w skarbonce Dominiki znajdujg si¢ 2 banknoty
50 zt, 1 banknot 20 zt i 5 banknotow 10 zt. Kazda z dziewczat losuje ze swojej skarbonki
jeden banknot. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze warto§¢ wylosowanych banknotéw
przekroczy 38 zt? Wynik podaj w postaci utamka nieskracalnego.

I sposob rozwigzania (metoda klasyczna)

Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie pary (a,b) takie, ze ae{50,20,20,10,10,10},
b €{50,50,20,10,10,10,10,10} .

Obliczamy liczbg wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =6-8=48.

Obliczamy liczbg zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu 4 polegajacym na tym, ze
warto$¢ wylosowanych banknotéw przekroczy 38 zt, np. wypisujac je i zliczajac:
Wypisujemy wszystkie mozliwe pary wyboru banknotow:

Ae {(50,50),(50, 20) (50, 20),(50,10),(50,10),(50,10),(50,50),(50, 20) (50, 20),(50,10),

(50,10),(50,10),(20,50),(20,20),(20,20),(10,50),(10,50),(10,50),(10,50),(10,50)} , czyli
|4|=20.

Uczen moze:

e obliczy¢ liczbe zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A zapisujagc mozliwe uklady
banknotéw: 50 zt 1 50 zt lub 50 zt 120 zt lub 50 zt 1 10 zt lub 20 zt 1 50 zt ub 20 z1 120
zhlub 10 24150 ztistad [4)=1-2+1-1+1-5+2-2+2-1+3-2=20,

albo

e obliczy¢ liczbg zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu przeciwnemu do zdarzenia A (warto$¢
wylosowanych banknotéw nie przekroczy 38 zl). Wystarczy zauwazy¢, ze niemozliwe

sg uktady: 20 1 10 zt lub 10 z}i 10 2} lub 10 z}i 20 2k, wiee|4|=2-5+3-5+3=28.

Stad P(A')=§. Zatem P(A):1—§:§:i
48 48 48 12
(lub |4| =9 -|4], stad |4] =48-28=20. Zatem P(A):i—g:%).

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
calkowitego rozwigzania zadania..........cccceviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiietei. 1 punkt

® uczen zapisze, ze |Q| =6-8 1na tym poprzestanie lub dalej rozwigzuje blednie,
albo
e uczen pokaze metode zliczania zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu 4 lub zdarzeniu
A'1na tym poprzestanie lub dalej rozwigzuje btednie,
albo
e uczen wypisze wszystkie zdarzenia sprzyjajace zdarzeniu 4 lub A' 1 na tym
poprzestanie lub dalej rozwigzuje btednie.
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Rozwiazanie, w ktorym jest istotny poSteP.....cccceveriieiiineiiiniiiniiinreenrcenecnns 2 punkty

e uczen zapisze, ze |Q| =48 1 pokaze metode zliczania zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu
A lub  zdarzeniu  A4', np: |4 =1-2+1-141-5+2:2+2:1+3-2  lub
|4'=2-5+3-5+3-1 ina tym poprzestanie lub dalej rozwigzuje blednie,
albo
® uczen zapisze, ze |Q| =48 1 wypisze wszystkie zdarzenia sprzyjajace zdarzeniu A4 lub
A' 1na tym poprzestanie lub dalej rozwigzuje blednie.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........cceviviiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiine. 3 punkty

e uczen obliczy liczbe zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu |A| =20 1na tym zakonczy lub
dalej popetnia btedy,

albo
e uczen obliczy liczbe zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu |A '| =28 1na tym zakonczy lub
dalej popeia biedy.
Rozwiazanie pelne ......ccovviiniiiiiiiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiietittttnatstarcsnssonns 4 punkty
Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia 4 1 zapisanie wyniku w postaci ulamka
nieskracalnego P(A)= % :

II sposdb rozwigzania (metoda tabeli)
Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie pary (a,b) takie, ze ae{50,20,20,10,10,10},
be {50,50,20,10,10,10,10,10}.

Tworzymy tabele ilustrujacg sytuacjg opisang w zadaniu, np.:

50zt |20zt |20zt | 10zt | 10zt | 10 zt
50zt | x X X X X X
50zt | x X X X X X
20 zt X X X
10 zt X
10 zt X
10 zt X
10 zt X
10 zt X

Obliczamy liczbg wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =6-8=48.

Zliczamy oznaczone krzyzykami zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu 4: |A| =20.
. . . 2
Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A: P(A)= 4—2 = % .

Uwaga
Uczen moze oznaczy¢ w tabeli zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu przeciwnemu do
zdarzenia A.
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Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
calkowitego rozwigzania zadania..........cccceviviiiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiei. 1 punkt

Zdajacy sporzadzi tabelke przedstawiajaca sytuacje w zadaniu, np.:

50zt |20zt |20zt | 10zt | 10zt | 10zt

50 zt
50 zt
20 zt
10 zt
10 zt
10 zt
10 zt
10 zt

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny poSteP.....cccceveiiiniiiniiiiniiinicinieenrcenecnns 2 punkty

e uczen obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych |Q| =48 1 zaznaczy w tabeli

zdarzenia sprzyjajace zajSciu zdarzeniu 4 i na tym poprzestanie lub dalej rozwiazuje
btednie,
albo
e uczen obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych |Q| =48 1 zaznaczy w tabeli

zdarzenia sprzyjajace zajsciu zdarzeniu A' i na tym poprzestanie lub dalej rozwiagzuje
btednie.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........ccevvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiin. 3 punkty

e uczen zliczy liczbe zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu |A| =20 1 na tym zakonczy lub
dalej rozwiazuje btednie,
albo
e uczen zliczy liczbe zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu |A'| =28 1 na tym zakonczy lub
dalej rozwiazuje btednie.
Rozwiazanie pelne .......ccevviniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiittinetstntcsnssnns 4 punkty

Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia 4 1 zapisanie wyniku w postaci ulamka

nieskracalnego P(A)= S

12
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I11 sposéb rozwigzania (metoda drzewa)
Rysujemy drzewo uwzgledniajac tylko istotne gatezie 1 zapisujemy na nich
prawdopodobienstwo.

1 3
3 2 6
6
50 20 10
5
sl b i N
50 20 10 50 20 10 50 20 10
Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A4:
pay L2, L1 15,22 21 32 24+145+44+2+6_20_5
686868686868 6-8 48 12°

Schemat oceniania II1 sposobu rozwigzania
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny poSteP.....cccceveiiieiiiniiiiniiinicinieinrcenecnns 2 punkty
Uczen narysuje drzewo uwzgledniajagcego tylko istotne galgzie 1 zapisze na nich
prawdopodobienstwo.
Uwaga

Jezeli zdajacy narysuje drzewo uwzgledniajace tylko istotne galezie 1 nie zapisze na nich
prawdopodobienstwa, to za takie rozwigzanie przyznajemy 0 punktow.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........ccoviviiiiiiiniiiiiiiiiiiiiiinn. 3 punkty

Uczen zapisze P(A)—l g+ll+l§+g%+gl+§ 2 1 nie poda wyniku w postaci
68 68 68 68 68 68

ulamka nieskracalnego.

Rozwiazanie pelne .......ccviviniiiiiiiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiitettiiatotnrcsnnsans 4 punkty

Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia 4: P(A4) = % .

Uwagi

1. Jesli zdajacy rozwiaze zadanie do konca 1 otrzyma P(A)>1, to za takie rozwigzanie
przyznajemy 0 punktow.

2. Jezeli zdajacy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia metoda drzewa i otrzymany
wynik podzieli przez 48, to za takie rozwigzanie przyznajemy 0 punktow.

3. Jezeli zdajacy opusci w rozwigzaniu niektore gatezie i1 konsekwentnie obliczy
prawdopodobienstwo, to za takie rozwigzanie przyznajemy 1 punkt.

4. Jezeli zdajacy poprawnie obliczy prawdopodobienstwo 1 btednie skroci utamek, np.:

5 . . . .
P(A4)= m = Pt to za takie rozwigzanie przyznajemy 3 punkty.
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Zadanie 32. (5 pkit)

Punkty o wspétrzednych A=(-2,-8), B=(2,4), C=(-2,2) sa wierzcholkami trapezu.
Ramig trapezu AD jest prostopadle do podstaw AB i CD. Oblicz wspotrzedne punktu D oraz
pole powierzchni tego trapezu.

I sposdb rozwigzania

Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej 4B lub wyznaczamy rownanie prostej AB:
4+8 12

a=——=—=3,stad y=3(x+2)-8.Zatem y=3x—-2.
2+2 4 ad y=3( ) d

Wyznaczamy rownanie prostej rtownolegtej do prostej AB, przechodzacej przez punkt C:

y=3(x+2)+2,stad y =3x+8.
Wyznaczamy rownanie prostej prostopadiej do prostej 4B 1 przechodzacej przez punkt A:
Wspdtczynnik kierunkowy prostej AB jest rowny 3, stad wspolczynnik kierunkowy prostej

. . 1 2
AD jest rowny —% . Zatem prosta AD ma rOwnanie y = —gx —?6 .
y=3x+8
Obliczamy wspotrzedne punktu D rozwigzujac uktad rownan 1 26-
y=—ZX-——

3 3
Punkt D ma wspotrzedne D =(-5,-7).

Obliczamy dtugosci podstaw 1 wysokos¢ trapezu:

| 4B| =160 = 4710, |CD|=~+/90 =310 i |4D| =10 .

Obliczamy pole trapezu: P :%-(4x/ﬁ + 3\/5)@ =35.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
TYALE VAT ITE T 2T B 1) R 1 pkt

e Wyznaczenie rOwnania prostej AB: y =3x—-2.
albo
e Wyznaczenie wspotczynnika kierunkowego prostej AB: a=3.

Rozwiazanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP .cccccvvvvvuerrrireccsssssssnnennrrsecssssssssnsssssssssssssnns 2 pkt

Wyznaczenie réwnania prostej rownoleglej do prostej 4B: y=3x+8 1 rébwnania prostej

. . . 1 2
prostopadtej do prostej AB przechodzacej przez punkt A: y = —gx _26 .

3

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania ..........eeeeeeiiiiiivnneeniiiccnssssssnennneecsssssssnnnnns 3 pkt

Wyznaczenie wspotrzednych punktu D = (—5, —7) oraz obliczenie jednej z wielkosci:

e dlugosci podstawy trapezu |AB| =+/160 = 4@,

albo
e dlugosci podstawy trapezu |CD| =/90 =310 ,
albo

e wysokosci trapezu |AD| =410
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Rozwiazanie prawie cCalKOWILe ....ccccccvvvueeiiiiiciiiiisrsnnnniiiccssssssssnnnnnsessssssssssssssssssssssssnns 4 pkt

Obliczenie pozostatych dwdch wielkosci niezbednych do obliczenia pola trapezu:

e dlugosci podstawy trapezu |CD| =/90 =310 1 wysokosci trapezu |AD| =410
albo

e dlugosci podstawy trapezu |AB| =160 = 4410 1 wysokosci trapezu |AD| =410
albo

e dlugosci podstaw trapezu |AB| =160 =410 i |CD| =/90 =310

RozZWiazanie PeIe ....cccovvueeeiiiiiiiiiiinrnnnnnniiiiiiiniinnsnnneniiiessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns S pkt
Obliczenie pola trapezu: P = 35.

Uwaga

Jezeli zdajacy przy obliczaniu wspohrzednych punktu D lub przy obliczaniu dhlugosci
podstawy AB lub dlugosci podstawy 1 lub dlugosci wysokosci trapezu popetnit btad
nieprzekreslajacy poprawnosci rozwigzania np. btad rachunkowy 1 z tym btedem poprawnie
obliczyt pole trapezu, to za takie rozwigzanie przyznajemy 4punkty.

I1 sposob rozwigzania

Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej 4B lub wyznaczamy rownanie prostej AB:
4+8 12

a=——=—=3,stad y=3(x+2)-8.Zatem y=3x—-2.
2+2 4 ad y=3( ) 4

Wyznaczamy rownanie prostej prostopadiej do prostej 4B, przechodzacej przez punkt C:

1 1 4
y= §(x+2)+2’ stad y = §x+§.
Prosta prostopadfa do 4B 1 przechodzaca przez punkt C przecina prosta AB w punkcie E.
y=3x-2
Obliczamy wspotrzedne punktu £ rozwigzujac uktad réwnan 1 4.

=——Xx+—
4 3 3

Punkt £ ma wspotrzedne punktu wynosza E =(1,1).

Obliczamy wysokos¢ trapezu CE: |CE | =J9+1=410.

Obliczamy dtugosci podstaw trapezu:
|4B| =160 = 410 i |CD|=|A4E| lub |CD|=|4B|~|EB| (bo trapez jest prostokatny).

Zatem |CD|=|4E|=v/9+81 =90 =310 lub |CD| =410 -+10 =310
Obliczamy pole trapezu: P = % (4@ + 3\/5)@ =35.

Obliczamy  wspotrzedne punktu D  (porownujac  wektory EC = A—D). Stad
[—3,1] = [xD +2,¥, +8] .Zatem x, +2=-31y,+8=1,czyli D :(—5,—7) .
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Uwaga
Wspodtrzedne punktu D mozemy obliczy¢ jak ponizej:
Wyznaczamy roéwnanie prostej rownoleglej do prostej CE 1 przechodzacej przez punkt A:

1 2
y= —%(x+ 2)—-8. Stad wspolrzedne punktu D = (xD,—ng —;j

2
|4D| = |CE| wige \/(xD +2) +(_§XD -gj =10, stad (x, +2)’ %(xD +2) =10

Otrzymujemy rownanie (x, +2)° =9, ktore rozwiazaniem sg x,, =—5 i x, =1.
Obliczamy druga wspotrzedna punktu D: y, =-7 1 y, =-9.

Druga para nie speinia warunkow zadania, wigc punkt D ma wspdtrzedne: D = (—5, —7) .

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
TYALEVATITE T 2T B 1) R 1 pkt

e Wyznaczenie rOwnania prostej AB: y =3x—-2.
albo
e Wyznaczenie wspotczynnika kierunkowego prostej AB: a=3.

Rozwiazanie, w kKtorym jest istotny POStEP .cccccevvvvneerrirecssssssrrnnnenreseccsssssssnnesssssssssssnns 2 pkt
Wyznaczenie rOwnania prostej prostopadiej do prostej 4B, przechodzacej przez punkt C:

y= —%x —? i wyznaczenie wspotrzednych punktu £ =(1,1).

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania .........eeeeeeieiiiivnvnneeiiiiccsisssssnnennneccsssssssnnnnns 3 pkt

Wyznaczenie wspotrzednych punktu D = (—5, —7) oraz obliczenie jednej z wielkoSci:

e dlugosci podstawy trapezu |AB| =160 = 4410 ,

albo
e dlugosci podstawy trapezu |CD| =/90 =310 ,
albo

e wysokosci trapezu |AD| =410
Rozwiazanie prawie CalKOWILe ....ccccccvveeeriiiiiiiiiisrrnnnniiicccsssssssnnnnnsecsssssssssssssssssssssssnns 4 pkt

Obliczenie pozostatych dwdch wielkosci niezbednych do obliczenia pola trapezu:

e dlugosci podstawy trapezu |CD| =/90 =310 1 wysokosci trapezu |AD| =410
albo

e dlugosci podstawy trapezu |AB| =160 = 4410 1 wysokosci trapezu |AD| =410
albo

e dlugosci podstaw trapezu |AB| =160 =410 i |CD| =/90 =310

RozZWiazanie PeIe ....cccovueeeiiiiiiiiiiiirnnnnniiiiciiniinnnnnnnniiiesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnns S pkt

Obliczenie pola trapezu: P = 35.
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Uwaga

Jezeli zdajacy przy obliczaniu wspohrzednych punktu D lub przy obliczaniu dhlugosci
podstawy AB lub dlugosci podstawy 1 lub dlugosci wysokosSci trapezu popehnit biad
nieprzekreslajacy poprawnosci rozwigzania np. btad rachunkowy 1 z tym btedem poprawnie
obliczyt pole trapezu, to za takie rozwigzanie przyznajemy 4punkty.

I11 sposob rozwiazania
Wyznaczamy rOwnanie prostej 4B:
a=278 12 _3 Gad y=3(x+2)-8. Zatem 3x—y-2=0
242 4 Y ' 4 '
Obliczamy wysokos¢ trapezu (wyznaczamy odlegtos¢ punktu C od prostej AB):

[-6-2-2| |-10] —
Vo+1 V10

Wektor prostopadly do prostej 4B ma wspdtrzedne: u =[3t,~¢], gdzie t € R\ {0} .

Zatem h=‘;l‘ =\/9¢* +1* =|t|-\/ﬁ i |t|-\/ﬁ=\/m, stad =1 lub ¢ =-1.

, ) x=-2+3t
Prosta AD na rOwnanie: .
y=-8-t
Otrzymujemy: x, =-51y,=-7 lub x, =11 y,=-9.
Druga para nie speilnia warunkow zadania, wigc punkt D ma wspdtrzedne: D = (—5, —7) .

Obliczamy dlugosci podstaw trapezu: |4B|=+/160 = 410 i |CD|=+/90 =34/10.

Obliczamy pole trapezu: P :%-(4x/ﬁ + 3\/5)@ =35.

Schemat oceniania 111 sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
TYALGEVATTE T 2T B 1) R 1 pkt

Wyznaczenie roéwnania prostej AB: 3x—y—-2=0.
Rozwiazanie, w Ktorym jest istotny POSEEP .cccccevvvvneerrrecccsssssrrnnneereseccssssssssnssssssssssssnns 2 pkt

Obliczenie wysokoSci trapezu: /= J10 oraz zapisanie wspohrzednych wektora prostopadtego
do prostej 4B w zaleznosci od parametru t: np. u =[3¢,~t], gdzie t € R\{0} oraz obliczenie
wartosci ¢, dla ktérych dlugos¢ wektora u jest rowna dlugosci wysokosci trapezu.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania .........eeeeeeeiiiiiivnneeniiiiccnisssssnnnenncccssssssnnnnns 3 pkt
Wyznaczenie wspotrzednych punktu D = (—5,—7) oraz obliczenie dtugosci jednej z podstaw

trapezu: |AB| =160 = 4/10 albo |CD| =/90 =310

Rozwiazanie prawie cCalKOWIte .....cccccvvveeriiiiiiiiissrsnnnneiiicccsssssssnnnnnssssssssssssssssssssssssssnns 4 pkt



Obliczenie diugosci drugiej podstawy trapezu: |CD|=+/90 =34/10 albo |4B|=~/160 = 410 .
RoZWiazanie Pee ....cccoovvueeiiiiiiiiiiiiirnnnnneiiiiciiniisnssnnnniiiesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns S pkt
Obliczenie pola trapezu: P = 35.

Uwaga

Jezeli zdajacy przy obliczaniu wspohrzednych punktu D lub przy obliczaniu dilugosci
podstawy AB lub dlugosci podstawy 1 lub dlugosci wysokosci trapezu popetnit blad
nieprzekreslajacy poprawnosci rozwigzania np. btad rachunkowy 1 z tym btedem poprawnie
obliczyt pole trapezu, to za takie rozwigzanie przyznajemy 4punkty.
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Zadanie 33. (5 pkt)

Szkota zakupila na raty serwer za kwote 5400 zt. Bedzie go splacata w rownych miesigcznych
ratach. Gdyby okres sptaty skroci¢ o pot roku, woéwczas kwota raty wzrostaby o 75 zt. Jaka
byta miesigczna wysokos¢ raty 1 przez jaki okres szkola sptacala swoje zobowigzania
finansowe?

I sposdb rozwiazania
Niech x oznacza liczb¢ miesiecy splacania zobowigzania 1 niech y oznacza wysoko$¢
miesi¢cznej raty.

x-y=5400

Zapisujemy uktad: .
(x—6)-(y+75)=5400

. , . 5400 5400
Z pierwszego rOwnania wyznaczamy y = —— albo x =——.
X

y

Podstawiamy do drugiego rOwnania i otrzymujemy rOwnanie z jedng niewiadoma, np.:

(x—6)(5400+75j =5400 albo (54&—6]()%75):5400.
X y

Przeksztatlcamy to rGwnanie do rdéwnania kwadratowego, np.:
75x* —450x—32400=0 lub x> —6x-432=0
albo

—6y> —450y+405000 =0 lub —y* —75y+67500 =0

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe:

75x% —450x —32400 = 0 ¥ —6x—432=0
A = 202500+ 972000 = 9922500 A=36+1728 =1764
JA =3150 lub /x -4
y = 302350 gy, S B03I0 L Oy 282y
150 150 2
albo
—6y" —450y +405000 = 0 —y* =75y + 67500 =0
A = 202500+ 972000 = 9922500 A = 5625+ 270000 = 275625
JA =3150 lub /A — 525
450-31 4 1 -52 2
¥, _$50-3150 é O 525 b ¥, =—50+132 RIUP ¥, _73 25 >_225 Iub ¥, =75+25 > <0

Odrzucamy rozwigzanie nie spetniajagce warunkoéw zadania 1 zapisujemy, ze x =24
i y=225.

Odp.: Wysoko$¢ miesigcznej raty wynosita 225 zt, a szkota sptacata swoje zobowigzanie
przez 24 miesiace.
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11 spos6b rozwiazania

Niech a oznacza liczbe lat splacania zobowigzania i niech b oznacza wysoko$¢ rocznej sptaty.

a-b=5400
Zapisujemy uktad: 1
pIswiemy (a—zj-(b+900):5400
. , . 5400 5400
Z pierwszego rOwnania wyznaczamy b = albo a =——.
a

Podstawiamy do drugiego rOwnania i otrzymujemy rOwnanie z jedng niewiadoma, np.:

(a —%](5400 + 900] =5400 albo (Si)ﬁ —%j(b +900) = 5400 .
a

Przeksztatlcamy to rGwnanie do réwnania kwadratowego, np.:
900a” —450a —2700=0 lub 2a*-a—6=0
albo

—%bz —450b + 4860000 = 0 lub —b* —900b +9720000 =0

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe:

9004 — 450 — 2700 = 0 24> —a—6=0

A = 202500+ 972000 = 9922500 A=1+48 =49

JA =3150 lub /5 —7

o JA03IS0 o AS083IS0 ) 1T 16T
180 1800 4 4

albo

1
~ b~ 450+ 4860000 =0 —b> —900b +9720000 = 0

A = 202500+ 972000 = 9922500 A =810000 +38880000 = 39690000

lub /A _
VA =3150 A =6300
900-6300 900 + 6300
450 -31 4 1 = 2T -
b = 50-3150 ~2700 lub b, = 50+3150 <0 b, ) 2700 Iub b, > <0

-1 -1

Odrzucamy rozwigzanie nie spelniajagce warunkow zadania i1 zapisujemy, ze a=2
1b=2700.

Odp.: Wysoko$¢ miesigcznej raty wynosita 225 zt, a szkota sptacata swoje zobowigzanie
przez 2 lata.
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Schemat oceniania I i II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

TQYALYEVATTETY 2T P 1) N

e Wprowadzenie oznaczen, np.: x — liczba miesigcy splacania zobowigzania, y —

wysoko§¢ miesigcznej raty 1 zapisanie zwigzku miedzy tymi

x-y =5400.
albo

wielkoSciami

e Wprowadzenie oznaczen, np.: x — liczba miesigcy splacania zobowigzania, y —

wysoko§¢ miesigcznej raty 1 zapisanie zwigzku miedzy tymi

w przypadku skrocenia okresu splaty np.: (x—6)-(y+75)=>5400.

albo

wielkosciami

e Wprowadzenie oznaczen, np.: a — liczba lat sptacania zobowigzania, b — wysokos$¢

rocznej splaty i zapisanie zwigzku miedzy tymi wielko$ciami a-b =5400.

albo

e Wprowadzenie oznaczen, np.: a — liczba lat sptacania zobowigzania, b — wysokos$¢

rocznej splaty 1 zapisanie zwigzku miedzy tymi wielkosciami w przypadku skrocenia

okresu splaty np.: (a —%j -(6+900) =5400.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ..cccccccvvvueeerrrcccsssssrnnnnenencces

e Zapisanie ukfadu rownan z niewiadomymi x 1 y:

x-y=5400
(x—6)-(y+75)=5400"

albo
e Zapisanie uktadu rownan z niewiadomymi a 1 b:

a-b=5400

(a —%)-(b+900) =5400

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........eeeeeeiieeeiiiiirnnnnnnnnenns

Zapisanie rownania z jedng niewiadoma x lub y albo a Iub b np.:

5400
X

¢ (o)

albo

+ 75] =5400 lub 75x% —450x—32400=0 lub x* —6x-432=0
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( 5400 _6]( »+75) = 5400 lub —6> —450y +405000 =0 lub
y

—y2 —-75y+67500=0
albo

J (a —%](5400 +900] = 5400 lub 900a” —450a-2700=0 lub 24’ —a-6=0

a
albo
(_541900 _%] (b+900)=5400  Iub —%bz ~450b+4860000=0 lub
—b* ~9005+9720000 = 0
Uwaga

Zdajacy nie musi zapisywac¢ uktadu rownan, moze bezposrednio zapisa¢ rOwnanie z jedng
niewiadoma.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslajg
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .......ccccccveeeeiiiccciiissrsnneneeccccsssenns 4 pkt

e rozwigzanie roOwnania z niewiadoma x i nie obliczenie wysokosci miesi¢cznej raty,
albo
e rozwigzanie rOwnania z niewiadomg y 1 nie obliczenie liczby miesigcy sptacania
zobowigzania,
albo
e rozwigzanie rownania z niewiadomg a 1 nie obliczenie wysokos$ci rocznej splaty,
albo
e rozwigzanie rOwnania z niewiadomg b 1 nie obliczenie liczby lat splacania
zobowigzania,
albo
e rozwigzanie rownania z niewiadoma x lub y albo a lub b 1 konsekwentne rozwigzanie
zadania do konca.

RoOZWiazanie PeIe ....cccovvvueeeiiiiiiiiiiiirnnnnniiiiciniissnsnnneniisessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns S pkt

Obliczenie wysoko$ci miesiecznej raty (225 zt) 1 podanie okresu splaty (24 miesigce lub
2 lata).

Uwagi
1. Jezeli zdajacy porownuje wielkosci réznych typow, to otrzymuje 0 punktow.
2. Jezeli zdajacy poda odpowiedz bez uzasadnienia, to za takie rozwigzanie przyznajemy
1 punkt.
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