BOLUM 4

USTEL VE LOGARITMIiK FONKSIYONLAR

Bu bolimde distel fonksiyonlar olarak adlandirilan fonksiyonlar sinifini ele alacagiz. Bunlar f(x) = 2*
bicimindeki fonksiyonlardir. Burada bagimsiz degisken kuvvettedir. Ustel fonksiyonlar érnegin niifus
blylimesi veya bilesik faiz elde etmede, yatirrm biylmesi gibi bircok gercek diinya olgusunun
modellenmesinde kullanilabilir. Bir Gstel model elde edildikten sonra, bu model herhangi bir gelecek
zaman igin vyatirnm miktarinin hesaplanmasinda veya nilfus miktarinin tahminlenmesinde
kullanilabilir. Bir nifusun belirli bir seviyeye ne zaman ulasacagini bulmak icin, logaritmik fonksiyonlar
olarak adlandirilan Ustel fonksiyonlarin tersi kullanilir. Eger nifus artisi icin bir istel modele sahipsek
su sekilde bir soruya cevap verebiliriz: Benim sehrim ne zaman resimdeki New York caddesi gibi

kalabalik olacak?

4.1.Ustel Fonksiyonlar

Ustel Fonksiyonlar->Ustel Fonksiyonlarin Grafikleri->Bilesik Faiz

Bu béliimde Ustel fonksiyonlar olarak adlandirilan fonksiyonlarin yeni bir sinifini ele alacagiz. Ornegin,
flx) =2%

Bir Ustel fonksiyondur. Tabani 2 ’dir. Bu fonksiyonun degerlerinin ne kadar hizh arttigina dikkat
edelim.

F(3)=2%3=8
f(10) = 21° = 1024
f(30) = 230 =1.073.741.824
Bu fonksiyonu g(x) = x? ile karsilastiralim. Burada g(30) = 30%2=900 seklindedir.

Bu nokta sunu gosterir, bir degisken kuvvette oldugunda, degiskendeki kiiclk bir degisiklik bile
fonksiyon degerinde belirgin bir degisiklige sebep olabilir.



Ustel Fonksiyonlar

Ustel fonksiyonlarla calismak icin, éncelikle x herhangi bir reel sayi oldugunda a* istel ifadesi ile neyi

kastettigimizi tanimlamamiz gerekir. B6lim 1.2 ’de, a>0 ve x bir rasyonel sayi oldugunda a*’i

tanimladik. Fakat heniz irrasyonel Usleri tanimlamadik. 5Y3 ve 27 ile ne kastedilir? x irrasyonel

oldugunda a* ’i tanimlamak icin, x ’e rasyonel sayilarla yaklasiriz. Ornegin,
V3 =1,73205 ...

irrasyonel oldugundan, a3 e ardisik olarak asagidaki rasyonel uslerle yaklasiriz:

1,7 541,73 51,732 ,1,7320 1,73205
’ ’ LR

a’, a3, a a a

Sezgisel olarak, a 'nin rasyonel Uslerinin a3 e gitgide daha cok yaklastigi gorilir. ileri matematik

bilgileri kullanilarak, bu kuvvetlerin yaklastigi tek bir sayi oldugu gosterilebilir. a¥3 ‘i bu say! olacak

bicimde tanimlariz.
Ornegin, bir hesap makinesi kullanarak

5V3=51732 x16.2411... bulunur.

Hesaplamamizda kullandigimiz v/3 ’Gin ondalik kismi artikca, 5V3 *{in yaklasimi daha iyi olur. Usler reel

sayilar oldugunda Us kurallarinin halen dogru oldugu ispatlanabilir.

Ustel Fonksiyonlar
Tim x reel sayilari icin a tabanina sahip tstel fonksiyon
fx) =a*

seklinde tanimlanir. Burada a>0 ve a#1 seklindedir.

a#1 oldugu varsayilir ¢iinkli f(1) = 1¥ = 1 sadece bir sabit fonksiyondur. Burada istel fonksiyonun
bazi 6rnekleri bulunmaktadir:

f(x) =2 gx) =3* h(x) =10*%
Taban 2 Taban 3 Taban 10
Ornek 1/ Ustel Fonksiyonlarin Degerlendirilmesi

f(x) = 3% olsun, asagidakileri degerlendirelim:

) f@ (-3 afm )



Coziim: f'nin degerlerini elde etmek icin hesap makinesi kullanalim.

Hesap makinesi tusu Cikti

a) f(2)=3=9 El
b) f(—%) =37 =04807 [BIA[J[=]2][]E]D]ENER] [0.4807498]

¢) f(m) =37 =31.544 E1[~][7] [Ex1er] [31.5442807
d) f(V2) =37~ 47288

Ustel Fonksiyonlarin Grafikleri

Oncelikle stel fonksiyonlari noktalar isaretleyerek cizecegiz. Bu tip fonksiyonlarin kolaylikla fark
edilir bir sekle sahip oldugunu goérecegiz.

Ornek 2/ Noktalari isaretleyerek (plotting) Ustel Fonksiyonlarin Gizilmesi

Her bir fonksiyonun grafigini cizelim.

) fG)=3 bg=(2)

Géziim: f(x) ve g(x)’in degerlerini hesaplayalim ve Sekil 1 ‘deki gibi grafikleri elde etmek igin
noktalari isaretleyelim .

x ) =3 | gb)=0GT
-3 L 27
-2 + 9
—1 L 3
0 1 1
1 3 1
2 9 +
3 27 —

Sekil 1

X
glx) = G) = 3% =37 = f(—x) olduguna dikkat edelim. Boylece y-ekseninde yansitarak f’nin

grafiginden g’nin grafigini elde edebiliriz.

Sekil 2, a tabaninin gesitli degerleri igin f(x) = a* istel fonksiyon ailesinin grafiklerini gésterir. Bu
grafiklerin her biri (0,1) noktasindan geger ¢iinkii a# 0icin a® = 1 seklindedir. Sekil 2 ‘den Ustel
fonksiyonlarin iki cesidi oldugu gortilmektedir. Eger O<a<1 ise, listel fonksiyon hizli bir sekilde azalir.

Eger a>1 ise fonksiyon hizli bir sekilde artar.



Sekil 2. Bir Ustel Fonksiyon Ailesi

x -ekseni f(x) = a¥ igin yatay asimptottur. Bunun nedeni, a>1 ise , x >-o= gider ikena* - 0 ‘a
gider ve 0<a<1 iken x —>eo giderken iken a* — 0 ‘a gider (Sekil 2). Tium x eR i¢in a* > 0 olur, bdylece

f(x) = a* ‘in tanim kiumesi R ve deger kimesi (0, o) ’dur. Bu gozlemler asagidaki kutuda

Ozetlenmistir.

Ustel Fonksiyonlarin Grafikleri
Ustel Fonksiyon
f(x) =a* (a>0,a#1)

R tanim kiimesine ve (0, =) deger kiimesine sahiptir. y=0 dogrusu (x-ekseni) f’nin
yatay asimptotudur. f grafigi asagidaki sekillerden biridir.

L VA

o

(0, 1}

// (0, 1)

] x 0 X

L

f(x) =a*, a>1ligin f(x)=a*,0<a<1ligin




Ornek 3/ Ustel Fonksiyonlarin Grafiklerinin Tanimlanmasi
Asagida grafigi verilen f(x) = a* ustel fonksiyonunu bulunuz.

ial ih) ¥

Coziim:
a) f(2) = a? = 25 oldugundan, tabanin a=5 oldugunu gériiriiz. Bdylece f(x) = 5¥olur.

X
b) f(x) =a®= ﬁolduéundan tabanin a=% oldugunu géririz. Boylece f(x) = G) olur.

Sonraki ornekte noktalari isaretlemeksizin, belirli fonksiyonlarin grafiklerinin nasil ¢izilecegini
gorecegiz. Burada, Sekil 2 ‘deki Ustel fonksiyonlarin temel grafiklerini ele alacagiz ve B6lim 2.5 ‘in

kaydirma ve yansitma doniisimlerini uygulayacagiz.
Ornek 4/Ustel Fonksiyonlarin Déniisiimleri

Her bir fonksiyonun grafigini cizmek igin f(x) = 2% grafigini kullanalim.

a) glx) =142~

b) h(x) =—-2%
c) k(x)=2x1
Coziim:

a) g(x) =1+ 2% ‘in grafigini elde etmek igin, f(x) = 2* grafigi ile baslayalim ve yukariya
dogru 1 birim kaydiralim. Sekil 3(a) ‘dan gorilmektedir ki y=1 dogrusu simdi yatay
asimptottur.

b) f(x) = 2% ile baglayalim, fakat h(x) = —2* grafigini elde etmek igin Sekil 3(b) 'deki gibi
x -eksenine yansitalim.

c) Simdi de f(x) = 2* grafigi ile baslayalm ve k(x) = 2*"!elde etmek icin Sekil 3(c)de
gorildigi gibi 1 birim saga oteleyelim



a)
b)
c)

b)

c)

Yatay asimptot

Ornek 5/ Ustel Ve Uslii Fonksiyonlarin Karsilastirilmasi

Sekil 3

f(x) = 2* seklindeki ustel fonksiyon ve g(x) = x? seklindeki Uslii fonksiyonlarinin biyiime

oranlarini asagidaki gorinti dikdortgenlerinde karsilastiralim.

[0,3] ve [0,8]
[0,6] ve [0,25]
[0,20] ve [0,100]

Coziim:

Sekil 4(a) 'da g(x) = x?'nin grafiginin x=2"de f(x) = 2*’i yakaladigi ve sonra gectigi goriilmektedir.

Sekil 4(b)'de biraz daha buyik gorinti dikdértgeninde x = 4 oldugunda, f(x) = 2% ‘in grafigi

g(x) = x? ‘yi geger.

Sekil 4(c)’de daha global bir bakis agisi verir, x degeri biyiik iken f(x) = 2* ‘in g(x) = x? ‘den ok

daha biyik oldugunu gosterir.

glx) = x°

(a)

Sekil 4

1000

I
fla)=2¢]

6 0 . . 20




Bilesik Faiz

Ustel fonksiyonlar bilesik faizin hesaplanmasinda ortaya ¢ikar. Eger anapara olarak adlandirilan bir P
para miktari, dénem basina i faiz oranindan bankaya yatirilirsa, bir periyot sonra faiz miktari Pi olur ve

A para miktari asagidaki bicimdedir.
A=P+Pi=P(1+i)

Eger faizi ile birlikte yeniden faize yatirilirsa, bu durumda yeni anapara P(1+i) olur ve bir periyot
sonraki para miktari A=P(1+i)(1+i)=P(1+i)> seklindedir. Benzer sekilde, iiiincii zaman periyodu

sonrasinda para miktar A=P(1+)* seklindedir. Genellestirildiginde, k periyot sonrasindaki para miktari
A = P(1+i)¥ seklindedir.
Dikkat edilirse; bu, (1+i) tabanina sahip bir tistel fonksiyondur.

Eger yillik faiz orani r ise ve eger faiz yil basina n kez birlesiyorsa, her bir zaman periyodunda faiz orani
i=r/n seklindedir ve t yilda nt zaman periyodu vardir. Bu durum, t yil sonraki para miktar icin asagidaki

formile neden olur.

Bilesik Faiz: Bilesik faiz
_ T'\nt
A(t)—P(1+n)

formillyle hesaplanir. Burada
A(t)=t yil sonraki miktar

P=anapara

R=yilbasina faiz orani

n=yil basina kag kez faiz birlestirildigi

t =yl sayisi

Ornek 6/Bilesik Faiz Hesabi

1000S$ yillik %12 ’lik faiz orani ile yatirilmistir. Eger faiz yillik, alti aylk, Gg¢ aylik, aylik ve gunlik
birlestiriliyorsa 3 yil sonraki hesaptaki miktarlari bulunuz.

Coziim: P = 100085, r=0,12 ve t=3 icin bilesik faiz formulind kullanalim.



Birlestirme n 3 yil sonraki miktar

villik 1 1000(1+-)"?'= 1404,93%
Altr aylik 2
y 1000(1+%)2‘3>= 1418,52%
Ug ayhk 4 012
1000(1+T)3(3)= 1425,56S
Aylik 12 1000(1+=2) 7= 1430,77%
0.12365(3)

Eger bir yatirman bilesik faiz kazaniyorsa, yillik yiizdelik getirisi yilin sonunda ayni miktari saglayan
basit faiz oranidir.

Ornek 7/Yillik Yiizdelik Getirinin Hesaplanmasi

Yillk % 6 faiz oranini kazandiran bir yatinm, glnlik olarak birlestirildiginde yillik yizdelik getiriyi

bulunuz.

Co6ziim: Bir yilin sonunda anapara P,

A=P(1+22%)365-p(1.06183)
365

miktarina blyir. Basit faiz icin formiil
A=P(1+r)

seklindedir. Karsilastirildiginda 1+r=0.6183 oldugunu goririz, boéylece r=0,06183 olur. Boylece yillik
ylzdelik getiri %6,183 seklindedir.

4.2.Dogal Ustel Fonksiyon

e sayisi >Dogal Ustel Fonksiyon->Siirekli Bilesik Faiz

e sayisi, n arttikca (1+%)” ‘in yaklastigi deger olarak tanimlanir. Tabloda n ’in gittikce blylyen

degerleri igin (1+%)” ‘in degerleri gortlmektedir.

n
n (l + 1)
n
1 2.00000
5 2.48832
10 2.59374
100 2.70481
1000 2.71692
10,000 2.71815
100,000 2.71827
1,000,000 2.71828




Gorlinmektedir ki, bes ondalik basamaga dizeltirsek, e =2,71828 seklindedir. Gercekte 20 ondalik
basamaga yaklasan degerler e =2,71828182845904523536 seklindedir. e ‘nin bir irrasyonel sayi

oldugu gorilmektedir. Boylece ondalik formda tam bir deger yazilamaz.

Dogal iistel fonksiyon

e sayisi, dogal Ustel fonksiyon icin tabandir. Bir Ustel fonksiyon icin neden boéyle tuhaf bir taban
kullanihir? ilk basta 10 gibi bir tabanla ¢calismak daha basit gériinmektedir. Bununla birlikte, burada
belirli uygulamalarda e sayisinin mimkin en iyi taban oldugu gorilecektir. Bu boliimde, bilesik faiz

taniminda e ‘nin ortaya ¢iktig1 geldigi incelenecektir.

Dogal Ustel Fonksiyon: Dogal Ustel Fonksiyon
fx) =e*

seklinde e tabanina sahip Ustel fonksiyondur. Siklikla tstel fonksiyon
olarak bahsedilir.

2<e<3 oldugundan, dogal uUstel fonksiyonun grafigi Sekil 1’den de goéruldugi gibi y = 2¥ vey = 3*
arasinda bulunur.

Leonard Euler tarafindan
blyik bir olasilikla Gstel
(exponential) kelimesinin
ilk harfi oldugundan e
notasyonu secilmistir.

Sekill: Dogal Ustel fonksiyonun grafigi

Bilimsel hesap makinelerinin f(x) = e* fonksiyonu igin 6zel bir tusu vardir. Bu tusu sonraki érnekte
kullanacagiz.

Ornek 1/Ustel Fonksiyonun Degerlendirilmesi

Bes ondalik basamaga yuvarlanacak sekilde her bir ifadeyi degerlendirin.

a)e3 b)2.e7 %53 ()e*8

Coéziim: Ustel fonksiyonu degerlendirmek icin hesap makinesinde e* tusu kullanihr.

a) e3 ~20,08554 b)2.e %53 x1,17721 c)e*® =121,51042



Ornek 2: Ustel Fonksiyonun Déniisiimleri
Her bir fonksiyonun grafigini ¢iziniz.
a)f(x) =e™* b)g(x) = 3e%3¥
Cozim:

a)y = e* ‘in grafigi ile baslariz ve Sekil 2 ‘dey = e ‘in grafigini elde etmek icin y-ekseninde
yansitiriz.

Sekil 2

b) Birka¢ deger hesaplariz, elde edilen noktalar isaretleriz, daha sonra noktalari bir diizgiin egri ile
birlestiririz. Grafik, Sekil 3 ‘de gosterilmektedir.

.T L
x| f@=3tE 124
-3 0.67 94
—2 1.10 T
- 1.82 o1
0 3.00 37
1 4.95 1

2 8.15 —— >

3 13.45 - 34

Sekil 3
Ornek 3/Bir Viriisiin Yayilimi icin Ustel Model

Bir bulasici hastalik 10.000 niifuslu kiiclik bir sehirde yayilmaya baslamistir. t glin sonra, bu virlise

yenik dlisenlerin sayisi asagidaki fonksiyonla modellenmistir.

10.000
54 1245¢7097¢

v(t) =
a) Baslangicta(t=0 zamaninda) kag tane hastalanmis kisi vardir?
b) Bir gin, iki gin ve bes glin sonra hastalanmis kisilerin sayisini bulunuz.

10



c) v fonksiyonunu ¢iz ve davranisini tanimla.
Coziim:

a) v(0)=10,000/(5+1245e°)=10,000/1250=8. Baslangicta 8 kisi bu hastaliga sahiptir.
b) Bir hesap makinesi kullanarak, v(1), v(2) ve v(5)’i degerlendirilir ve daha sonra asagidaki
degerleri elde etmek igin yuvarlanir.

Ginler Hastalanmis insanlar
1 21

2 54

5 678

c)

3000

Sekil 4’teki grafikten hastalanmis
kisilerin sayisi ilk olarak yavas bir
sekilde artmakta, 3 ve 8’inci giinler
arasi hizli bir bicimde artmakta ve
yaklasik 2000 kisiye ulastiginda artis
hizi yok olmaktadir.

0

10.000
5+1245e~0.97¢

Sekil4. v(t) =

Siirekli Bilesik Faiz

Boliim 4.1 'de Ornek 6 ’da, bilesik periyot sayisi n arttikga 6denen faizin arttigi gériilmektedir. Simdi n

durmaksizin arttiginda ne olacagi gorulecektir. m=n/r olursa, bu durumda
= Tynt_ Tyn/ryrt _ T ymyrt
A(t) = P(1+5)" = P[(1+5) " = P[(1+)"]

rt

Hatirlayalim ki m arttikga, (1+i)m ifadesi e sayisina yaklasir. Boylece, para miktari A=Pe" ‘ye yaklasir.

Bu agiklama, faizin her anlik olarak birlestirilmesi durumunda elde edilecek para miktari vermektedir.

Surekli Bilesik Faiz: Surekli bilesik faiz asagidaki gibi hesaplanir
A=Pe"

Burada A(t)=t yil sonraki miktar

P =anapara

r = yil basina faiz orani

t = yil sayisi

11



Ornek 4: Siirekli Bilesik Faizin Hesaplanmasi

Eger 1000$ yillik %12 ’lik bir faiz orani ile stirekli bilesik olarak yatirilirsa 3 yil sonraki para miktarini
bulunuz.

Coziim: P=1000S, r=0,12 ve t=3 iken surekli bilesik faiz formuli kullanildiginda
A(3)=1000e*?*=1000e%°=1433,33%
seklindedir. Bu miktari Bolim 4.1 'de 6rnek 6 "daki miktar ile karsilastiriniz.

4.3.Logaritmik Fonksiyonlar-> Logaritmik Fonksiyonlarin Grafigi-> Ortak Logaritmalar->
Dogal Logaritmalar

Bu boélimde Ustel fonksiyonlarin tersini ¢alisacagiz.
Logaritmik Fonksiyonlar

Her bir Gstel fonksiyon f(x) = a* a>0 ve a#1 iken Yatay Dogru Testine gore (Sekil 1, a>1 durumu igin)
bire bir fonksiyondur ve béylece bir ters fonksiyona sahiptir.

flx) = a*,
a=1

0 X

=

Sekil 1: f(x) = a* bire-bir fonksiyondur.

Ters fonksiyon f~1, a tabanina sahip logaritmik fonksiyon olarak adlandiriir ve log, seklinde

tanimlanir. Bu asagidaki logaritmik fonksiyonlarin tanimina yonlendirir.

Logaritmik Fonksiyonlarin Tanimi: a, a#1 seklinde pozitif bir sayl olsun. a tabanl
logaritmik fonksiyon log, ile gosterilir.

log.x=y < a'=x

seklinde tanimlanir. Boylece log.x , x’i verecek sekilde a tabanin alinmasi gereken
kuvvetini (lUsstinl) gosterir.

log.x=y seklindeki logaritmik form ve a'=x seklindeki tstel form karsilastirildiginda, her iki formunda

tabaninin ayni olduguna dikkat edilmelidir.

12



Logaritmik Form  Ustel Form
Us Us
log,x =y a

Taban Taban

Ornek 1/Logaritmik ve Ustel Formlar

Logaritmik ve Ustel formlar denk denklemlerdir. Eger biri dogru ise digeri de dogrudur. Boylece

birinden digerine asagidaki gibi gecilebilir.

Logaritmik form Ustel Form
log,, 100000 = 5 0% = 100,000
]:lg_aﬁl =3 - i‘i'-l
]:lj__’_a[g:l = =3 7=z
logss =r 5 =3

log.x’in Uis oldugunu anlamak énemlidir. Ornegin, yukarida gérildiigi gibi tablonun sag tarafindaki

sayllar sol sttundaki sayilarin (10 tabaninda) logaritmalaridir. Bu asagidaki 6rneklerdeki gibi tim

tabanlar igin olan durumdur.
Ornek2/Logaritmalari Degerlendirme
a)log101000=3  ¢iinkii 10°=1000
b) log,32=5 ¢iinkii 2°=32
c) logi0.1=-1 cinkii 10"=0.1

d)Iog164=% ctinkii 1672=4

Ters Fonksiyon Ozelligini f(x) = a* ve f~1(x) = log,x’e uygularsak, asagidaki elde edilir:

X

log,x

10
1
1P
10

1
1!
102
103
1~

L =

= Pl

|
ad bd

|
I

Ters Fonksiyon Ozelligi
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log,(a*) = x. xeR

a“=* = x, x>0

Bu boéliimde ele aldigimiz bu ve diger 6zellikleri listeleyelim.

LOGARITMA OZELLIKLERI
Ozellik Neden
1. log, 1 =10 We must raise a to the power 0 to get 1.
2. log,a=1 We must raise a to the power 1 to get a.
3 loga*=x We must raise a to the power x to get a®.
4. g"et =y log, x is the power to which a must be raised to get x.

Ornek 3/Logaritmanin Ozelliklerini Uygulama

Taban 5 oldugunda logaritmanin 6zelliklerini arastiracagiz.
logs1=0 Ozellik 1

logs5%=8  Ozellik 3

logs5=1 Ozellik 2

5108512212 (zellik 4

Logaritmik Fonksiyonlarin Grafikleri

Hatirlanirsa, eger bire bir fonksiyon A tanim ve B deger

y=a' a>l

kiimesine sahipse, bu durumda ters fonksiyonu B tanim ve A
deger kiumesine sahiptir. azl  iken f(x) = a* ustel
fonksiyonu, R tanim ve (0,°) deger kiimesine sahip

oldugundan, ters fonksiyonunun f~1(x) =log,x, (0, o)

tanim ve R deger kiimesine sahip oldugu sonucuna variriz.

z 1 fY(x) =loggax 'in grafigi  f(x) =a*  grafiginin
y =x dogrusunda vyansitilarak elde edilir. Sekil 2, a>1

sekil 2:f(x) =log,x logaritmik durumunu géstermektedir. y=a* ‘in (a>1 iken) x>0 icin ¢ok

fonksiyonunun grafigi ) ) .. o )
hizli artan bir fonksiyon olmasi gergegi x>1 igin y=log, x’'in

cok yavas artan bir fonksiyon olmasini agiklar.

log, 1 =0 oldugundan y = log, x fonksiyonunun x -kesim
noktasi 1’dir. y-ekseni y =log, x ‘in dikey asimptotudur,

clinki x>0" iken log, x = —oo seklindedir.
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Ornek 4/Noktalari isaretleyerek Bir Logaritmik Fonksiyonun Gizilmesi
f(x) = log, x ‘in grafigini ciziniz.

Coziim: Degerlerden olusan bir tablo yaparak, x-degerlerini 2 'nin Usleri olacak sekilde secelim,
boylece kolaylikla logaritmalarini bulabiliriz. Sekil 3 ‘de bu noktalari isaretleriz ve bir diizgiin egri ile
birlestiririz.

-
-3

p
-

flx) = log; x

[

= el Ll
i i

Pd bd B Ped s ed d
LI |
o=
11
il bl —
|
|_|.I_.
2 | i 3
-—6—-_._"\‘
[
.
&
]
=

1
=
|
o
|
ad

=44 Sekil 3

Sekil 4 ‘de 2,3,5 ve 10 tabanlarina sahip logaritmik fonksiyon ailesinin grafiklerini gosterilmistir. Bu
grafiklery = 2%,y = 3%,y = 5% ve y = 10¥’in y = x dogrusunda yansitilmasiyla (Bolim 4.1. Sekil 2)
elde edilir. Noktalar, Ornek4 ’te gosterildigi gibi bu grafiklerin cizimine yardima olmak igin
isaretlenebilir.

v =log, x
1+ v =logs x
v = log, x

0

Sekil 4: Logaritmik fonksiyon ailesi

Oniimizdeki iki 6rnekte Bodlim 2.5 “teki déntsiimleri kullanarak Sekil 4 ’teki temel grafiklerle
baslayarak logaritmik fonksiyonlar cizecegiz.

Ornek 5/Logaritmik Fonksiyonlarin Grafiklerinin Yansitiimasi
Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini giziniz.

a) gx) =—logyx
b) h(x) = logy(—x)

15



Coziim

a) f(x) =log,x ‘in grafigi ile baslariz ve g(x) = —log, x ‘i elde etmek igin Sekil 5(a) ‘da

goruldugl gibi x-eksenine gore yansitiriz.

b) f(x) =log, x ‘in grafigi ile baslariz ve h(x) =log,(—x)’i elde etmek icin Sekil 5(b)'de

goruldiigu gibi y-eksenine gore yansitiriz.

flx) = log, x

=NO

hix) = log.(=x]

glx) = =log, x
(a) (b}

Sekil 5

Ornek 6/ Logaritmik Fonksiyonlarin Grafiklerini Kaydirma
Her bir fonksiyonun tanim kiimesini bulun ve grafigini ¢izin.
a)g(x) =2 +logs x

b) h(x) = logqo(x — 3)

Coziim

X

a) g ‘nin grafigi f(x) = logs x (Sekil 4 "deki) fonksiyonunun grafigini 2 birim yukariya kaydirarak elde

edilir (Sekil 6'ya bakiniz). g ‘nin tanim kiimesi (0,°<) "dur.

gla) =2 4 logg x

fla) = logs x

0 /1' T T T T T

Sekil 6

b) h’nin grafigi f(x) = log,o x'in grafiginin (Sekil 4) 3 birim saga kaydiriimasiyla elde edilir. x=3
dogrusu disey asimptottur. log;, x sadece x>0 iken taniml oldugundan, h(x) = log;o(x — 3)’in

tanim kiimesi

{x|x —3 >0} ={x|x >3} =(3,)

16
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¥ Asymplote

11 =3 flx) =log), x

hilx) = log,lx = 3)

4 X

Sekil 7
Adi Logaritmalar

Simdi 10 tabanli logaritmalari ¢alisacagiz.

Adi Logaritmalar: 10 tabanina sahip logaritmalar adi logaritma olarak
adlandirilir ve tabani ihmal ederek asagidaki bicimde ifade edilir:

logx =logqp x

Logaritma tanimindan rahatliklalog 10 = 1 ve log 100 = 2 elde edilir.

Fakat log 50 ‘yi nasil elde edecegiz? 10¥ = 50yi saglayan y Ussini bulmaya ihtiyacimiz vardir.

Aciktir ki, 1 cok kiiclik ve 2 ise ¢ok biylktir. Dolayisiyla,
1<log50 <2

Sansliyiz ki, bilimsel hesap makineleri dogrudan adi logaritma degerlerini veren tusu ile

donatiimistir.
Ornek 7/Adi Logaritmalarin Degerlendirilmesi

f(x) =logx ‘in uygun degerlerini bulmak igin hesap makinesini kullanin ve bu degerleri grafigi
cizmede kullanin.

Co6ziim 10 ‘un Usleri olmayan x’in bu degerlerinde fonksiyonu degerlendirmek icin bir hesap makinesi
kullanarak degerlerden olusan bir tablo yapariz. Bu noktalar isaretlenip ve Sekil 8 ‘de bir dizgin egri
ile birlestir.

.
x log x
l_-
ool | -2 flx) = log »
0.1 =1 1+
05 —0.301 -
1 0 off 2 4 6 8 1 12 =
4 0.602 —11
5 0.699
10 1 1

Sekil 8

17



Ornek 8/Adi Logaritmalar ve Ses

I (W/m?) ile belirtilen fiziksel yogunluga sahip bir sesin siddetinin (desibel dB) algilanmasi asagidaki
bicimde verilmektedir:

I
B =10 log (1—)
0

seklindedir. Burada I, neredeyse duyulabilir sesin fiziksel yogunlugudur. Fiziksel yogunlugu I’ninly’in
100 kati olan bir sesin desibel seviyesini bulunuz.

Coziim:

I = 1001, gergegini kullanarak desibel seviyesi B'yi bulunuz.

B =10log (IL) B’nin tanimi
0
=101log (%) I = 1001,
=101log 100 Iy’1 sadelestir
=10.2=20 log tanimindan

Sesin siddeti 20dB’dir.
Dogal Logaritmalar

Logaritmalar icin tiim midmkin tabanlar icerisinden, yliksek matematigin amaclari icin en geleneksel
secim e sayisidir. Bu sayl Bolim 4.2."de tanimlanmustir.

Dogal Logaritma: e tabanina sahip logaritma dogal logaritma olarak adlandirilir ve In
ile gosterilir:

Inx =log, x

y = Inx dogal logaritmik fonksiyon, y = e* seklindeki dogal Ustel fonksiyonun tersidir. Her iki

fonksiyon Sekil 9'da gosterilmistir. Ters fonksiyonlarin tanimindan

Inx=y o e¥=x

seklindedir.

y In notasyonu latin ismi

logarithmus naturals’in
bir kisaltmasidir.

1

__/ y=Inx

Sekil 9: Dogal logaritmik fonksiyonun grafigidir

18



Onceki logaritma 6zelliklerinde a=e olarak tanimlanirsa ve “log.” i¢in “In” yazarsak dogal logaritmanin
asagidaki 6zelliklerini elde ederiz.

Dogal Logaritmanin Ozellikleri

Ozellik Neden

1. In1 =20 We must raise e to the power O to get 1.

2. Ine=1 We must raise e to the power 1 to get e.
3.Ine"=x We must raise e to the power x to get e”.

4, M =x In x is the power to which e must be raised to get x.

LN Tusuna sahip hesap makineleri dogrudan dogal logaritma degerlerini verir.

Ornek 9/ Dogal Logaritma Fonksiyonunun Degerlendirilmesi

a) Ine®=8 Dogal logaritmanin tanimindan
b) In (eiz) =lne?=-2 Dogal logaritmanin tanimindan
c) In5 =1.609 Hesap makinesinde LN tusunu kullan

Ornek 10/ Logaritmik Fonksiyonun Tanim Kiimesini Bulmak
f(x) = In(4 — x?) fonksiyonunun tanim kiimesini bulunuz.

Coziim: Herhangi bir logaritmik fonksiyonda oldugu gibi, In x fonksiyonu x > 0 oldugunda tanimlanir.
Bdylece f'nin tanim kiimesi

{x|4—x2>0}={x|x? <4} ={xl|x| < 2} = {x|-2 < x < 2} = (-2,2)
Ornek 11/Logaritmik Fonksiyonun Grafiginin Cizimi

y = In(4 — x?) fonksiyonunun grafigini cizelim ve bunu asimptotlar ve yerel maksimum ve minimum
degerlerini bulmak i¢in kullanahm.

Coziim: Ornek 10’da oldugu gibi bu fonksiyonun tanim kiimesi (-2,2) araligidir, bdylece goriintii
dikdortgeni [-3,3] ve [-3,3] seklindedir. Grafik, Sekil 10’da gosterilmektedir ve x = —2 ve x = 2 diisey
asimptotlardir.

(8]

sekil10 ¥ = xIn(4 — x?)
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Fonksiyon x=1'in saginda yerel maksimum noktaya sahiptir. Yakinlastirarak ve imleci grafigin tGzerinde
izleyerek yerel maksimum degerinin yaklasik 1.13 oldugunu buluruz ve bu x=1.15 iken meydana gelir.

4.4.Logaritma Kurallar - Logaritmik ifadelerin Birlestirilmesi ve Genisletilmesi > Taban Degisim
Formiilii

Bu bolimde logaritmanin 6zellikleri ¢alisilacaktir. Bu o6zellikler Bolim 4.6 ‘da goérecegimiz gibi
logaritmik fonksiyonlarin genis bir uygulamasini verir.

Logaritma Kurallar

Logaritmalar Usler oldugundan, Us kurallari logaritma kurallarina neden olur.

Logaritma Kurallan
a#1 seklinde a pozitif bir sayi olsun. A,B ve C, A>0 ve B>0 seklinde herhangi reel sayilar
olsun.
Kural Tanim
1)loga (AB) = lOga A+10ga B Sayilarin garpiminin logaritmasi sayilarin logaritmalarinin toplamidir.
A
2) loga (E) = lOga A— IOga B Sayilarin boliminin logaritmasi sayilarin logaritmalarinin farkidir.
3) lOga AC=ClOga A Bir sayinin kuvvetinin logaritmasi, sayinin logaritmasinin tssu ile
carpilmasidir.

ispat : B6lim 4.3’den log, a® = x ézelligini kullaninz.
Kural 1: log, A = u ve log, B = v olsun. Uslii formda yazildiginda bu esitlikler asagidaki hale gelir.
a"* = Ave a’ = B seklindedir.
Boylece log, (AB)=log,(a*a")=log, (a**")
u+v=log, A +log, B

Kural 2: Kural 1’i kullanarak

A A
log, A = IDg,,[ (E)B] - ]DEJ(E) + log, B

A
]Dg,..(g) = log,A — log, B

Kural 3: log, A = u . Budurumda a* = A olur, boylece

log,(A) = log

o

(au)C — lﬂga(au() = uC = ClﬂgaA
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Ornek 1/ifadeleri Agiklamak igin Logaritma Kurallarini Kullanma

Her bir aciklamayi degerlendirelim

ia) log,2 + log,32
ib) log.80 — log.53
(¢c) —1log8

Cozim:

(a) logy2 + log,32 = logy(2-32)

= log,64 = 3
(b) log;80 — log,5 = logy(7)
= log,16 = 4
icl ——\ log 8 = log g-1/3
= log(3)
= —0.301

Kural 1

64=4°

Kural 2

16=2"

Kural 3

Negatif Usstin ozelligi

Hesap makinesi

Logaritmik ifadelerin Genisletilmesi ve Birlestirilmesi

Logaritma kurallari bir carpimin veya bolimin logaritmasinin, logaritmalarin toplami veya farki olarak

yazilmasina imkan verir. Bu slireg, bir logaritma ifadesinin genislemesi olarak adlandirilir. Asagidaki

ornekte agiklanacaktir.

Ornek2/Logaritma ifadelerinin Genislemesi

Her bir ifadeyi genisletmek icin logaritma kurallarini kullan

(a) log,(6x) (b) logs(x'y")

Coziim:
(a) log,(6x) = log,6 + log,x
(b) logs(x'v") = logsx® + logs)”
=3 logsx + 6 logsv

¢ .
(c) ln( (i)_) = In(ab) — InV'c
e

=Ilna+Inb—Inc"?

=Ina+hb—1he

ic) ln(

Kural 1
Kural 1

Kural 3

Kural 2

Kural 1
Kural 3
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Logaritma kurallari Ornek 2’de yapilan genisleme prosesinin tersine cevrilmesine imkan verir. Bu su
demektir, logaritmalarin toplami ve farklarn tek bir logaritma olarak yazilabilir. Bu proses simdiki

ornekte gorilecegi gibi logaritmik ifadelerin birlestiriimesidir.
Ornek 3:
3logx + Tlog(x + 1) ifadesini tek bir logaritmada birlestir.
Cozim:
3logx + 1log(x + 1) = log x' + log(x + 1)"* Kural3
= log(x’(x + 1}""'3} Kural 1
Ornek 4: Logaritmik ifadelerin Birlestirilmesi

3lns +2Inr —41n(r* + 1)  ifadesini tek bir logaritmada birlestir.

Coziim:
3lns+2lnr—4n(2 +1)=Ins + In'"? — In(s? + 1)* Kural3
— ll'll{.i"!l':]_\j — In::f 4+ ]_‘_|-' Kural 1
I{I' 0 |}4 ura

Uyari: Logaritma kurali bize bir c¢arpimin veya bolimin logaritmasinin nasil hesaplanacagini
soylemekle birlikte buna karsilik bir toplam veya fark icin karsilik gelen bir kural yoktur.

Ornegin,
log,(x +¥) = log,x + log,y

Gergekte esitligin sag tarafinin log, (xy)ifadesine esit oldugunu biliyoruz. Boylece logaritmanin
bolimi veya Ussi uygunsuz bir bicimde sadelestirilemez.

Logaritmik fonksiyonlar insan davranislarini iceren cesitli durumlari modellemede kullanilir. Bu
davranislardan biri 6grendigimiz bir seyi ne siklikla unuttugumuzdur. Ornegin belirli bir performans
seviyesinde (bir testte %90 basari diyelim) cebir 6grendigimizde ve cebiri belirli bir sire
kullandigimizda, bir hafta, bir ay veya bir yil sonra ne kadarini hatirlariz? Hermann Ebbinghaus (1850-
1909) bu fenomeni ¢alismis ve kurali diger 6rnekte tanimlamistir.
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Ornek 5/Unutma Kurali

Eger bir gorev Py performans seviyesinde 0grenilirse, t zaman araligl sonrasinda performans seviyesi

P,

log P =log Py — clog(t + 1)

saglasin. Burada c gorev tipine bagl sabittir ve t aylik élgllir.

a) Pigin ¢oz.

b) Eger bir tarih testinde skorun 90 ise, iki ay sonra benzer bir testten nasil bir skor almayi

beklersin? Veya bir yil sonra? (c=0,2 olsun)
Coziim:

a) ilk olarak sag tarafi birlestirelim
log P =log Py — clog(t + 1)
log P = log P, — log(t + 1)’
Py
(t+ 1)
P,
(t + 1)

log P = log

b) Py=90, c=0,2 ve t aylik &lgilr.

iki ayda f=9 ve

Bir yilda f=12 ve P

Verilen esitlik
Kural 3

Kural 2

Log bire-birdir.

90
= ==~ T2
(2 + 1)
90
= — = 54
Irlz + ]'J[.-._

iki ay sonra ve bir yil sonra beklenen skorlar sirasiyla 72 ve 54’tir.

Taban Degisimi Formiili

Bazi amaglar icin bir tabandaki logaritmayi diger tabandaki logaritmaya degistirmek kullanish olabilir.

Ornegin log, x verilsin ve log;, x ‘i bulmak isteyelim.

y = logy x

Bunu Ustel formda yazalim ve her iki tarafi a tabaninda yazarak logaritmasini alalim.

W=x Ustel form
(B¥) = | Her iki tarafin log,’sini al
log,(b") g, X 8a
vlog, b = log,x Kural 3
log, x
¥y = log b log, b’ye bél
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Bu asagidaki formili ispatlar:

Taban Degisimi Formiili

Taban Degisimi Formli

1
log, x = <@) log, x

logy, x, log, x’in bir sabitle ¢arpanidir ve bu
sabit log, bseklindedir.

Ozellikle eger x = a yerlestirirsek, bu durumda log, a = 1 seklindedir ve bu formiil asagidaki hale
gelir

1
log, b

log, a =
Herhangi bir tabandaki logaritmayl taban degisim formilli kullanarak adi logaritma veya dogal
logaritma cinsinden ifade edip ardindan bir hesap makinesiyle degerini hesaplayabiliriz.
Ornek 6/ Taban Degisimi Formiilii ile Logaritmanin Degerlendirilmesi

Taban degisimi formilini kullanalim ve her bir logaritmayi degerlendirmek icin adi veya dogal

logaritmayi kullanalim, bes ondalik basamaga kadar ifade edelim.
a) logg5 b) logg 20
Coziim:

a) b=8 ve a=10 iken taban degisimi formilind kullanalhim.

__logio5_
logg 5 = Tog1e 8 8~0.77398

b) b=9 ve a=e iken taban degisimi formulini kullanalim.

| 20 = In 20 1.36342
089 2% = In9
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Ornek 7/Bir Logaritmik Fonksiyonu Gizmek igin Taban Degisim Formiiliinii Kullanmak
f(x) = logg x’i cizmek igin bir grafik hesaplayicisi kullanalim.

]

Hesap makinelerinin logg igin bir
— tusu yoktur. Bu sebeple taban
degisimi formalu kullanihr
In x

{0 - 36 = = —

—1 Hesap makinelerinin LN tusu vardir,
. In x fonksiyonun bu yeni formunu gireriz
sekil 1: flx) = logex = 1= ve cizeriz. Grafik, Sekil 1’de
gorilmektedir.
4.5.USTEL VE LOGARITMIK DENKLEMLER

Ustel Denklemler->Logaritmik Denklemler->Bilesik Faiz

Bu béliimde Ustel ve logaritmik fonksiyonlari iceren denklemleri ¢ozecegiz. Burada gelistirilen
teknikler sonraki bélimdeki uygulamali problemlerin ¢6zimiinde kullanilacaktir.

Ustel Denklemler
Bir tistel denklem degiskenin s olarak meydana geldigi durumdur. Ornegin 2* = 7 seklindedir.

Degisken x’in temsil edilebilmesi biraz glctir, ¢iinkl Us’te yer alir. Bu gliclikle basa ¢ikabilmek igin
her bir tarafin logaritmasini aliriz ve logaritma kurali geregi x’i is’ten asagiya indiririz.

27 =17 Verilen esitlik
In2*=1InT7 Her bir tarafin In’ini al
xln2=1In7 Kural 3 (Ussti indir)
o In7 x icin ¢6z
X = E
= 2807 Hesap makinesi

log, A = Clog, A diyen logaritma kurallarindan Kural 3’i hatirlayalim.

2% = 7 ‘yi ¢dzmek icin kullandigimiz metot genelde Ustel denklemlerin nasil ¢ozileceginin tipik bir
ornegidir.
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Ustel Denklemlerin Céziimii igin ilkeler

1- Denklemin her bir tarafindaki tstel ifadeler yalniz birakilir.

2- Her bir tarafin logaritmasi alinir ve Usleri asagi indirmek igin
logaritma kurali uygulanir.

3- llgilenilen degisken icin denklem ¢oziiliir.

Ornek 1: 3**2 = 7 denkleminin ¢dziimiiniin bulalim, alti ondalik basamaga yuvarlayalim.

Co6ziim: Her bir tarafin logaritmasini alip Kural 3’ uyguluyoruz.

3 =7
log(3***) = log 7

x+ 2)logld =log?

P log 7
rres log 3
log 7

x=
log 3

|
[

Verilen denklem

Her iki tarafin logaritmasini al

Kural 3 (Ussii indir)

log 3’e bol

2'yi gikart

= —(.228756 Hesap makinesi

CEVABINI KONTROL ET

Adi logaritma yerine dogal logaritmayi da
kullanabiliriz. Aslinda, ayni adimlari kullanarak

In7
x =———2=0.228756
In3

seklinde elde ederiz.

x = —0.228756’y1 denklemde yerine koy ve bir hesap makinesi kullanarak,

37022875642 ~ 7 glde edilir.

Ornek 2/ Bir Ustel Denklemin Coziimii

8e2*=20 denklemini ¢6z.

Coéziim: ilk olarak bir tarafta istel terim birakmak icin 8’e béleriz

8e™™ = 20
r_ 20
€ - B
Ine** =1In2.5
2r=1In2.5
In2.5
X =
2
== ().458

Verilen denklem

8’e bol

Her bir tarafin In’ini al
In"in 6zelligi

2’ye bol

Hesap makinesi

Cevabini Kontrol Et: Orijinal denklemde
x = 0.458 koy ve bir hesap makinesi
kullanarak 8e2(0458)z20 elde edilir.
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Ornek 3/Cebirsel ve Grafiksel Olarak Bir Ustel Denklemin Coziimii

e3-

Coziim1:Cebirsel

2x = 4 denklemini cebirsel ve grafiksel olarak ¢oziiniiz.

Ustel terimin tabani e oldugundan, bu denklemi ¢dzmek icin dogal logaritma kullanilir.

Verilen denklem

'E,.‘-—_.l.' = 4

Her iki tarafin In’ini al

In(e’ ) = In4
3 —2x=In4d

—2x=-3+1In4

In’in 6zelligi

3’0 gikar

=13 —In4)=0807 —;lecam

Bu cevabin orijinal denklemi sagladigi kontrol edilmelidir.

Co6ziim 2: Grafiksel

3-2x

y=e

¢6ziim olur. iki grafigin kesisim noktasina odaklanirsak, x =~ 0.81 oldugunu goririz.

Ornek 4/Kuadratik Tipte Ustel Denklem

2

e“* — e* — 6 = 0 denklemini ¢oziiniz.

Coéziim : Us terimini yalniz birakmak icin,

e — e —6=0

()Y —e"—6=0

(e"=3)e"+2)=0
ef—3=0 or er+2=0

e' =3 et = -1

Verilen denklem

Us kurali
Carpanlari(e*’de kuadratik)

Sifir-carpim Ozelligi

27

vey =4 U ayni gorintl dikdortgeninde Sekil 1’de gizelim. Grafiklerin kesistigi yerde

Egerw = e* denilirse,

Asagidaki kuadratik denklem
elde edilir

w2—w—-6=0
w-3)w+2)=0

seklinde gcarpanlara ayrilir




e* = 3 denklemini x = Inx’e goturlir. Fakat e* = —2’nin ¢6zUmU yoktur, ¢lnkid tum x’ler igin
e* > 0 seklindedir. Boylece x =In 3 =~ 1.0986 tek ¢6zimdir. Bu cevabin orijinal denklemi sagladigi

kontrol edilmelidir.
Ornek 5/Ustel Denklemin Coziimii

3xe* + x?e* = 0 denklemini ¢dziiniiz.

- ; . Cevabin Kontrolii:
Coziim: Ilk olarak denklemin sol tarafini garpanlara ayiralim

, x =0
3xe' + x€¢" =0 Verilen esitlik 3(0}6[} N 029[} ~ 0 V’
}l'('ﬁ 1 ‘1_){; =0 Carpanlara ayirma _
e®e bol (¢linkii e* # 0) xXr= -2
x(3+x)=0 Sifir-carpim momenti 3(=3)e? + (—3)‘6_3
x =10 oI 3+x=0 ==09¢"+9%"'=0 v

Boylece ¢ozlimler x =0 ve x = 3 ‘dir.

Logaritmik Denklemler
Bir logaritmik denklem degiskenin logaritmasinin oldugu bir denklemdir. Ornegin,
log,(x +2) =5
x’i ¢ozmek icin, denklemi Ustel formda yazariz.
x+2=25 Ustel form
x=32—-2=30 xigin¢dz
Diger bir ¢6ziim yolu ilk adimda denklemin her bir tarafinin tabani 2 yapilir.
ology(x+2) — 95
x+2=25 logaritma &zelligi
x=32—-2=30 xigingdz

Bu basit problemi ¢cozmek icin kullanilan metot geneldir. Asagidaki gibi adimlarda 6zetleyebiliriz.

LOGARITMIK DENKLEMLERIN COZUMU iCiN ONERILER

1) Denklemin bir tarafindaki logaritmik terimi vyalniz; ilk olarak
logaritmik terimleri birlestirmeye ihtiya¢ duyabilirsin.

2) Denklemi Ustel formda yaz (veya denklemin her iki yanini taban
yukseltin)

3) llgili degisken icin ¢oziimle.

28



Ornek 6/Logaritmik Denklemi C6ziimleme
Her birini x icin ¢ozliimle
a) Inx=8 b)log,(25—-x) =3
Cozim:
a) Inx =8 Verilen esitlik
x=e Ustel form
Boylece x = e® =~ 2981

Bu problemi baska bir sekilde de ¢6zebiliriz:

Inx =8 Verilen esitlik

eln* = ¢8  e'yiher iki tarafa da yikselt
x = eS8 In’in 6zelligi
b) ilk adim denklemi iistel formda yeniden yazmaktir
log,(25 —x) =3 Verilen denklem CEVABINI KONTROL ET:
25 —x =23 Ustel form
25 _x =8 Egerx = 17 ise,
x=25—-8=17 log,(25—17) = log,8 = 3

Ornek 7/Logaritmik Denklemin Coziimii
4 + 3log(2x) = 16 denklemini ¢6z.

Coziim: oncelikle logaritmik terim yalniz birakilir. Bu, denklemin Ustel formda yeniden yazilmasina
imkan verir.

4 + 3 log(2x) = 16 Verilen esitlik

4'(i gikar
3log(2x) = 12 ¢
3’e bol
Ty} = .
log “") 4 Ustel form

2x = 10" 2yebsl

CEVABI KONTROL ET x = 5000 ise

4 + 3 log 2(5000) = 4 + 3 log 10,000
=4 + 3(4)
=16 v
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Ornek 8/Logaritmik Denklemi Cebirsel ve Grafiksel Olarak Coziiniiz
log(x + 2) + log(x — 1) =1 oldugunu cebirsel ve grafiksel olarak goster.
Coziim 1: Cebirsel

ilk olarak logaritma kurallarini kullanarak logaritmik terimleri birlestiririz.

CEVABINI KONTROL ET:
| x=—4
[ _ — Kural 1
log[(x + 2)(x — 1)] = 1 log(—4 + 2) + log(—4 — 1)
(x +2)(x — 1) =10  Ustelform — log(—2) + log(—5)
.T] — X — 2 = “:: Sol tarafi ac TANIMS'Z b4
XHx—12=0 1ugker r=a
. log{3 + 2) + log(3 — 1
(x+4)x—=3)=10 Carpanlara ayirma og( ) + log{ )
=log5 + log2 = log(5-2)
x=—4 or xr=3
=logld=1 #
Orijinal denklemde bu potansiyel ¢oziimleri kontrol ederiz x = —4’Un bir ¢6zim olmadigini buluruz

(Negatif sayilarin logaritmasi tanimsizdir), fakat x = 3 bir ¢oztimddr.
Co6ziim 2: Grafiksel

ilk olarak tiim terimleri denklemin bir tarafina toplariz

log(x +2) +log(x—1)—-1=0

Daha sonra

y =log(x +2) +loglx—1)—1

Grafigini, Sekil 2’deki gibi ciz. Coziimler grafigin x kesisimleridir. Boylece tek ¢6ziim x = 3 seklindedir.

0 : : — 6

Sekil 2
Ornek 9/Logaritmik Denklemin Grafiksel C6ziimii
x? = 2In(x + 2) denklemini ¢cdzelim
Coziim Oncelikle tiim terimler tek bir tarafa toplanir.
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x> =2ln(x+2)=0
Daha sonra
y=x%—2In(x +2)
Sekil 3'teki gibi gizilir. Cozlimler grafigin x-kesisimleridir. x-kesisimlerine odaklaninca, iki ¢dziimiin
x = —0.71 ve x = 1.60 seklinde oldugu gorilir
Bilesik Faiz

B6lim 4.1’de faiz igin olan formdilleri ele alalim. Eger ana para P, t yillik bir periyot icin faiz orani r ile
bankaya yatiriliyorsa dénem sonundaki para miktari A asagidaki gibi verilir.

A=P( +r) Basit faiz (bir yillik)

A(r) = P(I + i)": Faiz yilda n kez birlestirilirse
Surekli bilesik faiz
A(r) = Pe"

Logaritmayi, ana paranin belirli miktara ulasmasi icin gereken zamani belirlemek igin kullaniriz.

Ornek 11/ Bir Yatinnmun iki Katina Cikaracak Vadenin (Zamanin) Bulunmasi

Yillik %5 faiz oraniyla 50005’lik bir yatirim yapilsin. Eger asagidaki metoda gore faiz birlestirildiginde,

parayi iki katina ¢ikarmak i¢in gereken zamani bulunuz.
a)Alti aylik b)Sarekli
Coziim

a) P=5000S, A(t)=10,000$, r=0.05 ve n=2 iken bilesik faiz formilini kullan ve elde edilen Ustel
denklemi tigin ¢oz.

05\%
SUUU(I + 0? )

10,000 P( | + i) =A

n,
(I 025 )Ef ) 5000’e bol
Her bir tarafin logaritmasini al

log 1.025% = log 2
N Kural 3(issi indir)

2t log 1.025 = log 2 210g1.025 e bl

Hesap makinesi

Para 14,04 yilda iki katina ¢ikacaktir.
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b) P=5000S, A(t) = 10,000% ve r=0.05 iken siirekli bilesik faiz icin formili kullan ve elde edilen
denklemi tigin ¢oz.

5000¢"" = 10,000 Pe"=A
P =12 5000’ bl
In €*% = In 2 Her bir tarafin In’ini al
0.05¢ = In 2 Inin Gzellgs
2 0.05 e bél
r= 0.05 Hesap makinesi
t=13.86

Para 13.86 yilda iki katina gikar.
Ornek 12/Bir Yatirimi Bilyiitmek igin Gerekli Zaman

Toplam 1000S yillik %4 faiz oraniyla yatiriliyor. Eger faiz surekli olarak birlestirilirse, 4000$’a

blyltmek icin gerekli zamani elde ediniz.

Coziim: P=1000S, A(t)=4000S ve r=0.04 olan surekli faiz orani i¢in olan formuli kullanalim ve elde
edilen Ustel denklemi ticin ¢ozelim.

1000°% = 4000 P&
e = 4 1000’e bél
0.04t = In4 Her bir tarafin In’ini al
In4
t = 0.04’¢ bol
0.04

t = 34.66 Hesap makinesi

4.6.USTEL VE LOGARITMIiK FONKSiYONLARLA MODELLEME

Ustel Biiyiime (iki katina ¢ikma siiresi)—>Ustel Biiyiime (Goreli Biiylime Orani) — Logaritmik
Olgekler

Nifus artisi, radyoaktif clirime, sicaklik yayilimi ve benzeri dogada meydana gelen bircok siireg Ustel
fonksiyonlar kullanarak modellenebilir. Logaritmik fonksiyonlarda ses girlGgil, deprem yogunlugu ve
diger fenomenlerde kullanilir. Bu béliimde Ustel ve logaritmik modelleri ¢alisacagiz.

Ustel Biiyiime (iki katina ¢gikma siiresi)

Her bir saatte béliinen tek bir bakteri ile baslayalim. Bir saat sonra iki bakterimiz, iki saat sonra 2°
veya 4 bakterimiz, Ui¢ saat sonra 2* veya 8 bakterimiz v.b. olur (sekil 1). t saat sonraki bakteri

populasyonunu f(t)=2" seklinde modelleyebiliriz.
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Sekil 1: Bakteri popuiilasyonu

Eger 10 bakteri ile baslarsak, popilasyon f(t)=10.2" olarak modellenir. Daha yavas biiyiiyen bakteri

tlrd her bir 3 saatte iki katina ¢ikar; bu durumda popilasyon f(t)=10.2

Y3seklinde modellenir. Genelde

asagidaki sekildedir.

Ustel Biiyiime (iki Katina Gikma Siiresi)

Popiilasyonun baslangic hacmi ng ise ve iki katina ¢ikma siresi a olsun, bu durumda t
zamaninda popilasyonun hacmi

n(t)=ny2"

seklindedir. Burada a ve t ayni zaman birimlerinde 6l¢imlenir (dakika, saat, giin, ay v.b.)

Ornek 1/Bakteri Popiilasyonu

ideal kosullar altinda belirli bakteri popiilasyonu her bir ¢ saatte iki katina ciksin. Baslangicta bir
koloni de 1000 bakteri olsun.

a) tsaatsonra bakteri poplilasyonu icin modeli bulunuz.
b) 15 saat sonra kolonide ne kadar bakteri olur?
c) Bakteri ne zaman 100,000 ‘e ulasir?

t zamaninda popilasyon asagidaki gibi modellenir. Burada t saat cinsinden dlgiimlenmistir.

n(t) = 100027

b) 15 saat sonra bakteri sayisi
n(15) = 1000- 2" = 32,000

c) a sikkinda buldugumuz modelde n(t) = 100,000 yerlestirip ve t icin Ustel denklemi
¢O6zduglimuzde
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100.000 = 1000 - 23 n(t) = 100,000.273

100 = 213 1000’e bl
]Dg 100 = ng 03 Her iki tarafin logaritmasini al

! Logaritma &zelligi

2 =—log?2 og2 g
3 £

6

t= = 10.93 o

log 2 tigin ¢z

Bakteriler yaklasik 20 saatte 100,000’e ulasir.
Ornek 2/Tavsan Popiilasyonu

Belirli bir cins tavsan kiiglik bir adaya sekiz ay 6nce konulmustur. Adadaki mevcut tavsan niifusu 4100
olacak sekilde tahmin edilmistir ve her bir 3 ayda iki katina gikmaktadir.

a)Tavsan nifusunun baslangig blylklGgai nedir?

b)Tavsan adaya getirildikten 1 yil sonraki niifusu tahmin ediniz.

c)Tavsan niifusunun grafigini giziniz.

Coziim

a) iki katina gcikma siiresi a=3 seklindedir, béylece t zamaninda popiilasyon
n(t) = ny. 23 Model

seklindedir. Burada n baslangigtaki popilasyondur. t=8 ay oldugunda popiilasyon 4100 oldugundan,

n(8) = ny2%° Modelden
4100 = ny2%° n(8)=4100 oldugundan
4100 83 1 .
g = o 2%*'e bol ve taraf degistir

ny = 643 Hesapla

Adaya 645 tavsanin getirildigi tahmin edilir.

b)a sikkindan goriilmektedir ki ny=645 seklindedir. Boylece t ay sonra poplilasyon asagidaki gibi
tahminlenir.

n(t) = 645.2"/3
Bir yil sonrat = 12 iken
12/ . .
n(12) = 645.2 7/3210,320 seklindedir.

Bir yil sonra yaklasik 10,000 tavsan olur.
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c)Tanim kiimesi t = 0 seklindedir. Grafik, Sekil 2’deki gibidir.

20,000

P 20

Sekil 2:  n(t) = 645. 247

Ustel Biiyiime (Goreli Biiyiime Orani)

Poptlasyon artisini modellemek icin iki tabanina sahip Gstel fonksiyonu kullandik (iki katina ¢ikarma
suresi). Ayni popilasyonu 3 tabanina sahip Ustel fonksiyon olarak da (li¢ katina ¢ikma) bulabiliriz.
Aslinda, herhangi bir tabana sahip tstel model bulabiliriz. Eger e tabanini kullanirsak, géreli biiyiime
orani r (goreli bliyime orani, herhangi bir zamanda popllasyon orani olarak ifade edilir) cinsinden
popiilasyonun asagidaki modeli elde edilir. Ornegin, eger r=0,02 ise bu durumda herhangi bir t

zamanindaki blylme orani, t zamaninda populasyonun %2’sidir.

Ustel Biiyiime (Goreli Biiyiime Orani)

Ustel Biiyiimeye sahip bir popiilasyon asagidaki modele gére artar
n(t) = ny.e™

n(t)=t zamaninda popiilasyon

ng=popllasyonun ilk hacmi

r=goreli bilylime orani(popiilasyonun orani olarak aciklanir)

t=zaman

Burada dikkat edilmelidir ki poptlasyon biyimesi formilu bilesik faiz orani ile aynidir. Gergekte her
iki durum icin de ayni prensip isler. Zaman periyodu basina popiilasyon blylimesi (veya yatirim)
popilasyon hacmine (veya yatirm miktarina) orantilidir. 1,000,000’luk bir popilasyon bir yilda
1000’lik bir nifustan daha fazla artar, ayni sekilde, 1,000,0005’lik bir yatirim bir yilda 1000$’lik bir

yatirrmdan daha fazla artar.

Asagidaki 6rneklerde niifusun tstel arttigi varsayilmistir.
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Ornek 3/Popiilasyon Biiyiikliigiiniin Tahminlenmesi

Bir kiltirdeki baslangictaki bakteri sayisi 500 olsun. Biyolog daha sonra kiiltirdeki bakteriden bir
ornek alsin ve saat basina goreli bliyiime orani %40 olsun.

a)t saat sonra bakteri sayisini modelleyecek fonksiyonu bulunuz.
b)10 saat sonra tahminlenen sayi nedir?
c)Bakteri sayisi ne zaman 80,000’ e ulasir?
d)n(t) fonksiyonunun grafigini ciziniz.
Coziim:

a) ne=500 ve r=0.4 olan Ustel model elde edilir.

n(t) = 500. %4t

burada t saati belirtir.

b) a sikkindaki fonksiyonu kullanarak 10 saat sonraki bakteri sayisi asagidaki gibi elde edilir.

n(10) = 500.e%*1% = 500.¢* ~ 27,300

c) n(t) = 80,000 koy ve ticin elde edilen iistel denklemi ¢dz.

n(t) = 500. %4t
80,000 = 500 - ¢4

160 = 04 500’e bol
In 160 = 0.4¢ Her iki tarafin Inini al
_ In 160 1268 tigin ¢oz
0.4
Bakteriler 12,7 saatte 80.000 ‘e ulasir.
d)Grafigi Sekil 3'de gosterilmistir.
5000 Dinya poplilasyonunun goreli

blylimesi son yillarda azalmaktadir-
1995’de %2’'den 2006’da %1.3'e
dismistir.

nlt) = 500"

500 —

SEKIL 3
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Ornek 4/Farkl Popiilasyon Artis Hizlarinin Karsilastiriimasi

2000’de diinya nifusu 6,1 milyardi ve goreli bliylme orani yil basina %1,4 seklindeydi. Yil basina
%1’lik oranin birkag on yila toplam popiilasyonda énemli bir fark yaratacagi iddia edilmektedir. Bu
iddiayi

a) yil basina %1.4’luk

b) yil basina ylzde %1’lik biyime oranini kullanarak 2050 yilindaki diinya popiilasyonunu tahmin
edelim.

Coéziim: a)Ustel biilyiime modeline gére
Tl(t) — 6,160’014t

n(t) milyar olarak élgulir ve t, 2000 ’den beri dlcimii gosterir. 2050, 2000’den 50 yil sonra
oldugundan

n(50) = 6,1e%014G0 = 6 1¢%7 = 12,3  seklindedir.
2050 yilinda tahminlenen poplilasyon yaklasik 12,3 milyardir.

b)
n(t) = 6,1e%°1% fonksiyonu kullanilir.

n(50) = 6,1e%010650) = 6 1¢%5 ~ 10,1 elde edilir.

2050 yilinda tahminlenen popilasyon yaklasik 10.1 milyardir. Sekil 4’deki grafik blylmenin goreli
oranindaki kiicik bir degisim zaman boyunca, popilasyonda buyik bir fark yarattigini
gostermektedir.

n(t) = 6.1¢0-014

n(t) = 6.1201

R — 100
Sekil 4

Logaritmik Olgekler

Bir fiziksel birim cok biyik bir aralik boyunca degisiyorsa, yonetilebilir bir sayi setine sahip olmak igin
bunlarin logaritmasini almak uygun bir yaklasimdir. Boyle bazi durumlar: asidi 6lcen pH Olcegi;
depremlerin yogunlugunu olcen Richter 6lgegi; ses glirliigl 6lcen desibel 6lgegi. Logaritmik 6lgeklerde
Olcilen diger olciler 1sik yogunlugu, bilgi kapasitesi ve radyasyondur.

Richter Olgegi
1935’de Amerikan jeologu Charles Richter(1900-1984) bir depremin biylkligi M'yi

37



I
M= logg

olarak tanimlanmistir. Burada / depremin yogunlu ve S standart bir depremin yogunlugudur
(buyiikliigii 1 micron=10"cm ‘dir).
Bir standart depremin biyudkliga

S
M=log§:10g1:O

seklindedir.
Richter 1900 ve 1950 arasinda bircok deprem calismistir. En bliyliglu Richer Olceginde 8.9

blyiklGgine sahiptir ve en kiglgl 0 biyukligine sahiptir. Bu 800.000.000’luk yogunluk oranina
karsilik gelir, boylece Richter dlcegi daha yonetilebilir sayilarla calisma imkani verir. Ornegin, 6

blylkliginde bir deprem 5 biiyikligiinde bir depremden 10 kez daha giigludr.

Ornek 9/ Deprem Biiyiikliigii
1906 San Francisco depremi Richter 6lgeginde 8.3 biylikligliinde tahmin edilmistir. Ayni yil dort kat

daha yogun olan Kolombiya-Ekvator sinirindaki depreminin Richter olgeginde biylkligu nedir?

Co6ziim: Eger I San Francisco depreminin yogunlu ise, bu durumda blykligin tanimi
M = logé = 8.3 seklindedir.

Kolombiya-Ekvator depreminin yogunlugu 4 I seklindedir, boylece biyukligu
41 I
M= log? =log4 + logg =log4 + 83~ 89

Ornek 10/Deprem Siddeti

1989’da San Francisco’yu vuran Lama Priete depremi Richter dlgeginde 7.1’lik bir blytklige sahiptir.
1906 depremi (Ornek 9) 1989 depremine gore ne kadar daha siddetlidir?

Coziim: I; ve I, sirasiyla 1906 ve 1989 depremlerinin siddeti ise, bu durumda I, /I,’ye bulmamiz
gerekir. Bu iliskiyi bliyuklugin tanimi ile iliskilendirmek icin, pay ve paydayi S ‘e béleriz.

]DUL ~ log L/S Pay ve paydayi S’ye boleriz
- "L/
B I, I
= ]DEE B ]DEE Logaritmanin 2.kurali
=83-T71=12 Deprem siddetinin tanimi

Boylece
] o 5
TI — Iﬂlng_]’,']’:l = 10" = 16

1906 yilindaki deprem 1989 depreminden yaklasik 16 kat daha siddetlidir.
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