DERS 8

Artan ve Azalan Fonksiyonlar, Konkavlik, Maksimum ve Minimum

8.1. Artan ve Azalan Fonksiyonlar. Bir fonksiyonun veya onun grafiginin belli bir aralik
lizerinde artan veya azalan olmasinin ne anlama geldigi asagidaki sekilden anlasilabilir.
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Tamm 1. (a, b) araliginda taniml1 bir f fonksiyonu verilmis olsun. X; < X, olan her X; , X,
e (a,b) igin f(x;) < f(xp) oluyorsa, f fonksiyonu (a,b) araliginda artan fonksiyondur
denir. X; < X, olan her X;,X;, € (&,b) igin f(x;)> f(x,) oluyorsa, f fonksiyonu(a,b)
araliginda azalan fonksiyondur denir.

Yukarida grafigi verilen f fonksiyonu (a,b) araligindave (c,d) araliginda artan, (b, C)
araliginda azalandir.

Tiirevli bir fonksiyonun bir aralik {izerinde artan veya azalan oldugu o fonksiyonun tiirevinin
s0z konusu aralikta aldig1 degerlere bakilarak belirlenebilir. Soyle ki

Teorem 1. f, [a,b] araliginda siirekli ve (a,b) araliginda tiirevli bir fonksiyon olsun.

e Eger(a,b) araligindaki her x i¢in f'(x) >0 ise, f fonksiyonu (a,b) araliginda
artan fonksiyondur.

e Eger (a,b) araligindaki her x i¢in f'(x) <0 ise, f fonksiyonu (a, b) araliginda

azalan fonksiyondur.

e Eger (a, b) araligindaki bir ¢ i¢in f'(c)=0 ise, f fonksiyonunun grafigine
(c,f(c)) noktasindaki teget yataydir.



Teorem 1 de ifadesini bulan durumlar asagidaki sekil iizerinde 6zetlenmistir.

f'(c)=0
Egim sifir

f'(x)<0
Egim negatif

f1(x) > 0 Ay
Egim pozitif

yatay teget

Groon L | G

y=f(x)

<V

Ornek 1. f(x) =x*—6x +10 = (x — 3)* +1 fonksiyonu i¢in f'(X) =2x—6=2(x - 3).

Asagidaki tabloda da gosterildigi lizere,
f'(3)=0 olup x<3 i¢in f'(x)<0 ve
x>3 i¢in f'(x)>0 dir. Dolayistyla,

bu fonksiyon (—,3) araliginda azalan,

(3,0) araliginda artandir.

X | -oc 0 3 4 oc
| I

'Ol o o o6 - - 0t2+ + 4+ o+
|

azalan ar t an

Ornek 2. f(x)=x®+3x+4 fonksiyonu (-oc , o) araliginda artandir. Ciinkii, her X reel sayisi igin
f'(x)=3x> +3>0 dur.

8.2. Kritik Degerler. Tirevli bir fonksiyonun hangi araliklar iizerinde artan ve hangi
araliklar tlizerinde azalan oldugunu arastirirken o fonksiyonun tiirevinin hangi araliklar
tizerinde pozitif ve hangi araliklar iizerinde negatif degerler aldigin1 belirlemek yeterlidir.
Bunun igin ise fonksiyonun tiirevinin sifir oldugu veya tanimsiz oldugu noktalar 6nem
kazanmaktadir.
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Tamm. f(X) in taniml oldugu; ancak, f'(X) in tanimsiz oldugu veya f'(X)=0 olan X
degerlerine f fonksiyonunun kritik degerleri denir.

AY
Ornek 1. f(x) =x*—6x+10 un (0,10)
kritik degeri x = 3 tiir:
f'(x) =2x-6=0 = x=3. 3 >
Ornek 2. f(x)=1+ X in kritik degeri: AV

f'(x) =3x*=0 = x=0.

s
><V

Ornek 3. f(x)=(1-x)"*=-(x- )" i@in Ay
kritik degerleri:

-2 _1 —

P00 =5 1-x)7 (- 1)-

2
3(x—1) >
f(1) tanimh, f'(l) tanimsiz = x=1 kritik.

e 1 -1
Ornek4. f(X)=—— , f'X=——
9 X—=2 ( )Z(X—Z)2 AY
f(2) ve f'(2) tanimsiz \
= kritik deger yok. __\\ 5 »

Ornek 5. f(x)=x*-6x*+9x+1 fonksiyonunun

tiim kritik degerlerini, artan ve azalan oldugu
araliklar1 belirleyelim.

f(x) her X i¢in tanimli.

f'(x) =3x>—12x+9 =3(x> —4x+3)

f'(xX) =0= x=1 veya x=3 : :
= x=1 ve X =23 kritik. ' X

v

X[ -« 0 1 3 oc

f') + ++ 3+0- --9+ + +
I |

artan azalanjar t a n

Yukarida yandaki grafikte gosterildigi tizere, f fonksiyonu (-oc, 1) ve (3, o) araliklarinda
artan, (1,3 ) araliginda azalandir.



x> -3
X—2
araliklar belirleyelim.

Ornek 6. f(x)=

fonksiyonunun tiim kritik degerlerini, artan ve azalan oldugu

=2x(x—2)—(x2 -3)_ x? —4x+3 _ (x=D(x-3)

Py -2 (-2
AY

Bu ifadeden f nin kritik degerlerinin x=1, x=2 ve x=3
oldugu, asagidaki tablodan da \/

X -oC 1 2 3 oc

x-1 | - YT PP P /"\2 -
X-3 | cccmmmo oo oo 0+++ 1y 3 X
(X2)? [++++++F++ 0++ +F+++

X)) |+++++0----f----- H ++ +

artan |azalan| azalan| artan

fonksiyonun (-o0,1) ve (3,0) araliklar1 iizerinde artan, (1,2) ve (2,3) araliklari iizerinde
azalan oldugu goriiliir.

Ornek 7. f(x)=3x*-20x> +42x> -36x+15 fonksiyonunun tiim kritik degerlerini, artan ve
azalan oldugu araliklar belirleyelim.
f'(x) =12x° — 60x* + 84X — 36 =12(x> = 5x> + 7x —3)

Sag tarafta parantez i¢indeki ifade (0rnegin x=1 i¢in bu ifadenin sifir olduguna dikkat
edilerek) ¢carpanlara ayrilirsa,

f'(x)=12(x = 1)*(x —3)

ve boylece, x=1ve x=3 1{n f nin kritik noktalar1 oldugu goriiliir. f'(x) in isareti
incelenince

frf) | - - - - b .. 0 + + +

f nin (-oc, 3) araliginda azalan, (3, oc) araliinda artan oldugu goriiliir.
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8.3. Konkavlik , ikinci Tiirev. Bir fonksiyonun grafigini ¢izerken fonksiyonun grafiginin
herhangi bir aralik iizerinde artan m1 yoksa azalan m1 oldugunu bilmek kuskusuz énemlidir.
Bununla beraber, grafigin egriliginin ya da biikeyliginin ne yonde oldugunu bilmek de énem-
lidir. Egrilik veya biikeylik ile ne sdylemek istedigimizi biraz daha a¢alim.

Tamm 1. (a,b) araliginda tanimhi bir f fonksiyonu ve ¢ € (a, b) verilmis olsun. Eger f

nin grafigi, (c, f (C)) noktasindaki teget dogrusunun iistiinde kaliyorsa, bu takdirde, (c, f (c))
noktasinda f nin grafigi yukariya dogru konkavdir denir. Eger f nin grafigi, (c, f (c))
noktasindaki teget dogrusunun altinda kaliyorsa, bu takdirde, (c, f (c)) noktasinda f nin
grafigi asagiya dogru konkavdir denir. Eger (a , b) araligindaki her ¢ i¢in  (c,f (C))
noktasinda f nin grafigi yukariya dogru konkav ise, f nin grafigi (a, b) araliginda
yukariya dogru konkavdir denir. Eger (a, b) araligindaki her ¢ i¢in (c,f(C)) noktasinda
f nin grafigi asagiya dogru konkav ise, f nin grafigi (a, b) araliginda asagiya dogru
konkavdir denir.

N y:“\xi g

N

>
a b X

(a, b) arahginda

a,b hgind
vukariya dogru konkav ( ) arahiginda

asagiya dogru konkav

Yukaridaki sekillere baktigimiz zaman, soldaki sekilde, (a , b) araliginda X biyiidiik¢e
f'(x) in de biiyiidiigii; sagdaki sekilde ise X biiylidikce f'(x) in kii¢iildliglinli goriiyoruz.
Demek ki, bir fonksiyonun grafiginin bir aralik iizerinde yukariya veya asagiya dogru konkav

omast o fonksiyonun tiirevinin s6z konusu aralikta artan veya azalan olmasiyla iligkilidir.
Soyle ki

e Eger f' fonksiyonu (a,b) araliginda artan ise, f nin grafigi (a,b) araliginda
yukartya dogru konkavdir.

e Eger f' fonksiyonu (a,b) araliginda azalan ise, f nin grafigi (a,b) araliginda
asagiya dogru konkavdir.

Bir fonksiyonun bir aralik {izerinde artan veya azalan olmasi o fonksiyonun tiirevi ile iliskili
oldugundan, bir fonksiyonun grafiginin konkavlig1 belirlenirken o fonksiyonun tiirevinin
tiirevine bakmak gerekecegi aciktir. Bu diisiince, ikinci tlirev kavraminin tanimina yol agar.

Tamm 2. f fonksiyonunun birinci tiirevi  f'(x) mevcutsa ve f'(x) in de tiirevi mevcutsa,
f'(x) intirevine f nin ikinci tiirevi denir ve f"(x) ile gosterilir.



y=1f(x) ise, f nin ikinci tirevi
d
f ”(X) =d—( f '(X))
X
tir ve bu tiirev

d2
f”(X) — y”:WX

sembolleri ile de gosterilir.
Ucgiincii, dordiincii ve daha yiiksek mertebeden tiirevler de benzer sekilde tanimlanabilir.

Bir fonksiyonun yliksek mertebeden tiirevlerinden séz ederken, o fonksiyonun tiirevi igin
birinci tiirev deyimi kullanilir.

Ornek 1. f(x)=x>= f'(x)=2x= f"(x)=2

Ornek 2 y—ﬁ:y'—L:y”—i(Lj—i lx_é ——lx_%—— 1
' 24x dx| 2x ) dx| 2 4 N

Ornek 3. y=l = y':_—z1 = y”:i3 = y"’:_—46
X X X X

Simdi, yukarida konkavlikla ilgili olarak birinci tiirev cinsinden verilen sonug, ikinci tiirev
cinsinden soyle ifade edilebilir.

Teorem 1. f, (a, b) araliginda birinci ve ikinci tiirevi mevcut olan bir fonksiyon olsun.

e Eger (a,b) araligindaki her X igin f''(x)>0 ise, f nin grafigi (a,b) araliginda
yukartya dogru konkavdir.

e Eger(a,b) araligindaki her x igin f''(x)<0 ise, f nin grafigi (a,b) araliginda
asagiya dogru konkavdir.

Ornek 4. f(x) =x*—6x +10 fonksiyonuicin f'(x)=2x—6 , f"(x)=6 oldugundan, her
X reel sayisi igin f''(x)>0 dir. Dolayisiyla, bu fonksiyonun grafigi (-oc , oc) araliginda
yukariya dogru konkavdir.

Ornek 5. f(x) =x’ fonksiyonunun grafiginin yukar ve asag1 dogru konkav oldugu bolgeleri
belirleyelim.  f'(x) =3x% f"(x) = 6xtirve f"(X) in isaret degisimi asagidaki tablodan da
anlagilacag1 lizere bu fonksiyonun grafigi (-oc , 0) araliginda asagiya, (0 , o) aralifinda

yukartya dogru konkavdir. y
A

I~ [

X -oC

fF0l - - - - -
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Simdiye kadar yapilanlardan su sonucu ¢ikarabiliriz: Bir f fonksiyonunun artan veya azalan
oldugu araliklar f nin birinci tiirevinin; fonksiyonun grafiginin yukariya veya asagiya dogru
konkav oldugu araliklar da f nin ikinci tiirevinin isaretinin degisimine bakilarak
belirlenebilir. Su kurallar1 elde ettik:

(a, b) araliginda

o f'(X) >0 = f artan

f'(x) <0 = f azalan

e f'(c) =0 = (c,f(c)) de yatay teget

e f"(x) >0 = y=f(X) in grafigi yukar1 dogru konkav
e f"(X) <0 = y=f(x) in grafigi asag1 dogru konkav

Tamm 3. Bir f fonksiyonunun grafiginde konkavligin degistigi noktaya f nin doniim
noktasi denir.

AY

doniim noktasi {
/ X

Dontim noktasti ile ikinci tiirev arasinda su iliski vardir:

Teorem 2. f fonksiyonu (a,b)de siirekli ve a<c<Db olmak iizere, f nin x =cde
doniim noktasi varsa, ya f'(c)=0 yada f'"(C) tanimsizdir.

Ornek 6. f(x)=x*-6x>+9x+1 fonksiyonunun tiim kritik degerlerini, artan veya azalan, f
nin grafiginin yukari dogru veya asagt dogru konkav oldugu araliklari, ve varsa doniim
noktalarii belirleyelim.

Fonksiyonun birinci ve ikinci tiirevlerini bulalim.

Kritik degerler

f(xX)=3x-12x+9=0 = x=1_veya x = 3.

f"x)y=6x-12=0 = x=2.

o

x =2 de f7(x) in isareti degistiginden, bu noktada konkavlik degismektedir. Dolayisiyla,
X =2 de doniim noktasi vardir.



f fonksiyonunun artan veya azalan oldugu araliklar1 ve grafigin yukari dogru veya asagi
dogru konkav oldugu bdlgeleri, bir tablo {izerinde belirleyebiliriz.

X oC 0 1 2 3 oC
| | | |
f(X) 1 5 3 1
| | ,
I [
f'(x) SRR Y | NN CUCIY SR
frO))| e R N B

Tablonun ilk satirinda fonksiyonun bazi degerleri verilmektedir; ikinci satirda f'(X) in
isaretinden fonksiyonun (—oo,1) ve (3,0) araliklarinda artan, (1,3) aralifinda azalan
oldugunu; tiglincii satirda f''(X) in isaretinden fonksiyonun (—0,2) araliginda asagi dogru,
(2,0) araliginda yukart dogru konkav oldugunu goriiyoruz. Son satirda bu hususlari

aciklayici cizgiler ¢izilmistir. Bu bilgiler 1s1g8inda verilen fonksiyonun grafigi asagidaki gibi
cizilebilir.

y donim noktasi
\

v

8.4. Yerel Maksimum ve Yerel Minimum. Bir siirekli fonksiyon bir araligin bir kisminda
artan bir kisminda azalan ise, o fonksiyon artan olma durumundan azalan olma durumuna
gecerken yerel olarak en yiiksek degere ve azalan durumundan artan durumuna gecerken de
yerel olarak en kiigiik degere ulasacaktir. Bu tiir degerlere yerel ekstremum degerleri ,
bunlardan yerel olarak en biiylik olan(lar)a yerel maksimum ve yerel olarak en kiigiik
olan(lar)a da yerel minimum deger(ler) denir.
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Tamm 1. f , ceR de tanimh bir fonksiyon olsun. ce(a,b) olan ve her xe(a,b) igin
f(x) < f(c) kosulunu saglayan bir (a,b) araligi varsa, f(c) degeri f nin bir yerel
maksimum degeridir denir. Benzer sekilde, ce(a,b) olan ve her xe(a,b)igin f(x) > f(c)
kosulunu saglayan bir (a,b) aralig1 varsa, f(c) degeri f nin bir yerel minimum degeridir
denir.

Asagidaki sekiller bu tanimlar i¢in agiklayici olacaktir.

A y A y
f(c) 0 /
f) \/
aI C X 5 5( m Cﬁ X n }X
a<x<b=f(Xx<f(c) a<x<b= f(x)>f(c)
( f(c) yerel maksimum) (f(c) yerel minimum)

f(c) degeri f nin yerel maksimum (veya yerel minmum) degeri ise, f nin X=C de yerel
maksimum(veya yerel minimum) degeri vardir denir.

Bir fonksiyonun bir yerel maksimum degeri belli bir aralik iizerinde fonksiyonun aldig1 en
bliytik deger, yerel minimum degeri de belli bir aralik {izerinde aldigi en kii¢iik degerdir.
Dolayisiyla, bir fonksiyonun birden ¢ok yerel maksimum veya yerel minimum degerleri
bulunabilir.

y=f(x)

Yukarida grafigi verilen f fonksiyonu i¢in f(c,), f(c,), f(cs), f(cg) degerleri yerel
maksimum, f(c,), f(c;), f(cs), f(c,) degerleri de yerel minimum degerleridir. Bu
grafikte, iki tiir yerel maksimum deger bulunduguna dikkat ediniz. Ornegin, f(c,) yerel
maksimum degerini gbz Oniine alirsak, fonksiyonun c, civarindaki grafigi asagidaki gibi
olup f'(cs) tamimsizdir(Bu noktada, grafige sonsuz coklukta teget cizilebilecegine dikkat
ediniz).

f'(c,) tammsiz

()
=)
><‘ A



Diger yerel maksimum degerler, 6rnegin f(c,) i¢in fonksiyonun c, civarindaki grafigi asa-
g1daki gibi olup (c,, f(c,)) noktasinda yatay teget vardir; bagka bir ifade ile, f'(c,)=0 dir.

f'(c)=0

o
N
<Y

Grafikte yerel minimum degerlere karsilik gelen noktalara bakildigi zamanda ayni durum
gozlemlenecektir. Gergekten, bir fonksiyonun yerel maksimum ve yerel minimum degerleri
ile ilgili olarak asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 1. Bir f fonksiyonu (a, b) araliginda siirekli ve ¢ € (a, b) igcin f(c) yerel
maksimum veya yerel minimum ise, ¢ , f nin bir kritik degeridir ( yani, f'(c)=0 veya
f'(c) tamimsizdir).

Bir fonksiyonun bazi kritik degerleri yerel maksimum veye yerel minmum degerlere yol
agmayabilirler. Ornegin, x=0degeri f(x)=x> kiip fonksiyonu igin bir kritik degerdir fakat
f(0)=0 degeri kiip fonksiyonunun ne yerel maksimum ne de yerel minimum degeridir.

c , T nin kritik degeri ise, f(C) nin yerel ekstremum olma durumu f'(X) in ¢ civarinda
isareti incelenerek belirlenebilir.

Teorem 2(Birinci Tiirev Testi). [a,b] kapali araliginda stirekli bir f fonksiyonu verilmis
olsunve ¢ € (a, b), f nin bir kritik degeri olsun. Ayrica, f fonksiyonunun (a,b) araliginin
belki ¢ hari¢ her noktasinda tlirevli oldugunu kabul edelim. Bu takdirde,

e Egerher xe (a, ) i¢in f'(x)>0 ve her xe (¢, b) igin f'(x)<0 ise, f(c), f nin
bir yerel maksimum degeridir.

e Egerher xe (a,¢) i¢in f'(x)<0 ve her xe (¢, b) igin f'(x)>0 ise, f(c), f nin
bir yerel minimum degeridir.

e Egerher xe (a,b) igin f'(x)>0 veya her xe (a,b) i¢in f'(x)<0 ise, f(c), f
nin bir yerel maksimum veya yerel minimum degeri degildir.
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Birinci Tiirev Testinde s6z konusu edilen durumlar asagida gosterilmistir:

yerel maksimum
f'(x) + 4+ + +f - - - -

! c "X
X a c b y
frfoof - - - - o+ o+ o+ \/ yerel minimum
| c T X
X a b y f'(C) tanimsiz;
') - - - - IF o \ yerel maks. veya
N R yerel min. yok
H | c "X
X a c b y f'(c)=0
frx)| ++ + + + + + + yerel maks. veya
yerel min. yok
| I c 'X

Ornek 1. f(x)=x>-6x*+9x+1 fonksiyonunun kritik degerlerini daha 6nce bulmustuk.
f'(x) =3x*-12x+9=0 = x=1 veya x = 3.

f'(x) in isareti incelenince

x | ¢ |1 |3 oc
f'fool + + + + + o+ il)---é)++++
I I
X =1 de yerel maksimum ( f(I)=5) ve X = 3 de yerel minimum ( f(3)=1) degeri

bulundugu goriiliir.
Ornek 2. f(x)=3x* —20x* + 42x*> —36x +15 fonksiyonunun kritik degerlerini bulalim.

f'(x)=12%* —60x> +84x-36=0 = 12(X’ —5x* +7x-3)=0
= (x-1)’x-3)=0 = x=1,x=3.
Bu 6rnegimizde de kritik degerlerin X =1 ve X = 3 oldugunu goriiyoruz. f'(X) in isareti
incelenince

x | ™ ! 3

f'a)l - ---------- 0 ----- 0o + + + +




sadece X = 3 te yerel minimum( f(3)=-12) bulundugu, X = 1 de ne yerel maksimum ne de
yerel minimum( f (1) =4 ) bulundugu goriiliir.

f'(c) = 0olan bir kritik degerin yerel maksimum veye yerel minmum durumu f''(C) nin o
degerdeki isaretiyle de belirlenir:

Teorem 3(ikinci Tiirev Testi). f, (a,b)araliginda tiirevli bir fonksiyon ve ¢ € (a, b) igin
f'(c)=0 olsun.

e Eger f'"(c)<O0ise, f nin x=c de yerel maksimum degeri vardir.

e Eger f'"(c)>0ise, f nin x=c de yerel minimum degeri vardir.
Yukaridaki 6rneklerde bulunan kritk degerler icin ikinci tiirev testini uygulayarak da sonuca
gidebiliriz:

Ornek 3. f(x)=x*—-6x*+9x+1 in kritik degerlerini Ornek 1 de bulmustuk: x =1 ve x = 3.
Simdi bu kritik degerler i¢in ikinci tiirev testini uygulayalim.

f(X)=x>—6x> +9x+1 = f'(X)=3x>-12x+9 = f"(X)6x-12
= f"1)=-6 ve f"3)=6

f'()<0 ve f"(1)>0 oldugundan, f()=5  yerel maksimum ve f(3)=1 yerel
minimumdur.

Ornek 4. f(x)=3x*—20x* + 42x*> —36x+15 fonksiyonunun kritik degerlerini Ornek 2 de
bulmustuk: X =1 ve X = 3. Simdi bu kritik degerler icin ikinci tiirev testini uygulayalim.

f(x)=3x" —20x> +42x? =36x+15= f'(X)=12x> —60x* +84x —36 = f"'(X) =36x* —120x + 84
= f"M)=0 ve f"(3)=48

f'"(3)=48>0 oldugundan, f(3)=-12 yerel minimumdur. f"(1)=0 oldugundan, x=1

kritik noktas: i¢in ikinci tiirev testi ile herhangi bir sey sdylenemez. Ancak, birinci tiirev

testinden biliyoruz ki f(1) =4 ne yerel maksimum ne de yerel minimumdur.

f'(cy=0 ve f'"(c)=0 oldugunda ikinci tirev testinden x=c kritik degerinin yerel

maksimum veya yerel minimum olup olmadigi konusunda bir sey sOylenemeyecegini
unutmamaliy1z. Bu durumda, birinci tiirev testi veya tanimlar kullanilir.



Artan Azalan Fonksiyonlar , Konkavlik , Maksimum Minimum 141

8.6. Mutlak Maksimum ve Mutlak Minimum. Bir fonksiyonun tanim kiimesinde aldig1
degerlerden en biiyligii varsa, o en biiylik degere fonksiyonun mutlak maksimum degeri
denir. Eger fonksiyonun tanim kiimesinde aldigi degerlerden en kiicligli varsa, o en kiiciik
degere fonksiyonun mutlak minimum degeri denir.

y
Ornek 1. f(x)=1-x> fonksiyonunun T
mutlak maksimum degeri f(0) =1 dir. ’ T X

Bu fonksiyonun mutlak minimum de-
geri yoktur.

Ornek 2. f(x) =1+ x> fonksiyonunun

mutlak minimum degeri f(0) =1 dir.

Bu fonksiyonun mutlak maksimum |
degeri yoktur. |

Bir fonksiyonun bir aralik iizerinde mutlak maksimum ve mutlak minimum degerlerinden s6z
edilebilecegi agiktir. Bu baglamda asagidaki sonu¢ dnemlidir.

Teorem 1. f  fonksiyonu [a, b] kapali araliginda stirekli ise, f bu aralikta mutlak
maksimum ve mutlak minimum degerlere sahiptir.

AY
y=f(x)

v
x

Sekilden de goriildiigii tizere, teoremde ifade edilen sonug¢ sagduyusal olarak asikardir. [a , b]
araliginda stirekli olan f fonksiyonunun grafigi olan egrinin en asagida ve en yukarida
noktalar1 vardir.

[a, b] araliginda siirekli bir f fonksiyonunun bu araliktaki mutlak maksimum ve mutlak
minimum degerleri ya f nin (a, b) araligindaki kritik noktalarinda ya da [a, b] araliginin
u¢ noktalarinda (x=a ve X=b de) ortaya ¢ikar.

Ornek 3. f(x)=x’—6x>+9x+1 denklemi ile verilen f fonksiyonunun asagidaki
araliklardan her birinde mutlak maksimum ve mutlak minimum degerlerini bulalim:

a) [0,2] b) [é,z] 0 [%,4] ¢) [2.4]



Coziim. 8.3 te, Ornek 6 da ele almis oldugumuz bu fonksiyonun kritik noktalar1 X =1 ve
X = 3 tir. Her bir araliktaki mutlak maksimum ve mutlak minimum degerleri sOyle
belirlenir.

a) [0,2] araliginda sadece x =1 kritik noktas1 vardir ve
f)=1 f)=5 , f(2)=3

degerlerinden f(0)=1 degeri f nin bu araliktaki mutlak minimum degeri , f(1)=5
degeri de mutlak maksimum degeridir.

b) [%,2] araliginda da sadece x =1 kritik noktas1 vardir ve

1 33
f()="2 fy=5 f(2)=3
(1 O) 2 @ (2)
degerlerinden f(2)=3  degeri f nin bu araliktaki mutlak minimum degeri , f(1)=5

degeri de mutlak maksimum degeridir.
c) [%,4] araligt X=1 ve x =73 kritik noktalarindan her ikisini de igermektedir ve

f(H=2 . fm=s . f®=1 ., f@-=5
2 8
degerlerinden f(3)=1 degeri f nin bu araliktaki mutlak minimum degeri, f(1)=f(4)=5
degeri de mutlak maksimum degeridir.

¢)[2,4] araliginda sadece X =3 kritik noktasi vardir ve
f(2)=3 , f(3)=1 : f(4)=5

degerlerinden f(3)=1  degeri f nin bu araliktaki mutlak minimum degeri , f(4)=5
degeri de mutlak maksimum degeridir.

Ornek 4. Tenis raketi iireten bir firmanin, giinde x adet tenis raketi iiretmesi durumunda,
toplam gider fonksiyonu Gi(X)=4200+84x ve fiyat talep fonksiyonu p=192-0.01x>,
0<x<100, birim para olarak veriliyor.

a) Maksimum geliri bulunuz.
b) Maksimum kar1 ve bu karin gergeklesmesi i¢in her bir raketin kaca satilmasi
gerektigini bulunuz.

Coziim. a) Gelir fonksiyonu, Ge(x) = X- p(x) =192x—0.01x> , 20<x <100 olarak elde
edilir. Kritik degerlere bakalim:

Ge'(X)=192-0.03x> =0 = 3x>=19200 = X’ =6400 = Xx=280
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ve Ge(20)=3760 , Ge(80)=14840 , Ge(100) =9200 oldugundan maksimum gelir 80
raket tiretildigi zaman Ge(80) =14840 olarak gerceklesir.

b) Kar fonksiyonu, K(x)=Ge(x)-Gi(x)=-4200+108x-0.01x , 20<x<100 olarak
elde edilir. Kritik degerlere bakiyoruz:

K'(X)=108-0.03x> = 3x>=10800 = Xx’=3600 = Xx=60

ve K(20)=1280, K(60)=3520 , K(100)=0 oldugundan maksimum kar 60 raket
tiretildigi zaman K(80) =3520 olarak gergeklesir.

Ornek 5. Bir firma, en az 10 bin en ¢ok 20 bin YTL harcamay1 planladigi bir reklam
kampanyasi diizenlemek istiyor. Firma, ge¢mis satig bilgilerini de kullanarak, bu kampanya
icin x bin YTL harcarsa, giinde satabilecegi iiriin sayisnn N(X) = 9 000 - 600x+ 45x* - X°
olacagini tahmin ediyor.

a) Reklam harcamalar arttikca satisin da artacagini gosteriniz.

b) Satisin reklam harcamalarina gore degisim oranini analiz ediniz. Bu oran hangi

araliklarda artmakta, hangi araliklarda azalmaktadir? En yiiksek degisim orani nedir?

¢) N ve onun tirevi N' niin grafigini ayn1 koordinat diizleminde ¢izerek buldugunuz

sonuglar1 grafik lizerinde yorumlayiniz.

Coziim. a) Satis sayisini veren N fonksiyonunun tiirevi
N'(X) = -600 + 90x - 3x> = -3(x* - 30x +200) = -3(x-10)(x-20)

dir ve 10 <x<20 icin N'(X) >0 dir. Dolayisiyla, N fonksiyonu (10,20) araliginda
artan bir fonksiyondur. Bagka bir ifadeyle, reklam harcamalar1 x arttikga satis sayis1 N(X)
de artar.

b) Degisim oram tiireve karsilik geldiginden, satisin reklam harcamalarina gore degisim
orant N'(X) tir. Bu oranin hangi araliklarda artan hangi araliklarda azalan oldugunu anlamak

icin N' niin tiirevine yani N nin ikinci tiirevine bakmaliy1z: N'"(X) = -6x +90 = -6(x-15).

N'(x) ve N"(x) in isaretlerini ayni tablo iizerinde inceleyelim.

X 10 15 20
N(X) | 6500 6 750 7 000
N'(X) [0 ++++++++ 75+ ++++++ 0

N"(x) |[+++++++++ 0 ----- mmmmmm -

Satisin reklam harcamalarina gore degisim oranini veren N’ fonksiyonu, (10 , 15)
araliginda artan, (15 , 20) aralifinda azalandir. Baska bir deyimle, satis, reklam
harcamalarina gore 10 bin YTL den 15 bin YTL ye kadar olan harcamalar i¢in artan bir
oranda, 15 bin YTL den 20 bin YTL ye kadar olan harcamalar i¢in azalan bir oranda artar.
Satisin reklam harcamalarina gore en yiiksek artis oram1 15 bin YTL lik harcamada
gergeklesir. Bu noktadan sonra satisin reklam harcamalarina gore artig orant azalmaya basglar.



Tablodan yararlanarak N ve N' niin grafigini ayni diizlemde ¢iziyoruz.

7 000

6 750

6 500

\ Y

K__/ y=NX)

y = N'(x)

v

Grafikten goriildiigi iizere,

10

15

20 X

N fonksiyonu (10, 20) aralifinda artan olup, (10 , 15)

araliginda yukartya dogru, (15, 20) araliginda asagiya dogru konkavdir, X = 15 te doniim

noktasi vardir.

N' niin de (10, 15) araliginda artan, (15 , 20) aralifinda azalan oldugu ve en yiiksek
degerini X =15 te aldig1 goriilmektedir.
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Problemler 8

1. y=1f(x) in grafigi asagida verilmistir. Grafikten yararlanarak izleyen sorulari yanitlayiniz.

a) Koordinat kesigimlerini bulunuz.

b) y=f(X) in grafigi hangi araliklar tizerinde artan, hangi araliklar iizerinde azalandir?
¢) Hangi araliklar iizerinde f'(X) <0 dir? Hangi araliklar iizerinde f'(X) >0 dir?

¢) y=Tf(x) in grafigi hangi araliklar {izerinde yukar1 dogru , hangi araliklar iizerinde asagi
dogru konkavdir?

d) Hangi araliklar iizerinde f''(X) <0 dir? Hangi araliklar iizerinde f'"(X) > 0 dir?

¢) f nin donlim noktalarinin X — koordinatlarini bulunuz.

f) f nin yerel maksimum ve yerel minimumlarinin apsislerini bulunuz.

2. f'(X) in isaret tablosu asagidaki gibiise, f nin artan ve azalan oldugu araliklari belirleyiniz.

X — 0 a b c 0
f'(x) T+ 0 -0+ ++

3. Asagidaki fonksiyonlardan her birinin kritik noktalarini, artan veya azalan oldugu araliklar
belirleyiniz.
a) f(X):X2—4X+5 b) f(x)=x-6x ¢) f(x)=24x>-x> ¢) f(x)=x*-12x
X2 +2X -2 e* 1

d) f)=——— e) f()=— f) 100 =

X—1 X x> +1

g) F(X)=x+
X

4. Asagidaki fonksiyonlarin ikinci tiirevlerini bulunuz.
a) f(X)=x>-5x+4 b) f(X)=-2x"—-6x*+5x-7 ¢) f(X)=—x"+24x* —3x-2

o F(X)=x7=6x7  d) f(x)=x>—6x"2+5x"3 e) f(X)=(—x +24x> -3x-2)’

5. f"(x) in isaret tablosu asagidaki gibi ise, f nin yukariya ve asagiya dogru konkav oldugu
araliklar belirleyiniz.

X —© a b C 0
f'(x) -- 0++++0----0++++




6. Asagidaki fonksiyonlardan her birinin yukartya veya asagiya dogru konkav oldugu araliklari ve
varsa donlim noktalarini belirleyiniz.
a) f(x)=x>—-4x+5 b) f(x)=x-6x ¢) f(x)=24x2-x> ¢) f(x)=x*-12%°
X2 +2X -2 e* 1

d f)=——— e) f()=— f) £()=

X—1 X x> +1

g F(0=x+
X

7. Onceki alistirmadaki fonksiyonlardan her birinin yerel maksimum, yerel minimum, mutlak
maksimum, mutlak minimum degerlerini (varsa) belirleyiniz.

8. Asagidaki fonksiyonlardan her birinin sirasiyla, [-4,-1], [-1,1], [1,4] ve [-1,20] araliklarinda
mutlak maksimum ve mutlak minimum degerlerini bulunuz.

a) f(X)=x>—4x+5 b) f(x)=x>-6x ¢) f(x)=24x>=-x> ¢) f(x)=x*-12%°

9. Kar gozligii iireten bir firmanin, giinde X adet kar gozliigii liretmesi durumunda, toplam gider
fonksiyonu Gi(x) =500+ 2x ve fiyat talep fonksiyonu p=10-0.001x, 0<x<10000, birim para
olarak veriliyor.

a) Maksimum geliri bulunuz.

b) Maksimum kar1 ve bu karin gergeklesmesi i¢in her bir gozliigiin kaga satilmasi gerektigini
bulunuz.

10. Bir tiir iiriinden en ¢ok 300 adet iiretip satan bir firma bu iirlinden X adet {retip piyasaya siirmesi
durumunda fiyat fonksiyonunun p(Xx)=1200 - 0.01x* ve gider fonksiyonunun da
Gi(x) =10000+525x YTL olacagin belirliyor.
a) Tanim kiimesini de belirterek gelir fonksiyonunu, bu fonksiyonun artan veya azalan oldugu,
yukariya veya asagiya dogru konkav oldugu araliklari, mutlak maksimum ve mutlak minimum
degerlerini bulunuz.
b) Tanim kiimesini de belirterek kér fonksiyonunu, bu fonksiyonun artan veya azalan oldugu,
yukariya veya asagiya dogru konkav oldugu araliklari, mutlak maksimum degerini bulunuz.

11. Bir firma, en az 10 bin en ¢ok 40 bin YTL harcamay: planladigi bir reklam kampanyasi
diizenlemek istiyor. Ge¢gmis satis bilgilerini de kullanarak, bu kampanya icin X bin YTL harcarsa,
giinde satabilecegi iiriin sayisinin - N(X) = 16 000 — 1 200x+ 75%* - X* olacagini tahmin ediyor.

a) N fonksiyonunun so6zii edilen harcama araliginda artan oldugunu gdsteriniz.

b) Satigin reklam harcamalaria gore degisim oranini olan N'(X) in ne zaman artan ne zaman

azalan oldugunu belirleyiniz.En yiiksek degisim orani nedir?

¢) N fonksiyonunun doéniim noktasini bulunuz.

¢) N ve onun tiirevi N' niin grafigini ayni koordinat diizleminde ¢izerek buldugunuz sonuglari

grafik tizerinde yorumlayiniz.

12. Atesi olan bir hastaya bir ates diisiiriicli ilagtan en ¢ok 6 miligram verilerek hastanin atesi
diistiriilmege calisiliyor. Hastaya X miligram ilag verildikten 1 saat sonra, hastanin viicut sicakligi

1 , 1 ;4 e
T(X)=—Xx" ——X derece disuyor. .
(x) 3 Y sty

a) T fonksiyonunun, [0,6] tanim araliginda, artan oldugunu gosteriniz.

b)T'(X) in ne zaman artan ne zaman azalan oldugunu belirleyiniz. T’(X) in en yiiksek degeri
nedir?

¢) T fonksiyonunun doniim noktasini bulunuz.

¢) T ve onun tiirevi T' niin grafigini ayn1 koordinat diizleminde ¢izerek buldugunuz sonuglari
grafik iizerinde yorumlayniz.



