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Amaclar

Bu tiniteyi calistiktan sonra;
e belirli ve belirsiz integral kavramlarini 6grenecek,
¢ belirli integralin geometrik anlamin gorecek,

¢ integral teknikleri ile tanisacaksiniz.
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Calisma Onerileri
¢ Belirli integral ve belirsiz integral kavramlar1 arasindaki iligkiye
dikkat ediniz

¢ Belirsiz integral ve tiirev kavramlar1 arasindaki baglantiy1 gor-
meye ¢alisiniz

¢ (ok sayida fonksiyon 6rnegi alip, integrallerini bulmaya galisi-
niz.

ANADOLU UNIVERSITESI



INTEGRAL KAVRAMI

283

1. Giris

Integral kavrami da tiirev gibi, matematigin temel kavramlarindan biridir. Integral
teorisinin tarihsel gelisimini inceledigimizde bu kavramdaki temel diistincenin ilk
defa Eudoxos (M.O. 408-355) tarafindan kullanildigini goriiriiz. Bu diisiince Arsi-
met (M.O. 287-212) tarafindan geometrik sekillerin alan ve hacimlerinin hesaplan-
masinda kullanilarak oldukga gelisir. Daha sonra Newton ve Leibniz, alan ve hacim
hesaplamas tiirtinden ¢alismalar igin integrali sistemli bir arag haline getirdiler. Bu-
giin uygulamali bilimlerde de sik¢a kullanilan klasik integrasyon teorisi Riemann
(1826-1866) tarafindan gelistirilmistir.

Bu tinitede biz belirli integral (Riemann integrali) ve belirsiz integrali tanimlay1p,
onlarin temel 6zelliklerini ve integral alma yontemlerini kisaca ele alacagiz.

2. llkel Fonksiyon

Tiirevlenebilir bir f(x) fonksiyonu verildiginde onun tiirevinin nasil bulunabilece-
gini gecen tinitelerde 6grenmis olduk. Hareket eden cismin hiz formiiliine gore ha-
reket denkleminin bulunmasi, her noktasinda egimi bilindiginde egrinin kendisi-
nin bulunmasi gibi problemlerde de oldugu gibi bazen ters problemi ¢c6zmemiz ge-
rekiyor: f(x) fonksiyonu verildiginde 6yle bir F(x) fonksiyonu bulmamiz gerekir ki
F(x) in tiirevi f(x) olsun.

Bir f(x) fonksiyonu verilsin. Eger 6yle bir F(x) fonksiyonu varsa ki her bir x igin

F'(x) = f(x) olsun, o zaman F(x) fonksiyonuna f(x) in ilkel fonksiyonu denir.

Ornegin

-x
2

f(x) = sinx fonksiyonunun ilkeli F(x) = - cosx dir, ciinkii ( -cos ) '_ sin x ;

f(x) =x  fonksiyonununilkeli F(x) dir, ciinkii (ﬁ) =x;
2

f(x) =3¢ fonksiyonununilkeli F(x)=-3" diir, ciinkii (37)() 3.
In3 In3

Simdi bir hususa dikkat etmemiz gerekiyor. f(x) inilkel fonksiyonu F(x) ise, C her
hangibir sabitolmak tizere, F(x) + C fonksiyonu da f(x) inilkelidir, ¢tinkii sabitin tii-
revi sifir oldugundan

F)+QC)' =F(x)+C =f(x) +0=f(x)

olur. Buna gore, C keyfi sabit olmak iizere, X* ; C cosx+C ve 3 +C

fonksiyonlar1 da sirasiyla x, sinx ve 3% fonkszlyonlarmm birer ﬂkelidi%p%)olayk
stylabir f(x) fonksiyonunun ilkel fonksiyonu tek degildir. O zaman su soru ortaya
¢ikar: Bir f(x) fonksiyonunun ilkel fonksiyonlarine kadar ¢oktur? Bu sorunun ceva-

b1 ispatsiz olarak verecegimiz asagidaki 6nermeden ¢ikar.
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Onerme 1

Eger F(x) ve G(x) fonksiyonlari bir f(x) fonksiyonunun iki tane ilkel fonksiyonlar1
ise, 0 zaman Oyle bir C sabiti vardir ki

F(x) =G(x) + C

dir.
Bu6nermeye gore, f(x) fonksiyonununherhangi F(x) ilkelini bulup, tizerine keyfi
C sabiti eklersek o zaman f(x) in tiim ilkelleri bulunmus olur. C)rnegin, f(x) = x
fonksiyonunun tiim ilkelleri, C keyfi sabit olmak iizere, ¥ seklindedir.

2

Ornek:

1) 1
f(x) = ;
2) f(x) = tanx

fonksiyonlarmin tiim ilkellerini bulunuz.

Coziim:
) Lo .
f(x) = - nin tiim ilkelleri F(x) =- L+ + C dir
X
1. , 1 ':_l' ':L _1
Ciinkii F'(x) o X+c) ( X) +(Q) Lol

2) f(x) =tanx in tiim ilkelleri F(x) =-In |cosx| + C dir,

Ciinkii [ -In [cosx|+ Cj = -[In |cosx ﬂ +(C )' = tanx .
Burada C herhangi keyfi sabittir. Ayrica cos x in pozitif veya negatif oldugu du-
rumlara gore tiirev alindiginda her iki durumda da sonucun tan x e esit oldugu ko-
layca goriilebilir.

Onerme 2

F(x) ve G(x) fonksiyonlar: f(x) inikiilkeli olsun. O zaman herhangi a ve b gergel
sayilari igin

E(b) - F(a) = G(b) - G(a)
esitligi saglanir.

ispat

Onermele gore 8ylebir C sabiti vardirki F(x) =G(x) +C. Burada x yerine b veson-
ra a yazip iki esitligi taraf tarafa gikarirsak,
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F(b) =G(b) + C
F(a) =G(a) + C
F(b) - F(a) = G(b) - G(a) + (C-C) = G(b) - G(a)

elde edilir.

Bir fonksiyonun ilkelini bulmak her zaman kolay degildir. Belirsiz integral konusu-
nu gordiigiumiizde ilkel fonksiyonlar: bulma yontemleri ile tanisacagiz.

3. Belirli Integral

[a,b] araligindasiirekli ve negatif olmayan y
=f(x) fonksiyonunun MN grafigini ele ala-
Iim. a ile b arasindan keyfi bir x segelim.
Yandaki sekle gére, BMPK alan1 x ebaglibir
fonksiyon olur. Bu fonksiyonu A(x) ile gos-
terelim. Simdi bu A(x) fonksiyonunun f(x) P
inilkeli oldugunu gosterelim. Yaniher x igin

m

L
-

* Q

alan=A

|
AN

s N\

‘0

A'(x) = £(x) B

a X X+Ax b X

Sekil 11.1

oldugunu ispatlayalim. Bunun icin tiirevin tamimina gére x e Ax artmasi
verdigimizde A(x) fonksiyonunun AA = A(x + Ax) - A(x) artmasimn Ax e bo-
limtnin Ax — 0 iken limitini bulmaliyiz. A(x + Ax) = BMFL alami oldugun-
dan, AA alani KPFL nin alanina esittir.

KPOL alani < AA < KEFL alani.

KPQL alanmi = IKP| . Ax =f(x) . Ax , KEFL nin alani= ILF| . Ax = f(x + AX) . Ax
oldugundan
f(x) . Ax < AA < f(x + AX) . Ax

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikleri Ax e bolersek, (sekle gére Ax >0 ol-
duguna dikkat ediniz)

f(x) = AA < f(x+ Ax)
Ax

olur. f(x) fonksiyonu stirekli oldugundan AIxim0 f(x +Ax) =f(x) dir. Buna gore li-
mitler hakkinda bilinen teoreme gore, 1j;, AA  limiti vardir ve bu limit f(x)e

X0
esittir. Dolayisiyla Ax

elde edilir.
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Sonug¢ 1
A(x) fonksiyonu f(x) in bir ilkelidir.
Simdi F(x) fonksiyonu f(x) in herhangi bir bagka ilkeli olsun. Onerme 2 ye gére

A(b) - A(a) =F(b) -

yazilabilir. A(a)=0, A(b) ise BMNC nin alani oldugundan asagidaki sonuca vari-
yoruz:

Sonug 2

[a, b] araliginda stirekli ve negatif olmayan f(x) fonksiyonu verilsin. F(x) ise f(x) in
herhangibirilkeli olsun. O zaman y =f(x) in grafigi, x-ekseni, x=a ve x=b dogrula-
r1 ile siurli blgenin alani A(b) igin

A(b) = F(b) - F(a)
esitligi yazilabilir.

Ornek:

1) vy =l2 egrisi, x-ekseni ve x =1, x =2 dogrular arasindaki bélgenin alani-

n1 bulalim.

2) y=sinx egrisi, x-ekseni, x =" , x =L dogrular1 arasindaki bolgenin ala-
4

nin1 bulalim.
Coziim:

1) f(x) = % fonksiyonunun bir ilkeli F(x) = -1 dir. Buna gore istenilen alan
X X

F(2)-F(1) = (%)(%) -1-1-1

olur.

Sekil 11.2
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2) f(x) =sinx inbirilkeli F(x)=- cosx dir. Istenilen alan

F(%) - F(i) :(— cos%) —(— cosi) =0 +£22 =£22

.fy

dir.

y = sinx

&~ A
A
>

Sekil 11.3
[a, b] tizerinde siirekli herhangi f(x) fonksiyonu verilsin, F(x) ise f(x) inbirilkeliol-

sun. O zaman F(b) - F(a) sayisina f(x) fonksiyonunun [a, b] araliginda belirli

b
integrali denir ve [ f(x)dx seklinde gosterilir. Boylece

[bf(x) dx = F(b) - F(a)

dir. a ya integralin alt sinir1, b ye ise iist sinir1 denir.

Bu tlir tanumliintegrale bazen Riemann integrali de denilir. F(b) - F(a) farkiise sem-

b

bolik olarak x) gibi yazilir.

b
=F(b) - F(a), F(x)=1£(x)

b
| £(x) dx=F(x)

a

Not: Genellikle integralin tanimi olarak bundan sonraki béliimde gorecegimiz gibi
bir toplamin limiti kabul edilir. Ancak [a, b] aralig tizerinde stirekli fonksiyonlar
i¢in yukaridaki tanimile toplamin limiti olarak verilen tanim birbirine esdegerdir.

Tanimdan ayn1 zamanda asagidaki sonug ¢ikar.
Sonuc¢ 3
[a, b] aralig: tizerinde stirekli ve negatif olmayan y = f(x) fonksiyonuigin y = f(x)

grafigi, x-ekseni, x=a , x=b dogrulari ile sinirli bolgenin alan: bf(X)dX

integraline esittir.
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b
Alan :] f(x) dx

Sekil 11.4

Bu sonuca gore, yukaridaki drneklerdeki cevaplar asagidaki sekilde yazilabilir:

2 =
1 gx =1 , 2sinxdx:Q.
11 X2 2 T 2
4
Ornek: )
" d E3X d %t d
1) .-1X X 2) o X 3) o amxax
integrallerini hesaplayalim.
Coziim:
V2 2 2
1) j.ﬁxdx 52 :(2) _(_1) 2 1.1
1 .2 2 2 2 2
1 o1
2) ngxdx _ 3|7 23 3" 3 1 _V3-1.046
0 In3 In3 In In3 In3 In3
3 n Z
) [gtanx dx = -Infcos x| = —ln‘ cosﬁ —(—ln‘ COSOD = —In£22 + Inl

1
—(InV2-1n2) + 0 = - (In22 - In2 ) = (% In2 - 1n2) =% In2 = 0,347.

Tanimdan gorildugii gibi 'bf(x) dx Dbelirli integralini hesaplamak igin esas

problem F(x) ilkelinin bulunmasidir. F(x) ilkeline f(x) fonksiyonunun belirsiz

integrali denir. Bu ilkellerin bulunmas: yollarini "Belirsiz integraller” boliimiinde

gorecegiz.

Belirli integralin asagidaki 6zellikleri vardir:

[a, b] iizerinde siirekli f(x) ve g(x) fonksiyonlar verilsin. O zaman asagidaki

esitlikler saglanir:
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b a a
1) Lf(x)dx=-jbf(x)dx, Lf(x)dx:O

2) [b[f(x) + gx)] dx = [bf(x)dx + j.bg(x)dx

3) J‘b (P .
¢ fix)dx = cJ f(x)dx (c sabit gercel sayidir)
a a

b [ b
J f(x)dx = [ f(x)dx + j f(x)dx (c sabit gergel sayidir)

a

Bu 6zellikler tanimdan yararlanarak kolayca ispatlanir.

4. Bir Toplamin Limiti Olarak Belirli Integral

Yukaridasoyledigimiz gibi belirli integral genellikle toplamin limiti olarak tanimla-
nir.

[a, b] araligi tizerinde stirekli f(x) fonksiyonu verilsin. Bu aralign a=x, ,
b=Xn , Xo<X1<X2<..<Xp, olmaktizere, [xo,x1] , [X1 , X2] , ... [Xn1,Xn] gi-
bi alt araliklara bolelim. Buna [a, b] araliginin bir béliintiisii denir ve sembolik
olarak P ile gosterilir. Alt araliklarin uzunluklari olan x3-Xg , Xo-X1 , .. , Xn-
Xp-1 sayilarinin en biiyiigiine bu boliintiiniin ¢ap1 (normu) denir ve § ile gosteri-
lir. Simdi keyfi olarak [xo, x;] araligindan bir 8; noktasini, [x1, xp] araligin-
dan bir §; noktasiny, ..., [Xn.1,X,] araligindan ise bir §,, noktalarin segip asa-
gidaki toplami olusturalim:

S (P) = £ (81) (x1-x0) +£(82) (x2-X1) + ... +£(85) (Xn - Xn-1)

(Her x €[a,b] igin f(x) =0 oldugunda geometrik olarak bu toplam taban ke-
narlart [xo, x1], [x1, x2], «.. , [Xn-1, Xa] ve yiikseklikleri f (81), £ (82), ... £(dn)
olan dikdortgenlerin alanlar1 toplamidir).

Sekil 11.5
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d—0 iken (8 —0 ise dogal olarak n —co olur, fakat tersi dogru olmayabilir)
S (P) toplaminun limitine ( f(x) stirekli oldugundan bu limit vardir) f (x) fonksi-

yonunun [a, b] araliginda belirli integrali denir ve bf (x) dx gibi gosterilir:

lbf(x) dx = 1im S(P)

nlmn

"Integral" sozii ve isareti de bu tanima dayanarak izah edilebilir. Soyle ki

"integral” s6zii latince integer (tam) soziinden olup hisseleri toplay1p tami olustur-
mak anlamin tagiyor! ' “integral isareti ise genellikle toplami1 gosteren S harfinin

uzatilmigidir.

Stirekli fonksiyonlarda toplamin limiti olarak verilen integral tanimui le, f (x) in ilke-
line bagli tanimin esdegerliligi diferansiyel ve integral hesabin temel teoremi deni-
len teoremle ispatlanir. Bu ispat tizerinde durmayacagiz.

5. Belirsiz Integral

Yukarida gordiik ki stirekli f(x) fonksiyonunun belirli integralinin hesaplanmasi

i¢in f(x) in ilkelini bulmak yeterlidir. f(x) fonksiyonunun ilkeline bu fonksiyonun
belirsiz integrali denir ve Jf(X) dx geklinde gosterilir. C keyfi sabit olmak

tizere, f(x) in tiim ilkelleri F(x) + C gibi olduklarindan

" f(x) dx = F(x) + C, F(x)=£(x)

yazilimi kullanilir. Ornegin, J x dx :)‘2—2 +C, [cosdx=sinx+C di

Belirli integralin sonucunun bir say1 oldugunu biliyoruz, zaten "belirli" terimi de
buradan kaynaklanir. Belirsiz integralin sonucu ise bir fonksiyon ailesi olur.

Bir [f(X) dx integralini hesaplamak icin 6yle bir fonksiyon bulmamiz gereki-
yor ki bu fonksiyonun tiirevi f(x) e esit olsun. Bu yolla biz agagidaki integral tablo-

sunu olusturabiliriz.

1
+ C (a=-1, a€IR)

Jxa dx = X7
a+1

J%:Edp In/ x| + C
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j'ade=Lx+c (a=1, a€IRY)
Ina

J' e*dx=¢e*+ C
]' sinx dx = - cosx+ C
[cosx dx= sinx+ C

[ dx _ tanx + C
cos’x

[7‘1" =-cotx + C
! sin” x

Bu formiillerin dogrulugunu sag taraflarin tiirevlerini alarak gorebiliriz. Bununicin
sag taraftaki fonksiyonun tiirevinin integral altindaki fonksiyona egit oldugunu

gormek yeterlidir.

Ornegin
(- COtX)' = -( Cotx)v = -(-#) _ 1
sin’x/  sin’x
oldugundan

J. 1 dx = -cotx + C

.2
sin“x
yazilabilir. Belirsiz integralin dogrudan tanimdan ¢ikan asagidaki 6zellikleri var-
dir.
£(x), £1(x), £2(x), ..., fa(x) stirekli fonksiyonlar verilsin. O zaman

'. af(x) dx = a[f(x) dx (a sabit gercel say1dir)

|[f1(x) = £2(x) ... = fa(x)] dx = | f10) dx = [f200) dx = .. = |fa(x) dx

dir.
Ornek:
1) |'x11dx 2) J&dx 3) JL ds
J 2
X

4) [(2x3-5x2+4x-1)d; 5) j'(x+2)3dx

integrallerini bulalim.
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Coziim:

1) a= 11 oldugunu hesaba katarsak, kuvvet fonksiyonunun integralleme for-
miiliinden

L e X2
11+1 12

xMdx =

dir.
1
2) Wx =x* oldugundan a=1/2 olu

. 1 3+l 3 3
jw/idx=JX2dx:X +C=X 1+ Cc=2x+C
l+1 3 3
2 2

N

3) -1 —x? gibiyazlabildiginden,
2

3,

X
2 -2+l 1 1
[ L dx =[x dx =X" s C =X 4 =3 + C
kg ’ -241 1
3 3

dir.

4) } (2x3 - 5x% + 4x - 1) dx :J' 2x3 dx -J' 5x% dx +" 4x dx -J' 1dx

2.[x3 dx - s[xzdx + 4{xdx —jdx

_oxt o5 g Ly C
4 3 2
3
=Xt 5 40 D x4 C
2 3

5 (x+2°=x>+6¢ +12x+8 oldugundan
J(x+2)3 dx =J.(x3 + 6 + 12x + 8) dx =j.x3 dx + ()j.x2 dx + 12J.xdx + 8jdx

% +2% + 6% + 8x+C

bulunur.
Ornek:

1) J(ﬁex +%3X —%)dx

2) J(\/@ sinx —%cosx +%) dx
8 cosx

integrallerini bulalim.
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Coziim:
1) '[(W/Eex +% 3% —%) dx =W/§le" dx +%JBX dx - 4j%

—V2ex +1 3 4Inx+C
2 In3

2) ‘ (\/§ sinx - % COsX +%) dx
’ 8 cos™x

=\/§Jsinx dx - [cosx dx +lJL dx = /3 cosx —%sinx +%tanx+C

1
3: 87 cod? x

[ ( V3 +2l - 1) dx integralini bulunu
sin’x 3 4

Cevabiniz -3 cotx +-2— -¥X 4 C olmalryd.
3In2 2

Eger verilen bir integral, integral tablosundaki integrallere doniistiiriilemiyorsa o
zaman bagka yontemler denemek gerekmektedir. Bu yontemlerden en yayginlar:
degisken degisimi ve kismi integrasyon yontemleridir.

j f(x) dx integralinde x = ¢ (u) yazarsak bu integral . f(p (W) @' (u) du integra-

line dontistir. Buna degisken degisimi denir. Bir ¢ok hallerde ¢ (u) fonksiyonunu
uygun secersek, yeni integral daha kolay hesaplanabilir.

Ornek:

V2x + 3 dx integralini bulalim.

Coziim:
X=¢(u)= UT':)’ yazarsak
dx=¢' (u)du % du

olur. Buna gore,

v2x+3dx=jq/2.uT'3+3 .%du%[ﬁl du——;juludl.
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u yerine 2x + 3 yazarsak

' V2x+3dx:§(2x+3)3/2+C

bulunur.

u=g¢ (x) , du=g'(x)dx doéntsimii yapilirsa, bu integral Jg (u) du integraline
doniisiir. ¢ (x) in uygun segilmesi halinde Jg (u) du integrali [f (x) dx integraline
gore daha kolay bulunabilir.

Ornek:
_dx integralini hesaplayalim.
3x -4
Coziim:
u=¢(x)=3x-4, 3dx=du, dx@ . Bunlarn integralde yazarsak
s -t
’3x-4 'u3 3

bulunur.

+C

Ornek:
1) ‘ cos (ax +b) d>

[ tan x dx

3
X
3 J1+x4 &

4) Je'3x dx

5) } sin” x dx integrallerini hesaplayalim.

Coziim:
1) ax+b=u ise adx=du, dX du olur

'.Cos(ax+b) dx :Jcosu.aldu%sinu+c%sin(ax+b)+C

2) cosx=u ise -sinx dx=du ve sin x dx = - du olur.

jtanx dx:[%{dx =[% =-In|u + C = -In| cosx + C
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3) 1+xt=uise 4x3dx=du, x3dx=(1/4) du

J dx Jl du _ 1ln\u\+C 1ln(1+x) C
1+x*

4) -3x=u ise -3dx=du, dx=(-1/3) du olur.
[e'3x dx =[

e“.(—l) du=-le'+C=-Le¥4C
3 3 3
5) sin’x =L2052X oldugundan

j. sin’x dx =J H%ZX dx % '(1 - cos2X) dx

:%( [ dx [ 0s2x d>§ =%(x [ 0s2x d>§

[ cos2x dx integralini hesaplamak icin 2x =u degisken degisimini kullanirsak

dx =du olur ve

[ cos2x dx j cosu d2 j cosudu= sinu+C —% sin 2x + C bulunur.

-1
2
Bunu yukarida yazarsak

Lginox+C

]Sinzx dx =1 (X -1gin 2X) +C=1x
2 2 2 4

bulunur. Burada —% C yerine yeniden C yazildi. C keyfi sabit oldugundan bu

tiir yazilimlarin hig bir sakincasi yoktur.

1 gx
‘Y 3x-5

] XS dx , [ cos x dx integrallerini bulunuz

Cevaplariniz, %(3x =524 C, -I2-x[+C, —1g In|1-x¢|+C
% X +i sin2x + C  olmaliyd.

Simdi ise 6nemli integralleme yontemlerinden biri olan kismi integrallemeye degi-
nelim. u(x) ve v(x) tiirevlenebilir fonksiyonlarise carpimin tiirevi formiiliine gore,

(wv) =u'v+v'u
yazariz. Her iki tarafi dx ile carpip integrallersek

[ (u.v)' dx =J' u' v dx +J v' u dx
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bulunur. Belirsiz integralin tanimindan j(u .v)' dx=u.v yazilabilir. Bunu
dikkate alarak,

[ v dx=uv—]' vu dx

formiiliinii elde ederiz. u'dx=du, v' dx=du oldugundan son formiilii agsag-
daki gibi de yazabiliriz:

J udv=uv - J vde
yazabiliriz. Bu formiillere kismi integrasyon formdilleri denir. J vdu integralinin

[ uds integraline gore daha kolay hesaplanabilecegi durumlarda kismi integras-

yon ydntemi faydali olur.

Ornek:

1) JxeX dx

2) Jx cosx dx integrallerini hesaplayalim.

Coziim:

1) e =(e9)' oldugundan u=x , v=eX olarak secilmesi daha uygundur. O

zaman u' = 1 olur ve yukaridaki formiile gére, du =dx, dv=eXdx oldugunu
dikkate alarak,

Jxexdx:Jx(e")' dx =x.e*-{e*.1.dx =xe*-e*+C
bulunur.

2) cosx = (sinx)' oldugundan u=x, v=sinx secilmesi uygundur. u' =1 ol-
dugundan yukaridaki formdiile gore

. . : .
j x cosx dx :4 x(sin x) dx = x sinx - sinx dx =

= X sinx -(- cosx) + C = x sinx + cosx + C

bulunur.

Ornek:
1) J x3 In x dx

2) Jx e dx

integrallerini bulalim.
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Coziim:

1) X =(£) oldugundan u=Inx, fo secimi daha uygun goriinmektedi

4
(lnx)' =% oldugunda
J'x3 lnde:]'lnx(ﬁ) dx =X Inx-[X* 1 dx
4 4 4 X
=£.lr1x-ljx3 dx =X Inx-X* +C
4 4 4 16
dir.

2) e :(—% e'3") oldugundan u=x,v —/é- e alalim.
u =1 dir. Kismi integrasyon formiiltinden yararlanirsak

' x e3X dx =j. x(% e'SX)' dx =x (—% e'SX) -j.(—% e'3x) .1dx

=-1 xe +l[e'3x dx =-Lxe¥ +1 ,(-le'3x) +C
3 3 3 313

bulunur.

Belirsiz integralde cevabin dogru olup olmadigini kontrol etmek kolaydir. Bunun
igin, cevaptaki fonksiyonun tiirevi integral altindaki fonksiyona esit olmalidir. Son
ornekte

[Lxe™-Letrd —-Lx.e®) -L(e®)

3 9 3 9

=-1 [e':”‘ + X .(-3) .e'3x} -l(- 3e'3x) =Ly led o i
3 9 3 3

oldugundan cevap dogru bulunmustur.

Asagidaki integralleri kismi integrasyon yontemi ile bulunuz.

1) jxsinxdx, Zﬁx“lnxdx, 3)]xe2"xdx, 4)[ In x dx

. 5 5
Cevaplariniz, -x cosx +sinx +C, X Inx-X +C, Xe2x 1e2 4 C ve xInx-x+!
5 4

olmaliydi.
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6. Belirli Integrallerin Hesaplanmasi

b
[a, b] aralig: tizerinde stirekli f(x) fonksiyonu verilsin. Yukarida J f (x) dx
belirli integrali, F(x) ilkel fonksiyon olmak tizere !

b

J *¢ (x) dx = F(b) - F(a) = F(x)

gibi tanimlanmusti. Ote yandan, ] f (x) dx belirsiz ingetrali f(x) in F(x) ilkeli-
dir. Buna gore, eger belirsiz integrali hesaplayabiliyorsak belirli integralin hesap-

lanmasinda bir zorluk kalmaz.

Ornek:

1)
'Ow/idx

2

1
Jl(2x3—5x2+4x-1) dx

3) 3
J1V2X+3dx

belirli integrallerini hesaplayalim.

Coziim:
1) Yukarida j«/i dx :% x*/? + C bulunmustu. F(x)%x‘” 2 alirsak

4

(xdx =2 32| =217 2% _294F o=
0 3 3 3

0 3

w N

.g=16
3

bulunur.
2) [(2X3 -5x% + 4x - 1) dx :X; —%x3 +2x2-x+C oldugunde

F(X):X; —§x3+2 X -x alirsak

1

bulunur.
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3 . X+3 ==(2x + + oldugunu yukarida bulmustuk. Buna go
V2 3;2 3*2+C  oldugunu yukarida bul k. Buna g

F(x) = %(2x + 3)3/ > alirsak

[3V2x+3=% (2x + 3/ =%(2.3+3)3/2-l[z.(-1)+3]3/2
J-1 -1
_1y9® 1132_133.1_32_1_9.1_26
3 3 3 3 3 3
bulunur.

Yukaridaki 6rneklerde ilkel fonksiyon olarak F(x) yerine F(x) + C alindiginda
sonucun degismedigini gormeye calisiniz.

Ornek:

-1
1) Joxex dx

7T

2) } X cos x dx

)
Na

integrallerini hesaplayalim.
Coziim:

1) jx e*dx=xe*-e*+C oldugundan F(x)=e&X-e* alirsak

1

=(1e'-e')-(0e-e%) =e-e+1=1
0

J]xeX dx =(xe*-e*)
0
bulunur.

2) Jx cos dx = x sin x + cos x + C oldugundan F(x) = x sin x + cos x alabilir

Buna gore,

11

i
' x cos x dx {x sin x + cosx)
Jox

: =(n sinm + cosm) {(— %) sin(- %) +cos(- E)J _

2

-

2

=(n.o+(-1)){(-%).(-1)+o} =1 -%=-n2+2

bulunur. ( sint =0, cosm =-1, sin(— %) = - sin% =-1, cos (— %) =cos =0

olduklarini hatirlayiniz).
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Ja
b

integralini hesaplayipsonra F(x)

a

tedir.

Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

1) [1(x2+1)dx z)jz dx 3) ["/3( 2 +sin>’dx
I 131/X2 10\ cos® x
/
4) [1% 5)[13xe'3"dx
70y3x +1 -1

Cevaplariniz 5, 33\/3- 1, 23 +1 , 2 ye -2 (l +e3) olmalrydi.
3 2 3 9 ‘e

Degerlendirme Sorulari

N
- 0= o

m o

b \
[ f(x) dx belirli integralini hesaplamak i¢in 6nce F(x) = | f(x) dx Dbelirsiz

=F(b) - F(a) sayisini bulmak gerekmek-
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cosxdx="?

l(-x*+C
L(1-

d(1-x*+C
L(1-

6. j sin(3x + 1) dx =?

A
B.

C.

D.

E.

.3cos(Bx+1)+C

-3cos(Bx+1)+C

-% cos Bx+1)+C

%cos(3x+1)+C

-cos 3x+1)+C
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7. X dx=?
X +4

'
N

mON®
()
N
s
o
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10. Jﬂ dx ="

(x2+3x-1)4

A1 4C
(2 +3x-1°

B. 1  4cC

5(x2 +3x-1°
C. In(x*+3x-1) +C

1 4

D. -1
3 (x®+3x-1’

EE_— 1  4C
(2 +3x-1°

11. j% dx =°
Vx2+3x+5

A 2Vx2+3x+5+C
B. 4Vx2+3x+5+C

c.1  4cC
2Vx2+3x+5
D. -1 ¢

(X2+3x-|-53/2
E. nVx®3+3x+5+C

12. jln7>< dx ="

A. In*x +C
B. Inx+C

C. %In (Inx) + C

D. In(Inx)+C
E. Lin’x+C
2

13. [eX(1-%) dx=71

A. (1-x)e* +C
B. (1-x)e*+e* +C
C. e +C

D. (x—ﬁ)ex +C
2

E. %(1—x)2eX+C
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14. | cos xe®™* dx ="

15.

A. e 4 C

a

B. 1 eS"X +C

N =

e 4 C

C
D. -Leinx +C

1
2
E. sinxeS™* + C
'ln2(3x+1)
3x +1
A.%ln3(3x+1) +C

dx ="

B. 2In(3x+1) +C

In 3x + 1) L C
(3x + 1)2

D1 4C
(3X+1)2

%ln3(3x+l)+C

16. j 1 +tan’x dx =

3+4tanx
A. In(1+4tanx) +C

B. iln‘1+4tan>{ +C

C tan x +C

"1+ In cos x

D1 4cC
(1+4 tanx)’

E. -1  4C
4(1+4tanx
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. 3
17. j(3x-5) V1,5x2-5x+6 dx="

A%(1,5x2-5x+a‘”3 +C

B. 1
2

C. ln(1,5x2 —5x+6+C

D. 1 +
In(1,5x% - 5x + 6

(1,5x2—5x+@_2/3 +C

C

E (1,5x2-5x+6*° +C

18. ]'xsinx dx ="

)
A. X cosx +C

2
2
B. - X cosx +C
C. -xcos x + sin x +

D. -xcosx-cosx+

E. -xsinx+ cosx +

Degerlendirme Sorularinin Yanitlari
1.D 2A 3D 4B

5 A

10.D 11.B 12.E 13.B 14.A

6.C
15.E

7.C
16.B

8. A
17. A

9.C
18.C
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