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Amaclar

Bu tiniteyi ¢alistiktan sonra;

* polinom, rasyonel ve cebirsel fonksiyonlar: taniyacak ve bu
tiirden bazi fonksiyonlarin grafiklerini 6grenmis olacaksiniz.
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Calisma Onerileri

» Unite 3 ii 6grenmeden bu tiniteyi calismaya baglamayiniz

e Grafik gizimlerinde hangi tiir noktalara 6nem verildigine dik-
katediniz vebu tiir noktalarin nasil bulundugunuiyi 6greniniz.

e Grafigi verilen fonksiyonlara benzer fonksiyonlar yazip grafik-
lerini ¢izmeye ¢alisiniz

¢ Dogrunun egiminin anlamini iyi 6greniniz

* Dogru ve parabol ¢izimlerine 6nem veriniz




¢ Bir fonksiyonun tanim kiimesi agik¢a verilmemisse tanim kii-
mesinin nasil bulunacagini mutlaka 6greniniz.
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1. Giris

Bir fonksiyonun tam olarak belirlenebilmesi i¢in tanim kiimesinin, deger kiimesi-
nin ve kuralmin agik olarak bilinmesi gerektigini Unite 3 de ifade etmistik. Fonksi-
yonlar, kurallarma gore, cebirsel, {istel, logaritmik, trigonometrik, ters trigonomet-
rik, v.s. gibi isimler alirlar. Biz bu iinitede cebirsel fonksiyonlari kisaca gozden gegi-

recegiz.

Uygun bir kiime tizerinde tanimli bir fonksiyonun kuralinda degiskenleilgili topla-
ma, ¢tkarma, carpma ve bolme gibi islemlerin yan sira kok alma islemini de igeren
kisaca kurali cebirsel bir ifade ile verilen fonksiyonlara cebirsel fonksiyonlar denir.
Ornegin,

f: IR —IR, f(x) = -4x> +5x -12

g IR—>IR, g(x)=4x-1

xX*+9
h: [0, ) = IR, h (x) =vx

k:IR-{0) > IR, k(x)=—1_
15

5/ 2 2

I IR —IR , I(x) = M

2 +1

fonksiyonlar1 birer cebirsel fonksiyondur.

2. Polinom Fonksiyonlar

ap, ay, ..., an €EIR , agp =0 ven dogal say1 olmak tizere

P:IR — IR , P(x)=apx™+a;x™ + ... + ap1 X + an

gibi fonksiyonlara n. dereceden polinom fonksiyonlar denir.

P(x) = csabit fonksiyonuna da0. dereceden polinom fonksiyon olarak bakilabilir.
Aksi soylenmedikge, bir polinom fonksiyonun tanum kiimesi olarak IR gergel say1-
lar kiimesi alinir. a,b,cEIR , ag =0 olmak tizere P(x) = ax + b birinci dereceden
polinom fonksiyona dogrusal fonksiyon, P(x) = ax?+bx + ¢ ikinci dereceden poli-
nom fonksiyona ise kuadratik fonksiyon da denir.

y =ax +b dogrusal fonksiyonunun grafiginin bir dogru oldugunu gosterelim. Bu-
nun igin y = ax +b fonksiyonunun grafigi tizerinde koordinatlar1 (x;, y1) ve (xo

, y2) olan iki farkli A ve B noktalarini alalim. Bu noktalar y = ax +b nin grafigi
tizerinde olduklarindan onun denklemini saglamak zorundadirlar:
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y1=ax; +b, y» =axy +b . Bu esiklikleri taraf-tarafa ¢ikarirsak

y2-y1 _

y2-yi=a(x2-x1) veya
X2 - X1

bulunur. Ote yandan geometriden bildigimize gore farkliiki noktadan tek bir dogru
gecer. Simdi yukaridaki (x;, y1) ve (X2, y2) noktalarindan gecen dogrunun
denklemini bulmaya ¢alisgalim. Bu dogru tizerinde (x, y) koordinatli herhangi C
noktasini alalim. Sekilden goriildtigii gibi

AD=x,-x1, AE=x-X1,
BD=y;-y1, CE=y-yi

dir.

ABD ve ACE {i¢genlerinin benzerlikle-

rinden
CE _BD
AE AD
veya
y-yi_Yy2-y1

X -X1 X2 - X1

yazabiliriz. Buradan

2 -1 Sekil 4.1:
y-y1 =221 y (x -X1)
X2 -
y2 Y1 . ..
dir. o =a oldugundan y-y; =a(x-xj) veyay =ax+ y-ax; ¢ikar. Ote yan-

dan, y;=ax;+b esitliginden byi bulursak b=y;-ax; eldeederiz. Bunuyukarida
yazarsak

y=ax+b

buluruz. Bu onu gosteriyor ki (x1, y1) ve (x2, y2) noktalarindan gecen dogru-
nundenklemi y=ax+b dir ve tersine, y = ax + b fonksiyonunun grafigi bu iki nokta-
dan gegen dogru olur.

Burada a sayisina dogrunun egimi denir. x = 0 iken y = b oldugundan b sayis:
bu dogrunun ordinatlar eksenini hangi noktada kestigini gosterir. Eger y =ax +b
esitliginde y =0 yazar vex i¢ozersek bu dogrunun apsisler eksenini kestigi noktay1
bulmus oluruz. y =0 ise ax + b =0 olur. Bu denklemden

«.b
a
bulunur.
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Asagidaki sekilleri inceleyerek egimin bir dogru i¢in 6nemini anlamaya ¢alisiniz.

y=ax+b
A
? Fy a=2
a=1
\ a=1
N y=a(x-1)+2
2 a=0
|
7 : a=1
! 2
1 AN X 7
a=-1
-b/a a=-2

Sekil 4.2: Sekil 4.3:

Yukarida soylenilenlerden goriildiigii gibiy =ax +b nin grafigini cizmekicin dogru
tizerinde iki nokta bulmak yeterlidir. Bu iki nokta olarak genellikle dogrunun x -ek-
seni ve y-eksenini kestigi noktalar tercih edilir. Bunun i¢in dogru denkleminde
y= 0 yazip x bulunur, sonra ise x=0 yazip y bulunur.

Ornek: y = - 3x +2 dogrusunu giziniz.

Coziim: x=0 ise y=2; x=1 ise y=-1. Buna gore (0, 2) ve (1, -1) noktalarindan gegen
dogruyu gizersek y = -3x + 2 nin grafigini elde ederiz.

Ornek: y =2x +4 dogrusunu ciziniz.

Coziim: y =0ise, x=-2; x=0 ise y =4. Buna gore (-2, 0) ve (0, 4) noktalarindan gegen
dogru aranan dogrudur.

A ,/
0.4
0,2
_ (-2,0)
0 ! o >
\
Lo 1,-1)
y =-3x +2 Y=2x+4
Sekil 4.4: Sekil 4.5:
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Simdi P(x) = ax? + bx + ¢ ikinci dereceden polinom fonksiyonlar: (kuadratik
fonksiyonlari) ele alalim. y = ax? + bx + ¢ fonksiyonunun grafigine parabol eg-
risi denir (a= 0 oldugunu bir daha hatirlayalim). Unite 3 de y =x? nin grafigin-
den bahsetmistik. a >0 olmak iizere, y = ax? nin grafigi olan parabol egrisi
de y =x? grafigi gibi cizilir. a biiytidiikge bu paraboliin kollar1 daralarak ytikse-
lir, a kiigtildiikge paraboliin kollar1 y-ekseninden uzaklasir.

Eger a <0 ise y = ax? fonksiyonunun grafigi y = (-a)x> paraboliiniin x-eksenine
gore simetrigidir ve |al biiytidiikce paraboliin kollar1 x-ekseninden uzaklasir.

AN
y 1\
y = 4x? y
>
X Cd
y=x
=12
y 2
=1y2
d 5
>
Sekil 4.6: Sekil 4.7:

Simdi y = ax? + bx + ¢ fonksiyonun grafigini inceleyelim. Gosterelim ki bu fonk-
siyonun grafigi y = ax?> nin grafiginden kaydirma iglemleri ile elde edilebilir. Bu
amagcla ax? + bx + c ifadesini agagidaki sekilde yazalim:

2 2
ax2+bx+C:a(x+L) + 4ac-b"
2a 4a

2
Burada p=-D0 , q=4ac-b" dersek
2a 4a

ax> +bx+c=a(x-p)*+q

olur. Buradan goriildiigii gibi y=ax?+bx+c paraboliiniin grafigini ¢izmek i¢in
y = ax? paraboliiniin grafigini |p|kadar sola veya saga kaydirdiktan sonra yeni
grafigi | q | kadar asagiya veya yukariya kaydirmak gerekmektedir. Buna gore eger
a>(0ise parabolun bir tane en al¢ak noktasi, eger a < 0 ise bir tane en yiiksek noktasi
vardir. Bu noktaya paraboliin tepe noktasi denir. Yukaridaki ifadelerden goriildi-
gl gibi paraboliin tepe noktasinin koordinatlari
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2
(/ ): 'L/ dac-b
P 2a 4a

olur. Paraboliin tepe noktasindan gecip, y-eksenine paralel olan dogruya paraboliin
ekseni denir. Acikca goriildiigi gibi y = ax> + bx + ¢ paraboliiniin ekseninin
denklemi

=.b
2a
dir.
Ornek: 1) y=x2-3x+5 2)y=-2x2+4x-5

parabollerinin tepe noktalarini, eksenlerini bulup grafiklerini ¢iziniz.
2
Coziim: 1)a=1,b=-3, c=50ldugundan x*>-3x +5 :(x —3) +11 gibiyazabiliriz.
2 4
O zaman tepe noktasinin koordinatlari (i , ﬂ) , parabol ekseninin denklemi ise
2 4
x =3 olur,
Egery=x?parabolunu % birim kadarsaga kaydirdiktansonraelde edilen grafigi

% birim kadar yukar: kaydirirsak aranan grafigi buluruz.

4
ty "y
1 AN
! x 7
|
|
|
y = x2-3x+5 |
BF-
5
11 L\ -5
4 I
|
| < y = -2x2+4x-5
3/2 x”
Sekil 4.8: Sekil 4.9:

2) a=-2, b=4, c=-5 oldugundan -2x>+4x -5 =-2 (x-1)?> - 3 yazilabilir. Buna
gore tepe noktasi (1, - 3), parabol ekseninin denklemi ise x =1 dir. Eger y = - 2x?
paraboliinii 1 birim kadar saga kaydirdiktan sonra 3 birim kadar asagiya kaydirir-
sak aranan grafigi elde ederiz.
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y = ax? + bx + ¢ paraboliiniin koordinat eksenleri ile kesisim noktalar1 bulunursa,
grafik dahakolay cizilebilir. Genellikle, y = f(x) denklemi ile verilmis egrinin x-ekse-
ni ile kesisim noktalarinin apsisleri, eger varsa, f(x) = 0 denkleminin kokleridir. Bu
grafigin y-ekseniile kesisim noktasi kolay bulunur, ¢tinkii y =f(x) de x=0yazarsak

y = £(0) bulunur ve y-ekseni ile kesisim noktas (0, £(0)) olur.

Ornek: 1) y=-x2+2x+3 2) y=x?+x+1

parabollerinin tepe ve eksenleri kestigi noktalarini bulup grafiklerini ¢iziniz.

Coziim: 1) a=-1, b=2, c=3 oldugundan tepe noktast (1,4) diir. x =0
yazarsak y = 3 diir. -x?> +2x + 3 =0 denkleminin kokleri x; =-1, x, =3 diir.
Buna gore parabolun y-ekseni ile kesisim noktasi (0, 3), x-ekseni ile kesigim noktala-
rise (-1, 0) ve (3, 0) noktalaridar.

2) a =b= c =1 oldugundan tepe noktasi (- 1 ,Q) diir. x =0 yazarsak y=1 bulu-
2 4

nur. x*> + x +1 = 0 denkleminin gercel kokleri yoktur. Ciinki diskirminant ne-

gatiftir: A =Db?-4ac=1?-4.1.1 =-3<0. Bu parabol y-eksenini (0, 1) noktasin-

da keser, ancak x-eksenini kesmez.

y = x2+x+1

Sekil 4.10: Sekil 4.11:

1) y=2x2+5x-3

2) y=9x2+6x+1

parabollerinin tepe noktalarini, eksenlerini, koordinat eksenleri ile kesisim
noktalarini bulup grafiklerini ¢iziniz.

Cevaplariniz asagidaki gibi olmalidur.
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L.
.

449
8

Sekil 4.12: Sekil 4.13:

Daha yiiksek dereceden (n>3) polinom fonksiyonlarin grafikleri tiirev kavrami

yardimiyla incelenebilir. Bu konuyu Unite 10 da ele alacagiz.

3. Rasyonel Fonksiyonlar

P(x) ve Q(x) birer polinom fonksiyon, S={x| Q(x) =0, x €IR} olmak tizere
P(x)

Q(x)

fonksiyonuna rasyonel fonksiyon denir. Bu fonksiyonun tanim kiimesinin Q(x)=0
denkleminin kékleri digindaki tiim gergel sayilar kiimesi olduguna dikkat ediniz.

f:IR-S—= IR, f(x) =

Ornegin,
1) fx)=1 2) f(x)= 2 +x+1 3) f(x)= X +2¢-x+1
X X-2 x> -5x+6

fonksiyonlarimin herbiri rasyonel fonksiyonlardir. Bunlardan birincisinin tanim
kiimesi IR-{0}, ikincinin IR-{2} iken tigiincii fonksiyonun tanim kiimesi ise x2-
5x+6=0 denklemindenbulunan x=2 ve x=3 sayilar1 disindaki gergel sayilar kii-
mesidir, yani IR-{2,3} dir.

Ornek: y= 1 fonksiyonunun grafigini ¢iziniz,
X

Coziim: Grafigi, x e bir kag deger verip, bu degerlerin goriintiileri olan y deger-
lerini bularak ¢izmeye ¢alisalim. Bunun icin asagidaki tabloyu olusturalim.

W =
W =
N |~

=fx)=1| -1 _1 1 2 3 3 2 1 1 1
y ) X 5 3 3 5

Bulunan noktalar1 "uygun" bir egri ile birlestirirsek y —1 in grafigini elde
ederiz. Bu egriye hiperbol denir. X
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Sekil 4.14:

Diizlemdebir egri ve bir dogru verilsin. Eger egri tizerindeki her hangi P noktasieg-
ri tizerinde hareket ederek orijinden uzaklastiginda bu noktanin o dogrudan olan
uzaklig1 sifira yaklastyor ise bu dogruya o egrinin asimptotu denir. Tanimdan go-
rildigii gibi 'y =% hiperboliiniin iki asimptotu vardir. Bunlardan biri x - ek-
seni, digeri y - eksenidir.

Ornek: y= % fonksiyonunun grafigini ¢iziniz ve asimptotlarini bulunuz.

X

Coziim: Tanim kiimesi x = 0 disindaki gergel sayilardir. Grafik ¢izimi igin tablo

olusturalim.
x | 3 2 o -1 L1 1y, g
2 3 3 2
—fo=1 1 1 4y 9 9 4 1 11
y X2 9 4 4 9

Tablodaki degerlere kars1 gelen noktalar1 bulup"uygun" bir egri ile birlestirirsek, g-
rafik egrisini bulmus oluyoruz. Bu egrinin de iki asimptotu vardir : Biri x - ekseni, di-
geriy - eksenidir.

1

Sekil 4.15:
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Omek: y= 1 5 fonksiyonunun grafigini ve grafik egrisinin asimptotlarin
(x+2)

bulunuz.

Coziim: Tanim kiimesi x =-2 degerleridir. Bu fonksiyonun grafigi, y= % nir
X
grafigi 2 birim sola kaydirilarak elde edilir. Asimptotlarise x - ekseni ve x=-2 dog-

rusudur.

Sekil 4.16:
Ornek: yLﬁLf fonksiyonunun grafigini ve grafik egrisinin asimptotlarini
X+

bulunuz.

Coziim: Fonksiyonun tanum kiimesi x=-1 degerleridir. 3x +4) i (x+1) e bolersek

3X+4:3+ 1
x+1 x+1

elde ederiz. Buna gére y=1 fonksiyonun grafigini énce 1
X

birim sola, sonra 3 birim yukar1 kaydirirsak —y =3X7+14 fonksiyonunun grafigini
X +

buluruz. Asimptotlarise y=3 ve x=-1 dogrulardir.

|
ﬁ 3
1
& 1 x
3

Sekil 4.17:

'
|
'
|
|
_________ 4ot —T==
|
|
|
|
-
|
|
I
|

Yukarida bahsettigimiz kaydirma yontemi ile y :ax7+2 fonksiyonunun grafigi-
ox +

ni elde etmek miimkiindiir.
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Ormek: v =f(x)=—3X-3 _ fonksiyonunun,
X% +2x+3

i) tanim kiimesini ve £(2), f(-2), f(1) degerlerini bulunuz.

ii) f(a) =1 esitligini saglayan a degerlerini hesaplayimniz.

Coziim: i) -x*> + 2x + 3 =0 denkleminin kokleri x; =-1 ve x =3 oldugundan
tanum kiimesi R -{-1, 3} kiimesidir.

£(2) = 3.2-3 :%:1 ,

2°42.2+3
. 33 63 9.9
(-2)%+2.(-2)+3 -4-4+43 5 5
(1) = 23.1—3 -0_p
-1°+2.1+3 4
i) fa)= —3a-3  _1 egitliginin her iki tarafim - a2+ 2a + 3 ile carpalim.

-a’+2a+3

3a-3 =a’+2a+3 veya

a’+a-6=0
olur. Bu denklemi ¢bzersek a; =2, a,=-3 degerleri bulunur.
Simdirasyonel fonksiyon olmayanbir kag cebirsel fonksiyonun grafigini gérelim.
Omnek: y = f(x) =V-3x + 2 fonksiyonunun tanim kiimesini bulup grafigini ciziniz

Coziim: Karekok altindaki ifade negatif olmayacagindan -3x+2 > 0 olmalidir.

Buradan-3x>-2 veya x<2 ve x<2 bulunur. Buna gore fonksiyonun tanim
3 3

kiimesi (- o, 2 | arahgidir. Grafigi ¢izmek icin degerler tablosu olusturalim.
3

X 0 -1 2 3 -4 -5

ol WIN

V=£(x) = /3x 1 2 1,41 223 282 331 374 4,12

(Buvebundan sonraki tablolarda irrasyonel sayilarin yaklasik degerleri alinmustr).

Bu degerlere gore grafik asagidaki gibidir.
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y = V-3x+2 y

Sekil 4.18:

Ornek: 1) y:ﬁ/:

2) Y=%

fonksiyonlarmin grafiklerini ¢iziniz.

Coziim: 1) Herhangi gergel saymnin tek dereceden kokii tanimli oldugundan, bu
fonksiyonun tanim kiimesi IR dir. Grafik ¢izimii¢in asagidaki tabloyu olusturalim.

X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

y=Y.» | 132 125 115 1 0 -1 -L15 -125 -132

Grafik asagidaki gibidir.

Sekil 4.19:

2) Fonksiyonun tanim kiimesi x >0 esitsizligini saglayan x gercel sayilaridir.

Grafik ¢izimi i¢in agagidaki tabloyu olusturalim.
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1,5 2 3 4

X
e
@
L
Q1
—_

1,83 1,41 1 0,82 0,71 0,57 0,5

Sekil 4.20:

x+3
x-1

y= fonksiyonun grafigini ¢iziniz ve asimptotlarini bulunuz.
y= | x2 -1 fonksiyonun grafigini ¢iziniz.

Cevaplariniz asagidaki gibi olmalidir.

Sekil 4.21: Sekil 4.22:

Genel olarak cebirsel fonksiyonlarin grafiklerini elle ¢cizmek kolay degildir. An-
cak giiniimiizde bu grafikler bilgisayarlar yardimu ile kolayca ¢izilmektedir.
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Degerlendirme Sorulari

1.y =4x?-12x + 13 paraboliiniin tepe noktasinin koordinatlar: hangisidir?

3. f:IR — IR, f(x) =x3+3x? + 3x + 1 fonksiyonunun goriintii kiimesi hangisi-
dir?
A. (0, )
B. [0, )
C. IR
D. [1, =)
E. (1, )

4. f(x)= % icin f(a) :% isaglayan a degeri kagtir?
X -
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5y =2X7'3; fonksiyonunun grafiginin asimptotlar1 asagidaki seceneklerden
X +

hangisinde verilmistir?

A x=2,y=2
B. x=-2
Cy=2

D. x=-2,y=2
E. x=-2,y=-2

6. f(x)=,/ 3 X fonksiyonunun tanim kiimesi hangisidir’
- X

A. [0, 3]
B. (-, 3)
C. [0,3)
D. (-, 0)
E. (2,4)

7. f(x) =Vx-4 +Vx*-4 fonksiyonunun tanmim kiimesi hangisidir’
A. (4, )
B. [2, 4]
C. [4,)
D. [-2,2)
E. (2 4)

8. f:IR — IR, f(x) =4x?-ax + 13 fonksiyonu veriliyor. f(2) =5 olmasiigin a
kacg olmalidir?

7

8

9

11

12

SECNoNC S

9. f(x) =-2x%+ ax + 3 fonksiyonunun maksimum degerinin 11 olmasi igin
pozitif a degeri kag olmalidir?
A5

O 0 N O

B.
C
D.
E
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10. Grafigi yanda verilen f fonksiyonu igin
asagidakilerden hangileri dogrudur?
i) f(0)=6
i) £(3)=0
iii) x =1 asimptottur
iv) y =2 asimptottur
v) f(-1)>2

B. ii, iii,

C. iiv

D. i, ii, iii, iv
E. i, ii,iii, iv, v

Degerlendirme Sorularinin Yanitlari

1.D 2.A 3.C 4.E 5.D 6.C 7.C 8.E 9.D 10.E
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