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Baslarken

Bu kitap, Anadolu Universitesi Agikdgretim Fakiiltesi'nce yiiriitiilen {lkogretim
Ogretmenligi Lisans Tamamlama Programi Matematik dali Analiz dersi igin hazir-
lanmustir.

Okuyucularin lise 6grenimlerini uzun yillar 6nce tamamlamis olmalar1 nedeniyle
birinci ve ikinci tiniteleri, daha sonraki tinitelerde ihtiya¢ duyulacak kavramlar igin
ayirdik. Bu kavramlari belli bir biitiinliik igerisinde inceleyince bu tinitelerin hacmi,
uzaktan egitim ilkelerine gére olmasi gereken boyutu agti. Hedef kitlenin 6zel duru-
mu nedeniyle bu konuda bagislanacagimizi umuyoruz.

Kiimeler ve Sayilar konusunu inceledigimiz 1. tinitede gercel sayilar sistemine ge-
nig yer ayirdik, ancak gercel sayilarin titiz insasini ikinci plana alip temel 6zelliklerin
ispatina agirlik verdik. 2. Unitede Ozdeslikler, Denklemler ve Esitsizlikler konulari-
n1 ayrintili olarak inceledik. Ozellikle 6zdegliklerin geometrik yorumlarina énem
verdik. Bukonuya 6gretmenlerimizin de 6nem vermelerini, kesilmis tahta veyakar-
tonlarla bu ispatlar1 sinifta yapmalarini arzuladik.

Esas itibariyle fonksiyon ve fonksiyon davramslarini inceleyen ve matematik bo-
liimlerinin en temel dersi olan analiz konusuna 3. tinitede fonksiyon kavramini ele
alarak bagladik. Fonksiyonunresmi olan grafik konusuna 6zel 5nem verdik ve bilgi-
sayarla gercege uygun grafikler ¢izdik. 4. tiniteden itibaren kitabin biiytik boltimii-
ni tek degiskenli fonksiyonlara ayirdik ve bu tiir fonksiyonlarin, limit, stireklilik,
tiirev ve integralini inceledik. Bu kavramlarin temel 6zelliklerini genellikle 6rnek-
lerle agikladik, ayrintili ve zor ispatlardan kagindik.

Son iki tinitede, cok degiskenli fonksiyon kavramu, katl integraller ve diferansiyel
denklemler konularinda sadece bir 6n bilgi vermeyi amacladik.

Unitelerde incelenen konular, ¢6ziimii okuyucuya birakilan ve iinite igersinde soru
isaretiyle birlikte belirttigimiz sorular ve degerlendirme sorulariyla birlikte diis-
niilmelidir. Her iki grup sorularin cevaplari verildiginden okuyucularin, bu sorula-
r1 ¢ozerek hem bilgilerini pekistireceklerine hem de kendilerini kontrol edebilecek-
lerine inanmaktayiz.

Dizgi aninda her tiirlii nazimizi olgunlukla karsilayan dizgi ve grafik ekibine tesek-
kiir ederiz.

Saglik ve basar1 dileklerimizle.

Editor
Ogr.Gor.Dr. Mehmet UREYEN
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1. Giris

Sayilarin tarihi gelisimi insanlik tarihinin gelisimine paralel bir siireg izlemistir. In-
sanoglu asirlarboyu "1 nedir?", "2 nedir?", "3 nedir?", daha genel olarak "say1 nedir?"
sorularina cevap aramis ve ancak 19. ytizyilin sonlarinda tam bir cevap bulabilmis-
tir. Bu cevap sayilarin iinite sonunda verdigimiz aksiyomatik tanimidur.

Sayilarin tarihi gelisimini merak eden okuyuculara TUBITAK tarafindan seri halin-
de dilimize gevrilen "Ifrah Georges; Rakamlarin Evrensel Tarihi"isimli eser 6nerile-
bilir.

Bu tinitede kiime kavramiileilgilibazi hatirlatmalar yaptiktan sonra, say1 kiimeleri-
ni ve sayilarla ilgili sik¢a kullanilan bazi1 6zellikleri ele alacagiz.

2. Kime Kavrami

Kiimeler teorisi gegen asrin sonlarinda ortaya ¢ikmig olup matematigin gelismesin-
de 6nemli rol oynamigtir. Kiimenin kesin tanimi1 yapilmamakla beraber, canli ya da
cansiz varliklardan olusan bir topluluga ait olan nesneler acik ve kesin olarak bilini-
yorsa, boyle bir topluluga kiime denir. Kiimeyi olusturan nesnelerin her birine kii-
menin elemanidenir. Kiimeler sembolik olarak A, B, C, ... gibi biiyiik harflerle, onla-
rinelemanlariise a, b, ¢, ... gibi kiigiik harflerle gosterilir. a elemaninin A kiimesine
dahil olmasi sembolik olarak a € A, dahil olmamasiise a & A bigiminde ifa-
de edilir. Hi¢ bir eleman icermeyen kiimeye bos kiime denir ve sembolik olarak &
ile gosterilir.

Kiimeler gesitli yollarla ifade edilir. Bunlardan birincisi, kiimedeki elemanlar: tek
tek belirtmektir. Ornegin, a,b,c ve d elemanlarindan olusan bir A kiimesi,

A={ab,cd}
bigiminde yazilir. Ancak kiimenin eleman sayisi ¢cok oldugunda bu tiir yazilim zor-
lagir. Budurumda, eger miimkiinse, kiime elemanlari noktalar yardimuile gosterilir.
Ornegin, A, 50 den biiyiik olmayan dogal sayilar kiimesi ise, A kiimesi
A={1,23,..,49,50}
seklinde gosterilir. Fakat, bazen bu tiir yazilim da miimkiin olmayabilir. A kiimesi,
ancak ve ancak P 6zelligini saglayan elemanlardan olusuyorsa, bu durumda A kii-

mesi su sekilde gosterilir:

A ={x | xeleman1 P 6zelligini saglar }
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Ornegin, A kiimesi, 1998 yilinda A.U.Agkégretim Fakiiltesini kazanan 6grenciler
kiimesini gosteriyorsa, o zaman

A={x|x 1998 yihinda A.U. Agikdgretim Fakiiltesi'ni kazanmistir }
seklinde yazilabilir.

Kiimeleri ve onlar tizerindeki igslemleri dahaiyi anlayabilmek i¢in kiimeler, sem-
bolik olarak, dikdoértgen, cember veya elips gibi egriler ile sinurlanan bir diizlem
parcasiyla temsil edilir. Bu durumda bazen sinirlanan bolge icerisine kiimenin
elemanlar1 yazilir. Kiimenin bu tiir gosterimine Venn semast ile gosterimi denir.
Asagida A={a,b,c,d} ve B={1,2,5,7} kiimeleri sembolik olarak Venn semasi ile
gosterilmistir.

A kiimesi B kiimesi
AveB gibiiki kiime verilsin. A kiimesindeki her eleman B kiimesinin de elemani ise

ozaman A kiimesi B nin altkiimesidir denir ve sembolik olarak A CB seklinde gos-

terilir.

Ornek: A={1,2,3}, B={1,2,3,8,9} verilsin. A kiimesindeki her eleman B kiime-
sinin de elemani oldugundan A C B dir.

A veB gibi iki kiime verilsin.Egerhem AC B vehemde B C A ise A kiimesiile B
kiimesi esittir denir ve sembolik olarak A =B seklinde gosterilir.

Elemanlar1 ya A, ya da B kiimesinin elemanlar1 olan kiimeye A ile B nin birlegimi
denir ve birlesim kiimesi sembolik olarak A U B seklinde gosterilir.

Elemanlarihem A, hem de B kiimesinin elemanlari olan kiimeye A ile B nin kesisi-
mi denir ve kesisim kiimesi sembolik olarak A N B gibi gosterilir.

A kiimesinin B ye dahil olmayan elemanlarinin kiimesine A ile B nin farki denir
ve sembolik olarak A-B veya A\B gibi gosterilir.

Bu tanimlara gore,
AUB={xIxEA veya xEB},
ANB={xIxEA ve xEB},
A -B={xIxEA ve x&¢B}
yazilabilir.
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Kiimelerde alt kiime, birlesim,kesisim ve fark ile ilgili su temel 6zellikleri verebili-
riz. A, B ve C herhangi ti¢ kiime olmak tizere, asagidaki 6zellikler saglanur:

ACA

gC A

ACB ve BC C ise AC C dir.
AUA=A

AUB=BUA

AC(AUB) ve BC(AUB)
(AUB)UC=AUBUCQ)
ANA=A

ANB=BNA
(ANB)NC=ANBNCQC)
(ANB)C Ave(ANB)C B
ANBUQO=ANBURKNQC
AUBNCO=AUB) N(AUQ).

Omek: A={1,257}, B={1,59 10} verilsin. Ozaman AUB={1,2,5,
7,910}, ANB={1,5}, A-B={2,7} olur.

Kiimelerin birlesimi, kesisimi ve farki Venn semasiile asagidaki gibi gosterilebilir.

A B A B A B

AUB ANB A-B

1) A =1{1, 2, 3} kiimesinin alt kiimelerini yaziniz
2) A={a,b,c,d},B={a, c} kiimeleri veriliyorr AUB,ANB,A-B,B-A
kiimelerini bulunuz.

Cevaplariniz soyle olmalidir: 1) &, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, (2, 3}, {1, 3}, {1, 2, 3}
2) AUB={a,b,c,d,ANB={a,c},A-B={b,d},B-A=¢.

AveB gibi bos kiimeden farkli herhangi iki kiime verilsin (A =B de olabilir).a€ A,
b € B olmak iizere, bu iki eleman yardimiyla, sira gozetilerek olusturulan ve (a, b)
seklinde gosterilen eleman ¢iftine bir siraliikili denir. (a, b) siraliikilisinde a ya ikili-
nin birinci terimi veya birinci bileseni, b ye ikinci terim veya ikinci bilegeni denir. (a,
b) ve (¢, d) sirali ikilileri verilsin. Bu iki sirali ikilinin esit olmasi igin gerek ve yeter
kosul, birinci ve ikinci bilegsenlerin kendi aralarinda esit olmasidir. Yani,
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(@a,b)=(c,d) <+a=c ve b=d
dir. Buna gore 6rnegin, (2, 1) = (1, 2) dir.
A ve B kiimeleri verilsin.
{(a,b)la€ A, beB}

kiimesine A ile Bnin ¢arpim kiimesi (kartezyen ¢carpimi) denir ve A xBbigiminde
gosterilir. Buna gore,

AxB={(a,b)l a€ A, beB}.
Ornek: A={-1,2,3} ve B={a,b} kiimeleri veriliyor. A x B kiimesini bulunuz.
Coziim:

AxB={(-1a), (-1,b), (2,a), (2,b), (3,a), (3,b)}.
Genel olarak , AxB =B x A dir.

A x A kiimesi kisaca A? bigiminde de gosterilir.

3. Gercel Sayilar

Sayma,siralama ve numaralama amaciyla kullandigimiz 1, 2, 3, ... gibi sayilara do-
gal sayilar diyoruz. Dogal sayilar kiimesi IN ile gosterilir:

IN={1,23,4,..}.
Sifir sayisisayimigleminde kullanilmadigindan dogal sayilar kiimesine katilmiyor.
Iki dogal sayinin toplami yine dogal say1dur, fakat farki dogal say1 olmayabilir. Do-
gal sayilar kiimesi, negatifleri ve sifir1 da katmakla Z tam sayilar kiimesine genisle-
tilir:
Z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,..} .
INC Z

oldugu aciktir. Her dogal say1 ayni zamanda bir tam sayidir.

m ve n tam sayilari verilsin. Eger m—n bir dogal say1ise m say1sin sayisindan bii-
yiiktiir veya buna denk olarak n sayisim sayisindan kiigiiktiir denir ve sirasiyla
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m>n veya n< m seklinde gosterilir. 0 dan biiyiik tam sayilar pozitif, 0 dan kiigiik
tam sayilar ise negatif olur. 0 pozitif veya negatif degildir.Pozitif tamsayilar kiimesi
Z* ile, negatif tam sayilar kiimesi Z "~ ile gosterilir.

Buna gore,
Z=7Z* U {0}UZ"
yazilabilir.

Boltismenin, parcalamanin gerekli oldugu durumlarda iki tam sayiy1 b6lmek ge-
rekmektedir ve bélme sonucu tam say1 ¢ikmayabilir. Bu sebepten tam sayilar, iki
tam sayinin orani seklinde gosterilebilen rasyonel sayilara genisletilir. Béylece Q
rasyonel sayilar kiimesi

Q=[M/m neZ ven=0)
\'n /

olarak tanimlanir.

Herhangi bir m tamsayisi % seklinde yazilabildiginden her tam say1 aym za-
manda bir rasyonel sayidir. Bu nedenle

INC ZC Q

yazilabilir.

Omek: 2,5 0,7 3,13 sayilari birer rasyonel sayidir.
3 3

7’ 3

% rasyonel sayisinda, m ve n tam sayilari ayni isaretli ise rasyonel say1 pozi-
tif, ters isaretli ise negatif rasyonel say1 olur. Bundan bagka,

-In_-m _m
n n -n

dir. Bunun sonucu olarak, 1 rasyonel sayisinda her zaman n pozitif bir tam
say1 olarak dtistintilebilir.

Pozitif rasyonel sayilar kiimesi Q% , negatif rasyonel sayilar kiimesi Q =~ olmak
lizere,

Q=Q"*U{0}luQ
dir.

dir. Buna gore, 6rnegin

2_4_8_16_ _4_-8 _-16 _
3 6 12 24 -6 -12 -24
yazabiliriz.
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Eger % rasyonel sayisinda, n pozitif olmak tizere, m ve n nin ortak boélenleri

yoksa yani, her iki tam say1y1 da bélen 1 den farkli bir tam say1 bulunmuyorsa, %

say1si sadelegmis sekildedir denir. Ornegin, % sadelesmis sekilde bir rasyonel

sayidir. Bunakarsilik, % sadelesmis sekilde degildir. Ancak, %:% oldugundan

ve 2 ile 3 {in ortak béleni bulunmadigindan 4 sayisinin sadelesmis sekli % dir.

Benzer sekilde, Z—g in sadelesmis sekli % iken, '22—;) in sadelesmis sekli ise % dir.

m P yer rasyonel sayilar1 verilsin.
n.q k
1) m P _mg+np
n q nq
) m _pP_Mmqg-np
n o q nq
3 m P_mp
n.q nq
g m.P 7149
q P
5 m £+L) _mp mr_mpk+mrgq
ni\q k/ nq nk nqk
6) Herhangi bir p =0 tam sayisiigin 1 _mPp
n np
7) U=0,(m=0)
m
-(-m) —m
9 {0)=1
dir.
Ornek: 5 +Z:58+79 :40+63:m’
9 8 72 72 72
5 _.7_5.3-7.8 _15-56 _-41 _ _41

8 3 24 24 24 24
m ve nikidogal say1olsun. Eger m >nise, p boliim, k kalan olmak tizere, m=pn +k
yazilabilir. Bu durumda % rasyonel sayis1 p % biciminde gosterilir. Ornegin,
17 _3
5
olduguna dikkat edip bu tiir sayilarla islem yaparken dikkatli olunuz.

% dir. p% sayisina tam sayili kesir de denmektedir. p % =p +% demek

3;(5l+l):§(ﬂ+l):§3.21+4:§‘677 1541
7

7Ua 3 73Ty 4 12 84
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Herhangi iki rasyonel say1y1 kargilastirmak miimkiindiir. Yani % ve P gibi iki

rasyonel say1verildiginde bu sayilar ya esit, yabirinci ikinciden biiyiik, ya(glabirinci
ikinciden kiigiik olacaktir. Herhangi iki rasyonel say1y1 kargilastirmak igin onlari or-
tak paydaya getirip paylarmi karsilastirmak yeterlidir.

Ornek:

1) % ve é sayilarini karsilagtirmak igin % =15, é ~16 gibi yazarsak 16 sayisi
15 den biiyiik oldugundan % in % den biiyiik oldugu sonucuna variyoruz.

2) 6 ve 21 verilsin. O zaman 6 =6.23 _138 ‘21 _21.7 _147 gibi yazarsak 21
7 23 7 7.23 161 23 23.7 161 23

iin g den biiyiik oldugunu gériiyoruz.

3) -8 ve -3 sayilar1 verilsin. O zaman - 8 _-8.7_-56,.5_-5.11_-5
11 7 1mn 1.7 77 7 7.11 77

gibi yazilimlar1 miimkiin oldugundan ve -55 sayis1 -56 sayisindan biiyiik

oldugundan-% sayisi - % den biiytiktiir.

4) 19 ve % sayilarini karsilagtirmak igin ortak paydaya gerek yoktur, ¢tinkii

50 7% gibi yazarsak ikincinin tam kismi biiyiik oldugundan %

3
19 _¢ -
3 7

lr
3

nin% den biiytik oldugu sonucuna variyoruz.

Rasyonel sayilar kolaylikla geometrik olarak gostermek miimkiindiir. Bunun icin
bir dogru segilir ve bu dogru tizerinde sifir sayisina kargsilik gelmek tizere bir O bas-
langic noktasi, soldan saga olmak iizere pozitif yon ve bir birim uzunluk segilir.

birim uzunluk

.
0 pozitif ydn
1 >
(@)

baslangi¢ noktasi

Bu dogruya say1 dogrusu veya say1 ekseni denir.

0 noktasindan itibaren birim uzunluk, saga dogru 1 defa, 2 defa, 3 defa, ... taginarak
1,2, 3, ... sayilarina karsilik gelen noktalar belirlenir. Ayni islem 0 noktasindan sola
dogru tekrarlanarak-1,-2,-3, ... sayilarina karsilik gelen noktalar belirlenmis olur.
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6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
Sadelesmissekli % olanrasyonel say1 verilsin. Birim uzunlugu, herbirinin uzunlugu
% olan n tane esit parcaya bolelim ( n > 0 oldugunu hatirlayalim). Sonra eger,
m>0 ise 0 noktasindansagadogru m tane, m<0 isesoladogru-mtane % uzunlu-
gunu tasidigimizda son ulastigimiz nokta % sayisina karsilik gelen nokta olarak

belirlenmis olur.

Ornegin, % =8 .1 oldugundan % uzunlugunu 0 dan itibaren saga dogru 8 adim

8

tasidigimizda gelinen nokta  noktasidir:

Eger rasyonel say1 1 den biiytikse bu sayiya karsi gelen nokta asagidaki yontemle
daha kolay bulunabilir. % >1 ise % = p% =p +% (p, k€IN) yazilir ve birim
uzunluk n esit pargaya béliiniir. Daha sonra p denitibaren 1 uzunlugu saga
dogru k kez taginirsa % ye karsi gelen nokta bulunmus olurr.1

Ornegin, %: 2% =2 J% oldugundan bu sayiya karsi gelen nokta asagidaki gibi

de bulunabilir.

m<(ise -M ye karsi gelen nokta yukaridaki yontemle bulunur, daha sonra
n n

bu noktanin baglangic noktasina gore simetrigi alinir.

m nin pozitif olmas: durumunda bu nokta asagidaki sekilde de bulunabilir.
n

Y
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11

Sekilde goriildigii gibi 6nce, OL yar1 dogrusu cizilir. OL yar1 dogrusu tizerinde |
OM| =mve | ON| =n olacak sekilde M ve N noktalar1 belirlenir (OL yar1 dogrusu
tizerindeki birim uzunluk say1 dogrusu iizerindeki birim uzunluktan farkl olabi-
lir). Daha sonra N noktasi say1dogrusu tizerinde 1e karsi gelen B noktastile birlegti-
rildikten sonra M noktasindan NB dogrusuna bir paralel ¢izilir. Bu paralel dogru-
nun say1 dogrusunu kestigi nokta olan P noktasi % pozitif sayisina karsi gelen
nokta olur.

Boylelikle her rasyonel say1y1 say1 dogrusunda bir nokta ile gostermek miimkiin-
diir. Eger bir rasyonel sayiya karsi gelen nokta, bagka birsayiyakarsi gelen noktanin
saginda ise, birinci say1 ikinciden biiytik olur.

% sayisina say1 ekseni iizerinde kars1 gelen noktay1 bulunuz.
11
5
a
5
Cevabiniz } } N > : f | > olmalidir.
0 1 2 3 0 1 isl

Simdi dogal olarak su soru ortaya ¢ikar. Say1 dogrusu tizerindeki her nokta bir ras-
yonelsay1y1 gosterir mi? Busorunun cevabi hayirdir. Gergekten, asagidaki sekildeki
gor teoremine gore, |OA 12 = |OBI2+ |BA|2dir. |IOBl= IBAI| =1 oldugundan
|OA 12 =2 olur. Simdi say1 ekseni tizerinde |OA|=1OP| olacak sekilde P nokta-
sini1 isaretleyelim.

A
N
/
/ \
/
, \
4 |
o’ B, >
I | [
0 1 P

O zaman |OPI2 =2 olur. Buna gore P noktasinin O noktasina uzakligi, karesi
2 olanbir say1 kadar birimdir. Ancak bilinen odur ki karesi 2 olanrasyonel say1yok-
tur. O zaman | OP | uzunlugu rasyonel say1 degildir ve P noktasina rasyonel say1
karsi gelmez. |OA | uzunlugunun kenar uzunlugu 1 birim olan karenin kosegen
uzunluguna esit olduguna dikkat ediniz. P noktasinda oldugu gibi O noktasina
uzaklig1 bir rasyonel say1 ile ifade edilemeyen ¢ok fazla sayida noktanin varlig: bi-
linmektedir. Bu tiir noktalara karsi gelen sayilara irrasyonel sayilar denir. Ornegin
yukarida varligm grdiigiimiiz, karesi 2 ye esit olan say1 ki bu say1y1 V2 seklin-
de gosterecegiz, bir irrasyonel sayidir. Say1 ekseninde bir B noktas: verildiginde |
OB uzunlugurasyonel sayilarlaifade edilemezse 0 zaman B noktasinin gosterdigi
say1irrasyonel sayidir. Daha sonra taniyacagimiz ve orta 6greniminizden de hatir-
layacagimiz V3, V5, 14 , ...koklii sayilar1 birer irrasyonel sayilardir. Rasyo-
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nel sayilar kiimesine irrasyonel sayilarin da eklenmesi, herhangi dogru pargasinin
uzunlugu kavramim tamimlamaya imkan verir. Irrasyonel sayilar koklii sayilarla
bitmiyor. Ornegin, herhangi cemberin gevresinin ¢apina orani olan & sayist ve
daha sonra taniyacagimiz tinlii bir limitin degeri olan e sayisi da irrasyoneldir.
Rasyonel sayilar kiimesi ile irrasyonel sayilar kiimesinin birlesimine gergcel sayilar
kiimesi, bu kiimenin her bir elemanina da bir gergel (reel) say1 denir. Gergel sa-
yilar kiimesi IR ile gosterilir.

Her gercel say1ya say1 ekseni iizerinde bir nokta, ve tersine, say1 ekseni iizerinde-
ki her noktaya bir gercel say1 karsi gelir.

Say1 dogrusu iizerinde rasyonel ve irrasyonel sayilara kargilik gelen noktalar farkl
oldugundan bir say1 hem rasyonel hem de irrasyonel olamaz. Yani rasyonel sayilar
ile irrasyonel sayilar kiimesinin kesisimi bos kiimedir.

INCZCQCIR
oldugu da agiktir.
Bundan sonra say1 dedigimizde gercel say1y1 kastedecegiz.
Herrasyonel sayinin devirli ondalik yazilimivardir. Devirli ondalik yazilim, rasyo-
nel saymin ondalik yaziliminda ayni dogal sayinin sonsuza kadar tekrarlanmasidir.

Bu yazilimibulmak icin, pay paydaya boliiniir ya da bazi 6zel durumlarda rasyonel
sayinin paydasi 10 un kuvvetlerinden birine doniistiirtiliir.

Ornek:

=05 , 1=0333.. , %:3,555

N W N =
W =

= 0,428571428571 ..., 411125 _ 275 _ 575
4 425 100

Eger bir rasyonel saymin ondalik yazilimi sonlu ise, bu durumda 0 devrediyor ka-

bul edilir. Ornegin, %: 0,5 ve -11 =275 sayilarinda 0 devrediyor kabul edilir.

4
Bu tiir sayilarin ondalik kesirlerle ikinci tiir yazilimi da miimkiindyir. ikinci yazilim,

9 un devrettigi devirli ondalik yazilimdir. Ornegin, % =05 ve % =0,4999 ...,

% =26 ve % =2,5999 ...,- 1 =-0,25 ve -i —-0,24999 ... yazilabilir.

-1
4
Herhangi bir rasyonel sayinin payini paydasina boldiigiimiizde devirli ondalik

say1 ¢ikacagina dikkat ediniz.

Rasyonel sayilarin bu 6zelligine karsilik, irrasyonel sayilari onluk sistemde yazmak
istedigimizde devirsiz bir ondalik yazilimla karsilasiriz.
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Her irrasyonel say1 devirli olmayan sonsuz ondalikl1 bir sayidir.
Ornegin, V2 =1,414213 ..., V3 =1,73205 ..., 7t = 3,141592 ..., e = 2,718281 ...

Asagidaki sayilardan hangileri irrasyoneldir?
256, 32 +1,23 51
6 2

Cevabiniz ikinci ve dordiinci sayilar olmalidir.

aveb gibiikisay1verilsin. Eger say1 dogrusu tizerinde a sayisina karsi gelen nokta, b
sayisina karsi gelen noktanin solundaise o zaman a sayisi b sayisindan kiigtikttir ve-
yabunaesdeger olarak b sayist a dan biiytikttir denir. Bubaginti a<b veyabunaes-
deger olarak b > a gibi gosterilir.

Herhangiavebsayilariicina<b, a=b, a>b bagintilarindan ancak ve ancak biri
dogrudur.

a>0ise asayisi pozitif, a <0 ise negatif say1 olur. Pozitif gercel sayilar kiimesi IR*,
negatif gercel sayilar kiimesi IR ~ olmak tizere,

IR=IR*U {0} UIR"
dir.

Egeravebsayilariicin a sayisi b sayisindan biiytik degilse (yani kiigiik veya esitise)
bubaginti a<b veya buna esdeger olarak b > a gibi yazilir.

Bunagore1<2,-0.5<1,3<3 yazilimlar1 dogru yazilimlardir. Boylece a<bbagmti-

“

s1,” a<b veya a=b ” demektir. Benzer sekilde a=bbagintisi, “a>bveyaa=b" de-

oM A I T

mektir. “<”, “>”, “ <”, “2” bagintilarina esitsizlikler denir.
Eger a sayis1 b sayisina esit degilse bu bagint1 a = b seklinde gosterilir.

Egera, bvecsayilarticinhem a<b, hem deb < cesitsizlikleri saglaniyorsa bu iki esit-
sizlik a<b<c seklinde yazilir ve b sayis1 a ile ¢ nin arasindadir denir.

as<bs<c a<bs<c ve a<b<c egitsizlikleri de benzer anlam tagimaktadir. Gergel sa-
yilar kiimesinin esitsizliklerle ifade olunan ve ¢ok sik kullanilan asagidaki 6zellikle-
ri vardir.

* Her bir a say1s1 i¢in a < n olacak sekilde (sonsuz sayida) n dogal sayis1 var-
dir (Arsimet 6zelligi)

* Her hangi iki say1 arasinda (sonsuz sayida) rasyonel say1 vardir

* Her hangi iki say1 arasinda (sonsuz sayida) irrasyonel say1 vardir
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Say1 dedigimizde gergel say1y1 kasdettigimizi bir daha hatirlayalim.

Gergel sayilar tizerinde tanimlanan iki esas islem toplama ve carpma islemleridir.
Fark ve bolme iglemleri ise bu iki islemden elde edilebilir.

a ve b sayilar verilsin. O zaman a +b toplami 6yle bir gercel sayidirki 1<
a<r1y, r3<b<ry esitsizliklerini saglayan tiim ry, 1y, 13, r4 rasyonel sayilari igin

ri+r3<a+b<r+ry
esitsizligi saglanmis olsun.
Gergel sayilarin toplaminin asagidaki 6zellikleri vardir.
Al)Her a,b€&IR igin
a+b=b+a
A2)Her a,bvec€lIR igin
(a+b)+c=a+(b+0)
A3)Her a€lIR igin
a+0=a
A4)Her hangi a €IR verildiginde
a+(-a)=0
olacak sekilde bir tek -a sayis1 vardir.

Say1ekseni iizerinde -a sayisina karsi gelen nokta, a sayisina karsi gelen noktanin bas-
langi¢ noktasina gore simetrigidir. -a sayisina a nin toplamaya gore tersi denir.

a ve b sayilarinin a-b farkini tanimlamak icin 6nce (-b) bulunur, sonra ise a ile (-b)
toplanir:

a-b=a+(-b).
Asagida, Al )- A4) 6zelliklerinden yararlanarak bazi 6nermeler ispatlanmugtir.
Onerme 1: Her a €IR icin- (-a)=a dur.

Ispat: Egera+b=0 ise A1) ve A4) denve a mintoplamaya gore tersinin tekliginden
b =-a olmak zorundadur.
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(-ka)+a=a+(-a)=0

oldugundan, (-a) nin toplamaya gore tersi olan - (-a) say1s1 a ya esit olmak zorunda-
dir: -(-a)=a.

Onerme 2: Her a, b €EIR icin (-a) + (-b) = -(a+b) dir.
Ispat: A1), A2), A3), A4) dzelliklerinden,

(a+b) +[(-a) + (-b)] =[(a +b) + (-a)] + (-b) =[(b + a) + (- a)] + (- b)
=[(b+(a+(-a)] +(-b)

=(Mb+0)+(-b)
=b+(-b)
=0

bulunur. Buna gore, a+bnintoplamaya gore tersiolan - (a +b) say1si (- a) + (-b) dir:
- (a+b) =(-a) + (-b) .

Iki irrasyonel sayinin toplam1 her zaman bir irrasyonel say1 midir?

Cevabiniz hayir olmalidir (V2 ve -V2 sayilarini diisiiniiniiz).

Her ikisi pozitif a ve b sayilarinin a.b ¢arpimy, 6yle bir sayidir ki rj <a<r;, r3<
b < ry esitsizliklerini saglayan tiim pozitif 1y, 1o, r3 ve r4 rasyonel sayilari icin

rir3<a.b<rry

esitsizligi saglanmig olsun. Eger
a<0,b >0 iseabcarpimi a.b=-((-a).b)
a>0,b <0 iseabcarpmmi a.b=-(a.(-b))

a<0,b <0 iseabgarpmi a.b=(-a).(-b)

olarak tanimlanmakla, aveb denenazbirisinegatif oldugunda carpma pozitif say1-
larin ¢arpimina dontistiiriilebilir. Carpma isleminin asagidaki 6zellikleri vardir.

M1) Her a,b €1R igin
a.b=b.a
M2) Her a, b, cEIR igin

(a.b).c=a.(b.o)
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M3) Her a €1IR igin
a.l=a
M4)Her a€IR, a = 0 sayisiigin, tek bir a™ sayis1 vardir, yle ki
a.(al)=1
a’l sayisina a nin ¢garpmaya gore tersi denir. Buna gore, a.al =1 dir.
M5) Her a, b, cE1IR igin
a(b+c) =ab+ac.

avebsayilariverilsinve b=0olsun. a.b" sayisinaanmb yebdliimii denir ve
% seklinde gosterilir:

—ab!.

o |

Carpma ve bolme islemlerinin asagidaki 6zellikleri vardir.
Onerme 3: Her a €EIR icin a.0=0
Ispat: A3) e gore 0 + 0= 0. Buradan M5) e gore
a.0=a(0+0)=a.0+a.0
yazilir. Simdi bunu ve A4) i kullamirsak,
0=a.0+[-(a.0)]=a.0+a.0+[-(a.0)]=a.0+[a.0+(-(a.0)]=a.0+0=a.0,

buradan

elde edilir.

Onerme 4: Her a EIR, a=0, icin
(a)l=q
dir.

Ispat: Bir saymin carpmaya gore tersinin tammina gére, (a!)!=a olmasi igin
al.a=1 olmalidir. M1) ve M4) ii kullanirsak
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al.a=a.al=1

dir. Buna gére a’l in carpmaya gore tersi a dir. Yani (a!)! =a.
Onerme5: a,bE€IR,a.b=0 ise o zamanya a=0veya b=0 dur.

Ispat: a sayisi igin iki durum sézkonusu olabilir:
a=0 veya a=0 .
Eger a = 0 ise teoremin ispat1 biter.

Eger a #0ise M4) e gore Sylebir a' € IR vardirki a.a! =1 saglanir.Ozaman 6ner-
me 3, M2), M4), M3) e gore asagidaki esitlikleri yazabiliriz.

0=al.0=al.(a.b)=(al.a).b=1.b=b.
Boylece eger a=0 ise b=0 olmaldir.

Onerme 6: a,b EIR icineger a=0,b=0 iseozamana.b=0 ve(a.b)! = al.b?
dir.

Ispatt a=0 ve b=0 oldugundan 6nerme 5e gére a.b=0 olmaldir.
(ab)yt=al. bl esitligini ispatlamak igin ise (a. b) . (a’l. b!) =1 oldugunu gos-
termemiz gerekiyor. $imdiM1), M2), M3), M4) 6zelliklerini kullanirsak asagidakile-
ri yazabiliriz:

(a.b).(@l.bl)=(b.a).(al.bl)=b.[a.(al. bl)]
=b.[(a.al).bl]=b.[1.b1]
=b.b! =1,

ve 6nerme ispatlanmis olur.

Onerme7: a,b,c,d EIR icin egerb=0,d=0 iseo zaman

o

b

QU n

a,
b

QU

dir.
ispat: a_ap? L€ = cd? yazilabildiginden M1), M2) 6zellikleri ve 6nerme 6 dan
b d

a.C-b N (cdH=a/bl (cdh]=al (b 0.d? =al(cb?).d
_ Ay A g1y 1_ac
a. |c. b’ d")] = (a.c)(b". dY) = (a.c) (b.d) ac

olur.

Onerme 8: a,bEIR ve a=0, b=0, iseo zaman (i)'l _b dir.
b a
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Ispat: M2) ve M3) 6zelliklerini kullanirsak

a f —(b™). (ba")=a.|[b"(ba") =a. (b"b).a

=a(l.aD=aal=1
olur. O zaman ¢arpmaya gore tersin tanimindan dolay1
(g)'l -b
b/ a

yazabiliriz.

Gergel sayilarin toplami say1 ekseni tizerinde kolayca yorumlanabilir. a ve b sayilari
verilsin. Bu sayilarakarsi gelen noktalari eksen iizerinde bulalim. Eger b>0iseasa-
yisina karsilik gelen noktadan itibaren pozitif yonde b kadar uzunlugu tasidigimiz-
da vardigimiz nokta (a +b) yi temsil eder.

Eger b< 0 isebile 0 arasindaki uzunlugu anoktasindanitibaren negatif yonde tasi-
digimizda vardigimiz nokta (a+b) yi temsil eder.
-b

< L

D
| | | | >
T T T T

b 0 a+b a

N

Bu yolla a ve b sayilarmnin farkini da kolayca yorumlamak miimkiindiir. a ve b say1-
larinin ¢arpimu da say1 ekseni tizerinde yorumlanabilir, fakat bunun tizerinde dur-
mayacaglz.

4. Araliklar

Araliklar, IR gercel sayilar kiimesinin 6nemli altkiimeleridir. a<b olmak izere a ve
b sayilar1 verilsin. b den biiyiik ve a dan kiigiik olmayan biitiin sayilar kiimesine
[a,b] kapal1 aralig denir. Tanima gore,

[a,b]={xE€IR | a< x <b}.

b den kiigiik ve ayn1 zamanda a dan biiyiik olan (bagka deyisle aile b arasinda olan)
biitiin sayilarin kiimesine (a, b) a¢ik aralig1 denir:

(a,b)={x€IR | a< x<b}.
Benzer yolla (a,b], [a,b) yar1 kapali (veya yar1 agik) araliklari tanimlanir:

[a,b)= {xEIR | a<x<b}
(a,b]={x€IR | a<x<b}
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Bundan bagka sinirsiz araliklar da tanimlanabilir. Bunun i¢in oo (art1 sonsuz) ve - co
(eksi sonsuz) sembolleri kullanilir:

(a,0)={x€EIR| x>a}, [a,0)={xEIR| x=a},
(-0, b)={x€IR| x<b},(-o,b]={xEIR| x<b}.

Buisaretlere gére IR gergel sayilar kiimesinin kendisi de (- oo, o) aralif1 gibi gosteri-
lebilir.

Ornegin, 1 den biiyiik tiim gergel sayilar kiimesi (1, ) araligidir. 1,3 € (1, =),
2€@,x), Wed ), 05¢Q «)dr
9

Negatif sayilar kiimesi (- o , 0) seklinde gosterilebilir. -3€(- oo , 0), -100.000 € (- , 0),
-V2 E(-,0), 0& (-0, 0)dir.

Ornek: (0,1),[2, 3], (3l , 00) , (- oo, -4],[-3,-1) araliklarin1 say1 ekseni tizerinde
gOsteriniz. 2

Coziim:

Ornek: [0, 1] aralig1 ile P , 3) araligmin birlesimini, kesisimini ve farkini bulu-
2
nuz.

Coziim:

0oL 1 3
2
[o,1]{l,3={o,l ———
) 2) o—; 1 3

bulunur.
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4. Mutlak Deger

Bir gercel a sayistnin mutlak (salt) degeri, o say1y1 say1 ekseni tizerinde gosteren
noktanin baslangi¢ noktasindan olan uzakligini ifade eder ve lal ile gosterilir. Bu-
nagore, egera>0ise lal=a,a=0ise lal=0ve a<0ise lal=-a olur. Butanimibii-
yiik parantez kullanarak

la a>0 Iise

lal ={ 0 a=0 .ise
\—a a<0 ise

gibi yazabiliriz.

Ornegin, 2l=2

4)=4, ‘5l‘:5l
2l "2

—W/E‘:W/E, -el=e, |0/=0.

Ornek: |a+1 | sayisinianin aldigi degerlere bagh olarak mutlak degersiz agik yazi-
niz.

Coziim: Tanima gore mutlak deger isareti altindaki ifade pozitif ise o zaman ifade-
ninmutlak degeri kendisine esittir. Eger a +1>0 ise la+1l=a+1. Benzer yollaa
+1=0ise la+ 1l =0vea+1<0ise la+1l=-(a+1)dir. Buradan

/a+1 a>-1 ise

a+1 ={ 0 a=-1 ise
\—(a+1) a<-1 ise

yazilabilir.

Ornek: |3 -4+6 [3-6/ 32| |-3 3.2 3_3.1-7
13-5 1+-2] |2 1+2 2 3

bE IR * olmak tizere,
lal<b<e-b<a<h.

Bir sayinin mutlak degeri ile ilgili asagidaki 6zellikler vardir.
Her a ve b sayilar1 i¢in

l-al =lal
la+bl < lal + Ibl (tiggen esitsizligi)
llal -Ibll <la-bl
la.bl =1lal.Ibl

lal

‘%‘:\b\ (b=0)
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la+bl=1lal+1bl,la-bl=1lal- bl yazilimlarinin genellikle dogru olmayaca-
gina dikkat edelim.

Ornegin, a=-3, b=4 ise lal =1-31 =3, |Ibl =141 =4, lal + |Ibl =3+4=7,
la+bl=1-3+41=111=1,la-bl=1-3-41=1-7| =7vela+bl=lal +Ibl,

la- bl = lal - bl

olur.

Yukarida bahsettigimiz agik ve kapali araliklar da mutlak deger yardimi ile gosteri-
lebilir. [a, b] kapalive (a, b) acik aralig1 verildiginde bu araliginb-auzunlugu ve
c=a+b orta noktasi bulunursa,

[a,b]=! x€EIR| |x-d <b-a

4

N

(a,b)

— —

\
/
xEIR | [x-d <b-a }

N

seklinde yazilim miimkiin olur.

Ornek: { -2 ,QJ ve (-1, 4) araliklarini mutlak deger yardimu ile yaziniz.
2

Coziim: Uzunluklar % -(—2) :g+2=5+4 =%, 4—(-1):5,

2
(_2)+§ (-2)2+5 1
orta noktalar 2 _ 2 =2-1-1+4_3
2 2 2 4 2 2
dir.
Bunagére{—2,§}=’xEIRl x—% <9\
21\ 4 4l
1,4 ={xeR | |x-3] <5\
(-1,4) = o <2

yazilabilir.

5. Uslu ve Koklu Sayilar

a € IR ve n € IN olmak iizere n tane a nin ¢arpimina a sayisinn n.ci kuvveti
denir ve a" ile gosterilir. Bu tanima gore,

a'=a.a..a.

\_,_)
n tane

ACIKOGRETIM FAKULTESI




22

SAYILAR

Bundan bagka a = o icin

a®=1 vean=1
an

olarak tamimlanir.

Buyollasifirdan farkli gergel sayinin herhangi tam kuvveti tanimlanmisg olur. Sifirmn
pozitif kuvvetleri sifir iken negatif kuvvetleri ve sifirinci kuvvetleri tanimsizdir. a
nin birinci kuvveti a nin kendisidir. a® bi¢iminde yazilan sayilara iislii sayilar
denir.

Ornegin, (-3)° = (-3). (-3). (-3). (-3) . (-3) =243, 27*=1 =1,
2% 16

(g)laggzi:g,
5/ 555 5 125

(V2P =V2. V2 .v2=22,(3*) =3*.3=3.3.3.3 . 3.3.3.33"=6561.

Simdi a€IR* ve n&€N olmak lizere, a nin n. dereceden (kuvvetten) kokii-
nii tanumlayalim.

Eger birbsayisininn.cikuvvetiaise, o zamanb ye aninn. dereceden (kuvvetten) ko-
kii denir. n cift say1 oldugunda b sayisy, birisi pozitif, digeri negatif olmak {izere
iki tanedir. n tek ise b bir tanedir. Pozitif kok b :n\/; seklinde gosterilir.

Ornek: 3 sayist 27 nin 3. dereceden kokiidiir, ¢iinkii 3° = 27; 2 say1st 32 nin 5.
derecedenkokiidiir. Clinkii 2° =32 dir. 3say1s181in4. dereceden kokiidiir. Clinkii

3% =81 dir. Buna gore, 3\/;:3,51/5:2,4 81 =3 diir

(-2) say1s1 16 min 4. kuvvetten kokiidiir, ¢iinkii (-2)* =16 .

22 2 3 5
Omek: *{4-2 *Vea =4, 0433, * 1%:%

Bu 6rnekler sizi yaniltmamalidir. Her sayinin n. dereceden kokii bir rasyonel say1

olmayabilir. Ornegin karesi 10 olan say1 bir rasyonel say1 degildir, bunun gibi,

3\/2 , 5\/?0 /1000 sayilari birer rasyonel say1 degildir.

1
"Va sayisibazen a" gibiyazilir. Egern=2ise ? \/; yerine va yazilir vekarekdk

a seklinde okunur. ° \/; kiip kok a seklinde okunur. "Va sayis1 bir rasyonel say1
1

degilse, bu sayilara koklii say1 (¢okluk) denir. Bir say1 a” biciminde yazil-
mis ise bu durumda say1iya rasyonel iislii say1 denir.

Kokl ¢okluklarin asagidaki 6zellikleri vardir.

Her a,b& IR* ve n € IN olmak tizere,
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) "Wa. "b="Va.b

i) ("a)"="Va™ (mez)
iii "a _nra

) T ﬁ

iv) W(Va) =""a, (meIN)

V) nm:npv a™, (peIN)
vi) "a"=a.

Ornek:

V2 V16 ="V2 . 16="132 =2
sa 358 % p7 23
S\F 2
2
V5 W5 22253 222 J 5 Y52 s 5 2050t _V 55 _% 3005 = 3,803
V12 Va5 =12.45-3.4.9. 5-"324.5-%3 20 -

3
=3. \/2705 3.2,714 = 8,142

Vs =152, 5 =V5® =125 =**I531 25 =y5 = 2,236

Yukaridaki 6rneklerde = isareti koklii saymnin hesap makinesinden bulunan yak-
lasik degerini gostermektedir.

V75-10/27 + 9/48 =?

°*~

Hacmi 36 m cm? olan kiirenin yarigapini bulunuz

Cevaplariniz su sekilde olmaliydi: 11 V3 = 19,052 ;W/% = 0408 ; 3cm
6
Genel olarak | a?+b* = a + b oldguna dikkat ediniz.

%.g )

a negatif ve n tek iseb" = a kosulunu sglayan b sayisinaamn nkuvvetten
kokii denir veVa seklinde gosterilir . Bu durumdaVa = - "V-a dir.
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Omegin 1-27 = -(-27) =-127=-3,V-32 = V- (-32) = V32 =- 2 dir.

Eger n tek ise her a € IR i¢in a nin n. dereceden tek bir gercel kokii vardir.
Egerasayisipozitif vencift sayrisea ninn. dereceden kokiiiki tanedir. Egern ¢ift

ve a negatif ise a nin n. dereceden gercel kokii yoktur.
Ornegin 81 in 4-iincii dereceden gergel kokii 2 tanedir ve bu kokler -3 ile 3 diir.

Koklii sayilarlailgili olarak yukarida verdigimiz 6zellikler, koklii sayilar tanimli ol-

mas1 kosuluyla, a nin negatif olmasi halinde de dogrudur.

ac€ IR, a=0, % sadelesmis bicimde bir rasyonel say1 (bu durumda n nin pozitif

oldugunu, m ve n nin ortak bélenlerinin bulunmadigini hatirlayalim) olmak

m m m
. . . . T . . oy e m o
lizere, a sayisinin 1 -inci kuvveti, 3" seklinde gosterilirve 5" :( y a) :( a“)
n

esitligiile tanimlanir. Eger n ciftisebukuvvetancak a >0 degerleriigin,eger n
tekisetiim a degerlerii¢in tanimlidir. Bubic¢imde yazilan sayilara darasyonel iislii
sayilar denir.

Rasyonel iislii sayilarla ilgili asagidaki 6zellikleri yazabiliriz. P
m P m. P / m_F m\d %E
n m/n n
) a".al=a" f i) a7 0=a" ® iii) (a“) =a’ "
aP/d
“h % o % m/n
iv) a "= 1 v) (ab)" =a™ b vi) (27" oann
am/n b bm/n
Ornek:
3 3 3
9" =(V9)’ =3°=27 , 81 =(b81) =3>=27,
5 3
3

1,

1 5
vz V2o 2 2 _22 P00 %:%51,781,

5 1
Vala Vz 2 W 23=%s1,259,

(—2)4 tanimsizdur, ¢iinkii | -2 tammsizdur.
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Simdi her hangi pozitif gercel sayininirrasyonel kuvvetini tanimlayalim. a>0 ve
b gercel sayilari verilsin ve bninirrasyonel oldugunu varsayalim. Once a>1 olsun.

O zaman ab kuvveti dyle bir gergel sayidir ki % <b <m: kosulunu saglayan
n

m m
tim ™ ve ML rasyonel sayilariicin a" <aP<a™ esitsizligi saglanmis olsun
n n'
m m

(Burada a" ve a” rasyonel usler olduklarindan tanumhidirlar). Eger a=1
-b -b
b y
ise 1°=1 dir. 0<a<1 ise, o zaman @ :(al) ’ al >1 oldugundan(al) yu-

karidaki gibi tanimlanabilir. Boylece herhangi pozitif saymnirrasyonel kuvveti de ta-

nimlanmis olur.

Goriilecegi gibi bu tanimla aP sayisi ancak yaklagik olarak hesaplanabilir. Gii-
niimiizde bu sayilar hesap makinalariile yaklasik olarak bulunabilmektedir.Bu sa-
yilarin gercek degeri sonsuz basamakli devirsiz ondalik sayilar olduklarindan ger-
cek degerler onluk sistemde tam olarak yazilamazlar, ancak yaklasik degerleriifade
edilebilirler.

V2

7 /5

= 2,665 , 37 =11,664 ,

Ornek:

o ()09 0

Rasyonel kuvvetler i¢in yazilan 6zellikler gercel kuvvetler i¢in de gegerlidir.
a,d€IR*, b, c€IR olmak iizere,

1) ab . ac = gb+c
11) (ab)c — ab.c
iii) (a.d)p=abl.dP

) Lb:ab c
iv) e

a) _ab
V) (d) db

vi) Eger a=1 icin ab=a® ise 0o zaman b=c dir.

7
Senel; (3] =357 =31 5t g1

2 4P —(2. 4 =87 = 36,660

21” =(A)ﬁ —3" = 6,704
B \7
221 _ a1

72

=2l-2.
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6. Logaritma

Pozitif gergel sayinin gercel kuvvetlerinin tanimindan yola ¢ikarak logaritma islemi
tanimlanabilir. a>0, a=1 ve b>0 gercel sayilari verilsin. a¢=b esitligini saglayan
¢ sayisina b nin a tabanina gore logaritmas1 denir ve c=log,b olarak yazilir

(a=1 durumu bir anlam ifade etmiyor). Bu tanuma gore, b sayisinin a tabanina gore
logaritmasi, b yi elde etmek i¢in a nin yiikseltilmesi gereken kuvvet demektir:

log;b=c<e>a‘=b.
Tanimdan goriildiigi gibi logaritma islemi, a®=b esitliginde a ve b verildi-

ginde cnin bulunmasidir ve buna goérebuislem kuvvetalmaisleminin tersiglemi-
dir. a°=b ve c=log,b esitliklerinden

alogab =t
esitligi gikar.
N 3
Ornegin, 2! =2 oldugundarﬂog22 -1;2°=8 oldugundanlogZS =3, (%) :2—17
oldugundanlo (L) =3; 52=1 oldugundanlo (i) =-2 ,40 =1 oldugundar
5 g1/3 27 25 8 g5 25 5
10g41 =0 dir.

Bu 6rneklerimizde logaritmasini aradigimiz say1 tabanin rasyonel bir kuvvetine
esittir. Ancak her zaman bu kadar sansh olmay1z. Logaritmasini aradigimiz say: ta-
banin rasyonel bir kuvvetine esit degilse, bu sayinin logaritmasini bulmak icin loga-
ritma cetvelleri veya giiniimiizde hesap makinalarindan yararlanilir. Hesap maki-
nalarindan bir sayinin 10 tabanina gére veya e tabanina gore logaritmasi bulunabi-
lir. Asagida verecegimiz taban degistirme 6zelligi yardimiyla 10 veya e tabanina go-
re logaritmalari bilinen bir sayinin her hangi bir tabana gore logaritmasi hesaplana-
bilir.

Logaritmanin asagidaki 6zellikleri vardir:

a, b, c pozitif gergel sayilar, a=1, r herhangi gercel say1 olsun. O zaman
i) loga(bg =log.b+logac
b

ii) loga(z) =logab- logac

iii ) loga(br)zr.logab
iv) logia=1, log,1=0

log:b

(taban degistirme 6zelli gi)
logea

v) log.b=

vi) a>1olsun. Bu durumda eger b>1 iselog,b>0, 0<b<1iselog,b <0 dir.
0 <a<1olsun. Bu durumda eger b >1 iselog,b<0, 0<b<1 ise log,b > 0dur.
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Bu 6zelliklerinispati kuvvetlerin dzellikleri ve logaritma tanimindan ¢ikar. i) inispatt
icin alogabc —pe alogb —p alogac— (  plduklarindan, kuvvetlerin ozelliginden
yararlanirsak alogabe — po —qlogab  ylogac —zlogab+logac  hyyradar

loga (bc) =logab +logac elde edilir.

iii) {in ispatt igin a'°82®" =b" =(a'082?)" —a"°8a pHuradan loga b' =rloga b .
Kalan 6zellikler de benzer yolla ispatlanir.

Tabanlar1 10 ve e olan logaritmalar icin 6zel isaretler kullanilir. $6yle ki e tabanina
gore logaritmaya dogal logaritma denir ve logcb yerine Inb yazilir, 10 taba-
nina gore logaritmaya bayag1 logaritma denir ve logiob yerine logb yazilir.
Her hangi a tabanina gegmek igin v) 6zelligi kullanilir. Bugtin sayilari 10 nun kuv-
vetleri yardimiyla yazdigimizdan, sayisal islemlerde 10 tabanina gore logaritma
¢ok kullanighdar.

Sayilarla yapilan islemleri karsilastirdigimizda toplama ve c¢ikarma islemleri-
nin,¢arpma ve bolme islemlerinden, carpma isleminin ise kuvvet alma isleminden
daha kolay oldugunu sdyleyebiliriz. Logaritma yukaridaki 6zellikleri ile kuvvet al-
maislemini dahakolay olan carpmaislemine, carpma ve bolme iglemlerini daha ko-
lay olan toplama ve ¢itkarma islemlerine dontistiirmektedir. Bu nedenle logaritma,
hesaplama iglemlerinde oldukga kullanigh bir aragtir.

Ornek: 1) 1ogy18 =logy(2.9) =logs2 +10g29 = 1 +logx3” = 1 + A0g»3
3 _log3 0477

log2 0,301
oldugundan log>18 =1 +2.1,584 = 4,16¢

log> = 1,584

2) log2=0,301 olduguna gore,

1
log | 200 = log(200)* =i log(2 . 100) =1 (log2 + log100) =1(0,301... + log 10%)

1 1
4 4
2,301... = 0,575

L(0301...+2)=1.
4 4
olur.

Omek: 0<a<b olsun. Bu durumdaf >1 oldugundan 10% >0 dir.

Buradan logb-loga>0, logb>loga olur. Yani say1biiytidiik¢e 10 tabanina goére lo-
garitmasi da biiytir. Burada tabanin 1 den biiytik olduguna dikkat ediniz.

logl =0, logl0 =1, log100 = 2, log 1000 = 3, log10" = n dir. Yukarida ispatladigi-
miz 6zellige gore,

1<b<10ise 0<logb<1,
10<b<100ise 1 <logb<2,
100 <b <1000 ise 2 < logb < 3.
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Benzer sekilde,

1 <b<1 ise -1<logb<0
10

1 cpb<l jse -2<logb <-1
10

100
1 cp< 1 jse -3<logb <-Z
1000 100
dir.
01
Omek: N=[ 2215 sayisini hesaplayiniz.
82,3.V53

Coziim: N sayisinin dogal logaritmasini alalim.

23,15

_22 ~0,1[1n2315-1n(82,3.V53)] =
82,3.V53

InN=01.In

=0,1./In23,15-(In 82,3 + InV53)]
~0,1 [m 23,15-1n 82,3 % In 53} - 0,1(3,141 - 4,410 % . 3,970)

=0,1.(-3,254) =-0,3254 .

InN = - 0,3254 oldugundan, yine hesap makinas: veya tablodan N = 032 =
0,722 bulunur.

7. Gercel Sayilarin Aksiyomatik Yapisi

Simdi, gercel sayilarin, iinitenin girisinde sdziinii ettigimiz, aksiyomatik tanimin
verelim.

Bir IR kiimesi verilsin. Bukiime tizerinde adina “toplama” denilenve + ile gosterilen,
“carpma” denilen ve . ile gosterilen islemler tanimlanmis olsun. Bundan bagka IR
deki bazi elemanlar arasinda “kiictiktiir” denilen ve < ile gosterilen bir bagintinin ol-
dugunu kabul edelim. a, b E€IR icin bu elemanlarin toplammi a+b, ¢arpimi-
n1 a.b ile, eger a ile b arasinda < bagintisi varsa bunu a<b ile gosterelim.

IR iizerinde,“toplama”, “carpma” islemleri ve “kiiciiktiir” bagintis1 asagidaki ko-
sullari saglarsa, IR kiimesine gergel sayilar kiimesi, IR nin her bir elemanina da bir
gercel say1 denir.

1) Her a,b&IR i¢cin a+b=b+a
2) Her a,b,c€IR igin (a+b)+c=a+(b+c)
3) IR nin “sifir” denilen 6yle bir 0 eleman vardir kiher aEIR igin a+0=a dir.
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4) Her a€IR i¢in IR de -aile gosterilen Oyle eleman vardirki a + (-a) =0 dur.

5) Her a,b€IR i¢in a.b=b.a

6) Her a,b,c€IR i¢in (a.b).c=a.(b.c)

7) IR’de “bir” denilen ve 1 ile gosterilen 6yle bir eleman vardirki her a €
IR igin a.l=a dir.

8) Sifirdan farkli a €IR i¢in IR de a'ile gosterilen 6yle bir eleman vardir ki
a.(@l)=1 dir.

9) Her a,b,c€IR i¢in (a+b).c=a.c+b.c

10) a, b €IR elemanlarn verildiginde , a=b, a<b, b<a durumlarindan
bir ve yalniz biri dogrudur.

11) a, b, cE€IR elemanlar verildiginde a<b ve b<c ise, 0 zaman a<c dir.

12) a, b €IR elemanlarn verildiginde a <b ise, 0 zaman her cE1IR i¢in a+c
<b +c dir.

13) a, b E€IR elemanlar verildiginde 0<a ve 0<b ise 0 <a.b dir.

Son aksiyomu vermek icin bazi yeni kavramlara ihtiyacimiz vardir. Bos kiime ol-
mayan A CIR altkiimesi verilsin. Eger 6yle bir b € IR eleman: varsa ki
her bir a€ A elemaniigin a<b saglansin, 0 zaman A ya iistten sinirl1 kiime,
bye A niniistsiniridenir. Ustten sinirl A kiimesi icin tist sinirlarin (b lerin) kiimesi-
ni S ile gosterelim.

Eger S kiimesinde Gyle bir s elemani varsa ki herbir bES, b=s eleman igin
s<bsaglansin, o zamanbus elemanina A kiimesinin en kiigiik iist sinir1 denir ve su-
PA ile gosterilir.

Simdi IR gercel sayilar kiimesinin son aksiyomunu soyleyebiliriz.

14) IR nin bos kiime olmayan ve tistten sinirlt her A alt kiimesi i¢in supA mev-
cuttur.

8. Dogal Sayilarla ligili Bazi Cozulmemis Problemler

Iki p ve q dogal sayilar: verilsin. Eger p sayis1 q ya kalansiz béliiniiyorsa o zaman q
ya pnin ¢arpani denir. Ornegin p=6 nin carpanlari 1, 2, 3, 6, p=20nin carpanlar1 ise
1,2,4,5,10,20 sayilaridir. p sayisinin p den bagka tiim ¢arpanlarina 6z (proper) ¢ar-
panlaridenir. Eger bir p dogal sayisi1 kendi 6z carpanlarinin toplamina esitse bu say1-
ya miikemmel (perfect) say1 denir. Ornegin 6 = 1 + 2 + 3 oldugundan 6 miikemmel
sayidir.

Birden biiytiik her bir dogal sayinin en az iki carpani vardir. Bunlar 1 ve sayinin ken-
disidir. Eger birden biiyiik bir p dogal sayisininbagka ¢carpanlaribulunmuyorsap ye
asal say1 denir. 1 sayis1 asal say1 olarak kabul edilmiyor. Asal sayilar
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2,3,57,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, ...

gibi sayilardir.

Sayilar teorisi ¢ok ilging problemler bakimindan oldukga zengindir. Bunlardan ba-

zilar1 bugtine kadar da hentiz ¢bziilmiis degildir. Bu ¢bziilmemis problemlerin ifa-

deleri gok basittir, amabunaragmen ¢éztimleribulunamamaktadir. Asagidasayilar

teorisinden birkag ¢6ziilmemis problem siralanmistir.

1

2)

3)

4)

Goldbach problemi:

Dortten biiytik her ¢ift dogal say1 iki asal sayinin toplami olarak yazilabilir.
Omegin8=5+3,14=11+3,32=19+13,46=17+29, ...
Fakat her cift say1 igin boyle gosterimin miimkiin oldugu ispatlanmis degil.

Asal sayilar cifti ile ilgili problem:

Farklari iki olan asal sayilar ifti sonsuz tanedir.
Ornegin (3, 5), (5,7), (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), ...
bu tiir giftlerdir. Bu tiir ¢iftlerin sonsuz sayida oldugu iddia ediliyor.

Tek miikemmel say1 problemi:

Tek ve miikemmel olan bir dogal say1 yoktur. Bu iddia bugtine kadar ipsat-
lanamamustir.

Ulam problemi:

Herhangi dogal say1y1 alalim. Bu sayx cift ise 2 ye bolelim, tek ise 3 ile carpip
1 ekleyelim. Eger boyle devam edersek sonlu adimdan sonra 1 sayisini elde
ederiz.

Ornegin 19 sayisi igin bu iglem sdyle gelisiyor:

19 >58 >29 -8 —>44 -22—>11—->34 - 17 —>52—->26—>13 >40 —
20»10—>5—->16—>8—>4—>2—>1.

Bu iddianin da dogru olup olmadigi ispatlanamamastir.

Degerlendirme Sorulari

1.

—_

sayisindan biiyilik olmayan en biiyiik tam say1 kactir?

MmO N®E
5

NS I O N e
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2. 27 +2V28 -2V63 sayisi kactir?

SECNON- S

>2ise 12x-4|-12x+11="?
.3
5
X -3

-3
-5

Mg N ®mp X
I

o (V7413 +V7713) =2
A. 26
B. 14
C. V7V13
D. V14
E. V7+V13

+ 2/2 =7
V7 -272

mON®Ee> J
=R

_ 1
6. (L) *% +(810 000) "% -(7H)5 =7
32 32

A0
B. 29,5
C. 30
D. 30,5
E. 31

7. Asagidakilerden hangileri a hangi gergel say1 olursa olsun her zaman dogru-
dur?
i) a< lal, i) a+ lal =0, iii) a2=lal?, iv) \/?: lal V) W: lal
A il v

ii, iii, iv

iii, iv

i, iii, iv

moNw

iii, v
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9. (1

SECNoNC S

5 .(2,25)"° .(0,75)™. {( %)3 +(_

10. log 5 = aise Iog% 1000 kagtir?

A.

B.

C.

1
a

a2

-

11.

12.

3
a

D. 3a
E. -3a

Asagidakilerden hangileri her bir a, b €IR sayilari i¢in dogrudur.
i) la+bl<lal+Ibl, ii) labl=1al.Ibl, iii) Vab =va.\Vb,
iv) Va2+b* = lal + Ibl, v) la-bl>lal-
A i i, v
., il iv

B
C
D. iv, v
E

[-2,2], (0, 3), [1, 3] ve(1,4) araliklarinin kesisimi hangisidir?
A T

B. [0,1]
C. (1,2]
D. [1,2]
E. [0,2]

ANADOLU UNIVERSITESI



SAYILAR

33

13.

14.

15.

W . W isleminin sonucu agagidakilerden hangisidir?
A 9

B. V243

c. 243
D. V243
E. V81

a, b €1IR icin agagidakilerden hangileri her zaman dogrudur?

i) a<b= a?<b? i) a=0,b=0 vea<b=1>1 ii)) 0<a<b=va<ib
iv) a<a? v) -a<a a b

A. i, i, iii

B. ii, iiii

C. ii, iii, iv

D. ii, iii, iv, v

E. iii
a, b€ IR * i¢in asagidakilerden hangileri her zaman dogrudur?
i) a<b=log a<log b ii) a<¥log 1 a<log 1 b
3 3 10 10
iii) log (a+b)=1loga.logb iv)log a.log b=log a+log b

v) loga=logb<e a=>b

A i v
i, v

B.

C. i,ii,iv, v
D. i, ii

E

.1l iv, v

Degerlendirme Sorularinin Yanitlari

1.D

2.B 3.E 4.A 5.E 6.D 7.C 8. A 9.A 10.C

11.E  12.C 13.D 14.E 15 A
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