DERS 3

Fonksiyonlar - I1

Bu derste fonksiyonlar igin yeni ornekler gorecegiz. Once, grafik ciziminde kolaylik
saglayacak bir kavramdan s6z edecegiz.

3.1. Bir Fonksiyonun Koordinat Kesisimleri. Bir fonksiyonun grafigine bakinca dikkatimizi
ilk ¢ekecek noktalar arasinda grafigin koordinat eksenlerini kestigi noktalar olacaktir. Bir
fonksiyonun grafiginin koordinat eksenlerini kestigi noktalara o fonksiyonun koordinat
kesisimleri denir. Grafigin x-eksenini kestigi noktalar varsa bu noktalara fonksiyonun
x-Kesisimleri, varsa y-eksenini kestigi noktaya da y-kesisimi denir.

Bir f fonksiyonunun x-kesisimleri, varsa f{x) =0 olan (x, 0) noktalar;; y-kesisimi de

varsa (0, f(0)) noktasidir. Tanim geregi, bir fonksiyonun en ¢ok bir y-kesisimi bulunabilir;
ancak, birden ¢cok x-kesisimine sahip olan fonksiyonlar vardir.
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y-kesisimi [~y /\
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X-kesisimleri

Ornek. f(x)=x>-x—6 denklemi ile tanimlanan fonksiyonun x-kesisimleri
¥ -x-6=0=>(x-3)(x+2)=0=>x=-2 veya x =3

ten de goriilecegi lizere, (-2,0) ve (3,0) noktalari; y-kesisimi de f(0) =—6 dan (0,-6)
noktasidir.



3.2. Dogrusal Fonksiyonlar. m ve b reel sayillar, m#0 olmak iizere flx) = mx + b
denklemi ile tanimlanan fonksiyona bir dogrusal fonksiyon denir. Her dogrusal fonksiyonun
tanim kiimesi ve deger kiimesi R dir.

Elemanter fonksiyonlardan ilki olarak tanidigimiz birim fonksiyon, f{x) = x, bir dogrusal
fonksiyondur: m=1 ve b=0. Bu fonksiyonun grafiginin bir dogru oldugunu animsayiniz.

Her dogrusal fonksiyon, birim fonksiyon f{x) =x e bazi elemanter doniisiimler uygulanarak
elde edilebilir.

y=x — y=mx — y=mx+b

(0,)

r x * x
/ v /

O halde, her dogrusal fonksiyonun grafigi bir dogrudur. Bdylece, “Dogrusal Fonksiyon”
deyiminin nereden kaynaklandigi da anlagilmaktadir.

:.X'

Grafik bir dogru olduguna gore, bir dogrusal fonksiyonun grafigini ¢izmek i¢in iki farkl
noktasini belirlemek yeterlidir. Ozel olarak, koordinat kesisimlerinin belirlenmesi, grafik
¢izimi i¢in yararl olur.

Ornek 1. f{x) = 2x + 4 dogrusal fonksiyonunun grafigini ¢izmek i¢in koordinat kesisimlerini
bulalim.

x-kesigimi : f{x) =0 = x =-2 oldugundan, (-2, 0). v

y-kesisimi : (0, f0)) = (0, 4). fx) = 2x + 4

flx)=2x+4 iin koordinat kesisimleri buluna-

rak yanda ¢izilen grafiginin, y=x in grafi-

ginden, bu grafik 6nce 2 kat gerilerek ve

sonra da elde edilen grafik 4 birim yuka- (-2,0)
riya kaydirilarak elde edilebilecegine / ¥ x
dikkat ediniz.

0,4)
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Ornek 2. f{x) = -2x dogrusal fonksiyonu
koordinat eksenlerini sadece bir noktada,
orijinde, kestiginden, bu fonksiyonun
grafigini ¢izebilmek i¢in bir noktasin1 daha
belirlemek gerekir. Ornegin, f{1) = -2 oldu-
gundan, (1,-2) noktas1 grafik lizerindedir ve
grafik yanda goriildiigii gibi, orijin ile (1,-2)
noktasint birlestiren dogru olarak elde
edilir.

W4

ftx) = -2x

/

(0,0)

v

7 :

(1,-2)

f(x)=-2x in yukarida ¢izilen grafiginin, y=x in grafiginden, bu grafik 6énce 2 kat gerilerek ve
sonra da elde edilen grafik x-eksenine gore yansitilarak elde edilebilecegine dikkat ediniz.

3.3. Sabit Fonksiyon. 5 her hangi bir reel
say1 olmak lizere, f(x) = b denklemi ile ve-
rilen, yani, her x reel sayisina ayni b reel
sayisini karsilik getiren fonksiyona, sabit
fonksiyon denir.

Sabit fonksiyonun grafigi, yandaki sekilde
goriildigi gibi, bir yatay dogrudur:

('Lb)

A

(0,0) (2,b)

v

J)=0b

3.4. Diizlemde Dogrular. Diizlemde bir dogrunun koordinat eksenlerine gére konumu igin {i¢
durumdan biri s6z konusudur. Dogru yatay, yani x-eksenine paralel; dikey, yani x-eksenine
dik ya da egik, yani ne yatay ne de dikey olabilir. Yukarida, her dogrusal fonksiyonun
grafiginin bir egik dogru ve her sabit fonksiyonun grafiginin bir yatay dogru oldugunu



gordiik. Asagida gorecegiz ki, her yatay dogru bir sabit fonksiyonun ve her egik dogru da bir
dogrusal fonksiyonun grafigidir. Bu arada, dikey dogrularin da denklemini belirleyecegiz.

Bir yatay dogru y-eksenini (0,b) noktasinda kesi-
yorsa, her x € R i¢in (x,b) noktasi o dogru {izerin-
dedir. Karsit olarak, o yatay dogru iizerindeki her (0,b) (x,b)_
noktanin koordinatlari, uygun bir x € R i¢in (x,b)
bicimindedir. Dolayisiyla, y-eksenini (0,b) nokta-
sinda kesen yatay dogru, y =b denklemi ile tanim-
lanan sabit fonksiyonun grafigidir.

Ay

Bir diisey dogru x-eksenini (a,0) noktasinda kesi- Y
yorsa, her y € R i¢in (a,y) noktasi o dogru {izerin-
dedir. Karsit olarak, o yatay dogru iizerindeki her (a.)
noktanin koordinatlari, uygun bir y € R i¢in (a,y)
bi¢imindedir. Dolayistyla, x-eksenini (a,0) nokta- >
sinda kesen yatay dogru, x =a denkleminin grafi- (@,0) .
gidir. Dikey dogru deyimi yerine diisey dogru deyi-
mi de kullanilir.

Simdi yatay veya diisey olmayan bir dogru (egik dogru) i¢in durumu gézden gegirecegiz.

Sekilde goriilen benzer dik tiggenlerin dik kenarlarinin oranlart ayni olacagindan,

Vo= _ y_yl_y_b_m

X, =X, x-x, x-0
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esitlikleri elde edilir. Bu oranlarin ortak degeri olan m sayisina d dogrusunun egimi denir.

Eger d dogrusunun egimi ve y-kesisimi biliniyorsa, yukarida m ye esit olan son orandan,

yani =m esitliginden

y=mx+b

denklemi elde edilir ki bu denkleme d dogrusunun Egim -Kesisim Denklemi denir. Bir (x,))
noktasmin d dogrusu iizerinde olmasi igin gerek ve yeter kosul, (x,y) noktasinin egim- kesisim
denklemini saglamasidir.

Eger d dogrusunun bir noktasit ve egimi biliniyorsa, yukarida m ye esit olan ikinci
Y—h
X—Xx

orandan, yani =m esitliginden
y=mx—x)+y

denklemi elde edilir. Bu denkleme d dogrusunun Nokta-Egim Denklemi denir. Bir (x,»)
noktasinin d dogrusu lizerinde olmasi igin gerek ve yeter kosul, o noktanin nokta-egim
denklemini saglamasidir.

Iki noktas: bilinen bir dogrunun denklemi de “nokta-egim denklemi” olarak yazilabilir. S6z
konusu iki nokta (x;,y;) , (x2,)2) ise, dogrunun egiminin

m=22"N

Xy =X
oldugunu biliyoruz. Noktalardan biri ve egim kullanilarak denklem elde edilir.

Simdi dogru denklemlerine 6rnekler verelim.

Ornek 1. Egimi m =3 ve y—kesisimi b =4 olan dogrunun (egim-kesisim) denklemi:
y=3x+4.
Ornek 2. Egimi m =3 olan ve (-2,3) noktasindan gegen dogrunun (nokta-egim) denklemi:
y=3x-(2)+3 = y=3x+9.
Ornek 3. (-2, 3) ve (1 ,4) noktalaridan gegen dogrunun denklemi : Bu dogrunun egimi

4-3
me_ 273
1-(=2))

1
3
olacagindan, (-2 , 3) noktas1 kullanilarak dogrunun asagidaki denklemi elde edilir:

1 111
=—(x=-(2)+3 = y=—x+—.
y=3(x=(=2) y=3%+3



3.5. Dogrusal Denklemler. A, B ve C reel sayilar olmak {izere
Ax+By=C

denklemine bir dogrusal denklem denir. 4 ve B ye bu denklemin Kkatsayilari, C ye de
sag taraf sabiti denir. x ve y sembollerine bu denklemin degiskenleri denir.

Bundan 6nceki caligmalarimiz, katsayilarindan en az biri sifirdan farkli olan bir dogrusal
denklemin grafigini belirlememize yardimci olur:
< . -4 C <
e EBger A#0,B#0 1se, Ax+By=C & y=?x+E oldugundan,

-4

Ax+By=C dogrusal denkleminin grafigi , y= ?x +% dogrusal

fonksiyonunun grafigi olan egik dogrudur.
< : C <
e Eger A=0,B#0 ise, Ax+By=C < y= 2 oldugundan,
Ax+By=C dogrusal denkleminin grafigi , y = % sabit fonksiyonunun
grafigi olan yatay dogrudur.
g . C g
o Eger A#0,B=0 ise, Ax+By=C & x= = oldugundan,

Ax+By=C dogrusal denkleminin grafigi , x :% nin grafigi olan dikey
dogrudur.
Sonug olarak, katsayilarindan en az biri sifirdan farkli olan her dogrusal denklemin grafigi bir

dogrudur. Grafik, iki noktas1 tarafindan tamamen belirlenir. (Katsayilarmin her ikisi de sifir
olan bir dogrusal denklemin grafigi {izerine diisiiniiniiz..)

3.6. Karesel Fonksiyonlar. a, b ve c reel sayilar, a=0 olmak iizere,

fx)=ax’ +bx +c¢
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denklemi ile verilen fonksiyona bir karesel fonksiyon denir. Bazi kitaplarda karesel s6zciigli
yerine kuadratik sézctigii veya ikinci derece deyimi de kullanilir.

Kareye tamamlama islemi ile

f(x)zaxz+bx+c:a(x2 +éx+£j
a a

b b ¢ b bY b
=a x2+2—x+—2+—-—2 =a| x+— | +|c——
2a 4a a 4a 2a 4a

2
ve f(x)=a(x+ 2)2 +(c— b—) ifadesinde
a 4a

2
h:—i , k:c—b—
2a 4a

yazilarak, fonksiyonu tanimlayan baslangictaki denklem
f(x)=a(x—h)+k
bicimine doniistiiriilebilir.
Son ifadeden goriiyoruz ki, her karesel fonksiyon y = x* kare fonksiyonuna elemanter
dontistimler uygulanarak elde edilebilir.
y=x" - yz(x—h)2 — yza(x—h)2 — y=a(x—h)2 +k

Dolayisiyla, karesel fonksiyonun grafigi de y = x* nin grafiginin kaydirilmasi, x-ekseni
etrafinda yansitilmasi veya biiziiliip gerilmesiyle elde edilir.

Karesel fonksiyonun grafigi parabel olarak adlandirilir.

y=a(x—h)’ +k ifadesinde (x—h)” nin alabilecegi en kiiciik deger x =/ igin sifir degeri
oldugundan, f(x)=a(x—h)’ +k karesel fonksiyonu igin f(h) =k degeri, a>0 olmasi
durumunda minimum, a@<0 olmasi durumunda maksimum degerdir. Bu karesel fonksiyonun

@>0 olmasi durumunda maksimum degeri, a<0 olmasi durumunda da minimum degeri
yoktur.

(hk) noktasma f(x)=a(x—h)> +k karesel fonksiyonunun (veya onun grafigi olan parabo-
liin) kose noktas1 denir. >0 olmasi durumunda, kdse noktasi paraboliin en alt, yani dip
noktasidir ve parabol yukariya dogru acilir; a<0  olmasi durumunda, kdse noktasi parabo-
liin en {ist, yani tepe noktasidir ve parabol asagiya dogru agilir.

Bir karesel fonksiyonun grafigi, koordinat kesisimleri ve kdse noktasi belirlenip yukaridaki
bilgilerden yararlanilarak cizilir.



Ornek 1. flx) = 0.5x> - 6x + 21 karesel fonksiyonunun grafigini ¢izelim. Burada,
a=0.5,b=-6,c=21 oldugundan, kdse noktasinin koordinatlar

ve dolayisiyla kdse noktasi, (6,3) noktasidir.
a=0.5>0 oldugundan, kose noktas1 grafigin
en alt noktasidir ve parabol yukariya dogru ag1-
lir. Buradan, goriliir ki, grafik, x-ekseninin {ist
tarafinda kalmaktadir; x-kesisimi yoktur.
x-kesisimi bulunmadigi,

0,21)

f(x)=0.5x> —6x+21=0.5(x-6) +3>0 (6,3)
(0,0) x

ifadesinden goriilebilir. f{0) =21 oldugundan,
y-kesisimi (0,21) noktasidir. Bu bilgiler 15181n-
da yanda goriilen grafik elde edilir.

Fonksiyonun minimum degeri 3, deger kiimesi [3 , o) dur.

Ornek 2. flx) =2x* + 16x - 24 karesel fonksiyonunun grafigini ¢izelim. Burada,
a=-2,b=16,c=-24 oldugundan, kése noktasinin koordinatlar

2
b b0 B, 3
2a -4 4a -8 4
(4,8)

ve dolayisiyla kose noktasi, (4,8) noktasidir. (6,0)
a =-2 <0 oldugundan, kdse noktas1 grafigin
en list noktasidir ve parabol aasagiya dogru (0,0) X
acilir. f(x)=-2x" + 16x —24 = 0 denklemi
coziilerek, x-esigimleri (2,0), (6,0) olarak 2.0)
elde edilir. Ayrica f{0) =-24 oldugundan
y-kesigimi (0,-24) noktasidir. Bu bilgiler
1s181inda yandaki grafik elde edilir.

Fonksiyonun maksimum degeri 8, deger (0.-24)

kiimesi (-00,8] dir.
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Karesel fonksiyonlarla ilgili bilgileri 6zetleyelim:

b b’
f(x)=ax’ +bx+c, h=—— , k=c—— - — iV
y c 1 f(x)=alx—h) +k

* [ nin grafigi, kose noktast (4, k) olan paraboldiir. f nin y-kesisimi (0, ¢ )
noktasidir; x-kesisimleri ax® + bx +¢ =0 denklemi ¢ziilerek belirlenir.

 Eger a> 0 ise, parabol yukariya dogru agilir ; f nin minimum degeri f(h) =k ve
deger kiimesi [k,0) dur.

 Eger a <0 ise, parabol agsagiya dogru acilir ;  f nin maksium degeri f(h) =k ve
deger kiimesi (-o0,k] dir.

Asagida karesel ve dogrusal fonksiyonlarla ilgili bir uygulama 6rnegi veriyoruz.

Ornek 3. Bir firmanin yillik gelir ve gider fonksiyonlar1, x bin adet iriin icin
Ge(x) = x(100-5x) , Gi(x)=160+20x

bin YTL olarak veriliyor. Bu firmanin yilda en az bin, en ¢cok 16 bin iirliin {rettigi
varsayildigina gore, Ge ve Gi nin grafiklerini ayni koordinat diizleminde ¢izerek asagidaki
sorular1 yanitlayimiz:

a) Gelir ve giderin esit oldugu x sayilarin1 bulunuz.

b) Kar edilen ve zarar edilen bolgeleri ve maksimum kar1 belirleyiniz.

Coziim. Firma, yilda en az bin en ¢ok 16 bin iriin irettiginden, yillik gelir ve gider
fonksiyonlarmin tanim kiimesi, [1,16] , yani 1 < x < 16 almmalidir. Gelir fonksiyonu bir
karesel fonksiyon,

G(x) = x(100 - 5x) = =5x% +100x = =5(x —10)> +500 , 1<x<16

a=-5,b=100,c=0 oldugundan h =10, k =5.10*> = 500 diir. O halde gelir fonksiyonu-
nun grafigi, kose noktas1 (10,500) olan ve asagiya dogru agilan (a=-5) bir paraboliin bir
parcasi olacaktir. Grafigi ¢izerken

Ge(1) =100-5=95 ve Ge(16) =16(100-80) =320
oldugunu da kullanacagiz.

Gider fonksiyonu bir dogrusal fonksiyon,

Gi(x)=160+20x , 1<x<16



olup Gi(1)=180 ve Gi(16) =480 oldugundan, grafik, (1,180) , (16,480) noktalarini
birlestiren dogru pargasidir.

Gelir ve gider fonksiyonlarinin grafiklerini asagida veriyoruz:

4 y (bin)

500
gelir = gider <
250 |

»
»

0.0 1 2340 10 13.660 16 x  (bin)

a) Grafikten de goriilebilecegi iizere, gelir ve giderin esit oldugu x sayilar1 gelir ve gider
fonksiyonlarmin grafiklerinin kesim noktalarmin  x-koordinatlaridir. Cebirsel olarak bu
sayilar

Ge(x) = Gi(x) = —5x>+100x =160+20x = —5x>+80x-160=0

denklemi ¢oziilerek bulunur. Coziim yapilinca, x=8- 42 ve x=8+442 degerleri
bulunur. Uretilen iiriin sayis1 bin ile dlgiildiigiinden en yakin binlige tamamalaninca 2 343
ve 13 657 iiriin iiretilince gelir ve giderin esit oldugu goriiliir.

b) Kar ve zarar edilen bolgeleri grafikten gorebiliriz. Gelir fonksiyonunun grafiginin gider
fonksiyonunun grafiginin yukarisinda bulundugu araliklarda kar, asagisinda bulundugu
araliklarda zarar edilir. Boylece, (2.343, 13.657) araliginda, yani 2 343 iiriinden ¢ok ve 13
657 iriinden az {irtin {iretildiginde kar edilir; [1, 2.343) ve (13.657, 16] araliklarinda, yani
2 343 iiriinden az veya 13 657 iiriinden fazla {iriin iiretildiginde zarar edilir. Maksimum kar1
belirlemek i¢in kar fonksiyonuna bakalim. Kar fonksiyonu

K(x) = Ge(x) - Gi(x) = =5x* +100x — 160 — 20x = —5x* +80x — 160
bir karesel fonksiyon olup kdse noktasinin koordinatlari

2
S 1
~10 ~20

=160

tir. Dolayisiyla, maksimum kar, K(8)=160 bin YTL dir.
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3.7. Polinom Fonksiyonlar. Pratikte karsilasilan fonksiyon tiirlerinden biri de polinom fonk-
siyonlardir. ay, , a1, . . . ,ay reel sayilar olmak iizere

f(x)=ax"+ an_lx"_1 +-+ax+a,

denklemi ile verilen fonksiyona bir polinom fonksiyon denir. ay, , @, . . . , a, sayilarna
bu polinom fonksiyonun katsayilar1 denir.

f(x)=ax"+a, x""'+---+ax+a, ifadesinde a, #0 ise, f nin derecesi n dir denir. Bu
durumda a, ye f nin baskatsayis1 denir.

Daha 6nce bazi polinom fonksiyonlari ele aldigimizi animsayiniz.

f(x)=>b Sabit fonksiyon
f(x)=ax+b Dogrusal fonksiyon (a # 0)
f(x)=ax’ +bx+c Karesel fonksiyon (a # 0)

f(x)=ax’ +bx’ +cx+d  Kiibik fonksiyon (a # 0)

Dogrusal fonksiyonun derecesi 1, karesel fonksiyonun derecesi 2, kiibik fonksiyonun dere-
cesi 3 tiir.

Her polinom fonksiyonun tanim kiimesi tiim reel sayilar kiimesi R olup grafigi, kesiksiz (sii-
rekli) dir ve hi¢ sivri kése bulundurmaz.

Bir grafikte kesiklilik(siireksizlik) veya sivri kose varsa, o grafik bir polinom fonksiyonun
grafigi olamaz.

Herhangi bir fonksiyonun grafigini ¢izerken oldugu gibi, bir polinom fonksiyonun grafigini
cizerken de koordinat kesigimlerini belirlemek yararli olur. f polinom fonksiyonunun  x-
kesigsimlerini veren sayilara, yani f(x) =0 denlemini saglayan x sayilarina, f polinomunun
kokleri denir.

Bir polinom en ¢ok derecesi kadar koke sahip olabilir, dolayisiyla, en ¢ok derecesi kadar x-
kesisimine sahip olabilir.

Herhangi bir a reel sayisi ve bir n dogal sayisi verildiginde, x — ¢ i¢in x" — "
oldugu goz Oniine alinarak, f bir polinom fonksiyon ve a bir reel say1 ise,

x >c i¢cin f(x) > f(c)



oldugu goriiliir. Ayrica f nin bagkatsayist pozitifise, x — o i¢in f(x) — oo oldugu
goriiliir. Benzer sekilde, bagkatsayisi pozitif olan bir  f polinom fonksiyonunun derecesi
tek ise, x > -0 i¢in  f(x) > - ve bdyle bir polinom fonksiyonun derecesi ¢ift ise,
x —>-o i¢in  f(x) > oo oldugu goriiliir.

Ornek 1. f(x) =3x" +2x*7x+4 olsun. x — 1 icin f(x) > f(1) =2 oldugu aciktir.
Diger yandan, x — o i¢in x — o ve x —>-o i¢in x> — - oldugundan

1 1 1
f(x) =3 +2x" +Tx+4=x"3+2—5-T—+4—)
X X X

ifadesinden x — o i¢in f(x) > o ve x —>-0© i¢cin f(x) > - oldugunu
goriirtiz(1.10 a bakiniz.)

3.8. Rasyonel Fonksiyonlar. p(x) ve d(x) polinom fonksiyonlar olmak iizere

_plx)
f(x) = d(x)

ile tanimlanan fonksiyona bir rasyonel fonksiyon denir. p(x) ve d(x) polinomlarina, sirasiyla,
bu rasyonel fonksiyonun pay1 ve paydasi denir.

Pay1 p(x) ve paydasi d(x) olan bir rasyonel fonksiyonun tanim kiimesi
{x :dx) = 0}
kiimesidir.

Bir rasyonel fonksiyonun grafigini ¢izerken,x — o i¢inveya x — -0 icin f(x) in
nasil degistigini bilmek 6énem kazanir.

.. 1 ) . .
Ornek 1. y = f(x) =— rasyonel fonksiyonuna bakalim. Bu fonksiyonun tanim kiimesi
X

{x :x# 0}=R\{0} =(-0,0)U (0, o)

dur. x > o igin f(x) > 0, x > -o igin f(x) — 0 oldugunu kolayca
gorebilirsiniz(1.10 a bakiniz).
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x—2

Ornek 2. f(x) =
X+

rasyonel fonksiyonuna bakalim. Bu fonksiyonun tanim kiimesi

{x :xtl # 0} =R\{-1} =(-0,-1)U (-1, )
dur. f(x) ifadesini

x—2 x+1-3 -3
= =1+
x+1 x+1 x+1

fx) =
biciminde yazarak ve

.. -3 ... =3
X >0 icihn — > 0 ve x »>-0 icin — — 0
x+1 x+1

oldugunu kullanarak x — o« i¢in f(x) > 1 ve x > -0 icin f(x) — 1 oldugunu
goriiriiz. Ayni sonuca f(x) ifadesini

2 2

2 x(1-—) 1-—
f=—F=—=—
x+1 x(1+—) 1+—

X X

biciminde yazarak da ulassilabilecegine dikkat ediniz.

Bir rasyonel fonksiyonun tanimsiz oldugu, yani paydasinin sifir oldugu, reel sayilar o
fonksiyonun siireksiz oldugu noktalardir. Eger f

f(x)z% Cd(x)=0

N—"

ifadesi ile verilmisse, paydanin bir a kokiinii, yani d (a) =0 olan bir a sayisini diisiinelim.
f(a) tanimli olmamakla beraber, x in a ya yakin her degeri i¢in f(x) tammhdir. Iste bu
noktada x degiskeni a ya sagdan veya soldan yaklasirken f(x) in nasil degerler aldig1
onem kazanmaktadir. Eger p (@) #0 ise, x degiskeni a ya sagdan veya soldan yaklasirken

d (x) sifira yaklasacagindan f (x): % sinirsiz olarak biiyliyen pozitif degerler veya
X

sinirsiz olarak kiiciilen negatif degerler alacaktir. Bagka bir ifade ile, d (a) =0 olan bir a
sayisi verildiginde, x - @ veya x — a' ig¢in f(x) - -o veya f(x) = oo olur.

Ornek 3. f(x) :l rasyonel fonksiyonu x = 0 da tammsizdir. Ik dersimizde
X

gordiigiimiiz gibi(1.10 a bakiniz)

x > 0 icin f(x) > o ve x > 0 icin f(x) > -



dur. Benzer sekilde,

x = -1" icin

x = 2" i¢in

Ornek 4. f(x)= x_—? rasyonel fonksiyonu x = -1 de tanimsizdir. Daha 6nce de
X+
yazdigimiz
x—-2 x+1-3 -3
= = =1+
x+1 x+1 x+1

ifadesinden, x —>-1" igcin f(x) > o ve x—>-1" icin  f(x) > -oo dur.

Yukaridaki 6rneklerde ele alinan iki rasyonel fonksiyonu grafikleri asagida gosterilmistir.

A Y
a7
1
0.0 X >
\ -1(0,0) (2,0) X
_ l (0"2) = x-2
Y= X / Y x+1

y=f(x)= 1in grafiginde
x

x > o i¢in f(x) >0, x > -0 i¢in f(x) > 0
olmasit x smirsiz olarak biiylidiikce veya smnirsiz olarak kiigiildilkce f (x) in sifira
yaklagtigini, yani grafigin y = 0 dogrusuna (x-eksenine) yaklastifin1 gosterir. Benzer
sekilde,

x > 0" igin f(x) > o ve x = 0 icin f(x) > -

olmasi, x sifira yaklastikca grafigin x =0 dogrusuna(y-eksenine) yaklastigini gosterir.
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x—=2
X+

in grafigini inceleyince,

y=f(x)=

X > o i¢cin f(x) > 1 ve x > -0 i¢in f(x) > 1

olmasinin x simirsiz olarak biiyilidiikce veya sinirsiz olarak kiigiildiikkge f(x) in 1 sayisina
yaklastigini ve dolayisiyla grafigin y =1 dogrusuna yaklastigin1 gosterir. Diger yandan,

x—-1" i¢in f(x) > © vex—>-1"igin f(x) > -
olmasmminda x degiskeni 1 e yaklastikca grafigin x =1 dogrusuna yaklastigin1 gosterir.

Asagida tanimlanan asimtot kavramini bu gozlemler 15181nda degerlendiriniz.

3.9. Asimtotlar. y = f(x) denklemi ile tanimlanan bir f fonksiyonu verilmis olsun.
X—>-0 veya x — o i¢in f(x) > b olanher b icin y=5, dogrusuna f nin bir yatay
asimtotu denir.

a eR olmakiizere x - a veya x — a igin f(x) > - veya f(x) — o ise,
x =a dogrusuna f nin bir diisey asimtotu denir.

Ornek 1. Ornek 3 ve Ornek 4 te elde edilen sonuglardan gériiliir ki, y = f(x) = !
X

. . . . -2 .
fonksiyonu i¢cin y =0 yatay asimtot, x =0 diisey asimtottur; y = f(x) = x—l fonksiyonu
X+

icin y=1 yatay asimtot, x =-1 diisey asimtottur.

Ornek 2. y=f(x)=

> rasyonel fonksiyonuna bakalim. x - - veya x - o i¢in

y — 0 oldugundan y =0 dogrusu yatay asimtottur. Fonksiyon x= 2 ve x =-2 i¢in
tanimsiz olup

x—>-2 veya x—>2 igin y—>-0 ; x—-2" veya x—>2 igcin y— o

oldugundan x =-2 ve x =2 dogrular1 bu fonksiyonun diisey asimtotlardir.



Bu rasyonel fonksiyonun grafigi asagida verilmistir. ileride bu tiir grafikleri ¢izmek i¢in daha
elverisli yontemler gorecegiz.

(0,0) X

3.10. Uygulama (Meslek i¢i egitim). Bilgisayar iireten bir firma ¢ giin is basinda egitim
gbérmiis bir teknisyenin giinde monte ettigi bilgisayar sayist N(¢) ile gosterilirse,

50¢
N(t)=— , t20
(t) t+4 !

olarak gerceklestigini goriiyor. y = N(f) nin grafigini ¢izelim ve yorumlayalim.

Uretilen bilgisayar sayisin1 veren N fonksiyonunun taniminda bagimsiz degisken olarak ¢
sembolii kullanilmis ve tanim kiimesi, ¢+ > 0 yani [0, o) aralig1 olarak verilmistir. S6z

konusu grafik, N (t)z % rasyonel fonksiyonunun grafiginin [0, o) aralig1 izerinde kalan
+

kismi olacaktir. Once rasyonel fonksiyonun grafiginin tamamini ¢izelim.
* Grafik, koordinat eksenlerini orijinde, yani (0,0) noktasinda keser.

* N(-4)tanmmsizolup t— -4 icin N({) > o , t— -4 igin N (f) > - dur.
Dolayisiyla, ¢ = -4 diisey asimtottur.
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* t—-0 veya t— o i¢in y— 50 oldugundan y = 50 yatay asimtottur.

O halde N (t) = % nin grafigi asagidaki gibidir.
t+

50

v
~

41 (0.0

Biz, grafigin #> 0 olan kismi ile ilgilenecegiz. Grafikten goriiyoruz ki, egitim siiresi arttikca
monte edilen bilgisayar sayis1 da artar. Ancak, belli bir siireden sonra bu artis ¢ok yavaslar;
monte edilen bilgisayar sayist daima 50 den azdir.

3.11. Parcah tanimh fonksiyonlar. Bazi fonksiyonlar degisik araliklar tizerinden degisik
denklemlerle tanimlanirlar. Bunun en yalin 6rnegi mutlak deger fonksiyonudur:

x , x20
H={_

x , x<0

Bu ifadeden, mutlak deger fonksiyonunun [0,00) araligi iizerinde |x | =x denklemi, (-00,0)
araligi lizerinden ise |x | =-x denklemi ile tanimlandigini anliyoruz.



Mutlak deger fonksiyonunda oldugu gibi farkli araliklar iizerinde farkli denklemlerle
tanimlanmig fonksiyonlara par¢al tammmh fonksiyonlar denir.

Pargali taniml1 bir fonksiyonun grafigi cizilirken tanimda s6z konusu olan her bir aralik i¢in
fonksiyonu o aralikta tanimlayan denklemin grafigi ¢izilir.

x+2 , x<-1
Ornek 1.  Pargali olarak f(x)=< x> , —-l<x<l1 biciminde tanimlanan  f
-x+2 x2>1

fonksiyonunun grafigi asagida gosterilmistir.
A y

(-1,1) (LD

(2,0) /\/\ 2,0)

v

Ornek 2. Toptan kumas satan matematige merakli bir tiiccar, her bir miisterisinin satin aldig
kumagin metre fiyatin1 ilk 10 metresi i¢in 10 YTL, on metreden fazla 50 metreye kadar
olan kismi1 i¢in 8 YTL ve 50 metreden sonraki kismi icin 6 YTL olarak uyguluyor. Bu
tiiccardan kumas alan bir miisterinin 6demesi gereken tutart satin aldigr kumas miktarinin
fonksiyonu olarak ifade edelim.

Miisteri x metre kumas satin almis olsun ve ddeyecegi YTL miktarmi f(x) ile gosterelim.
Eger 0 <x <10 ise, gelir f(x)=10x YTL olur. Eger 10 <x <50 ise, ilk 10 metre i¢in
10 10=100 YTL, gerikalan (x— 10) metre i¢in 8(x — 10) YTL odemesi gerekir ve
f(x)=100 +8(x — 10) = 8x + 20 YTL olur. Eger x> 50 ise, ilk 10 metre i¢cin 10 10 =
100 YTL , sonraki 40 metre i¢cin 8 40 = 320 YTL, geri kalan (x — 50) metre i¢in 6(x — 50)
YTL 6demesi gerekir ve f(x) =100+ 320+ 6(x —50) = 6x + 120 YTL olur. Dolayisiyla,

10x , 0<x<10
f(x)=<8x+20 , 10<x<50
6x+120 , x>50
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Problemler 3

1. Asagidaki denklemlerin her birinin grafigini ¢iziniz:

a) y=2x—3 b) y:g+1 ¢ 2x+3y=12

2. Asagida denklemi verilen her bir dogrunun egimini ve y-kesisimini bulunuz:

a) y=2x—3 b) y=§+1 ¢ 3x—2y=12

3. Verilen egim ve y-kesisimine sahip olan dogrunun denklemini yaziniz ve grafigini ¢iziniz:
2
a) egim=-2 , y-kesisimi =4 b) egim = -g , y-kesisimi = -2

¢) egim=1 , y-kesisimi =-2 ¢) egim=-1 , y-kesisimi =2

4. Asagida, her sikta bir dogrunun egimi ve gectigi bir nokta verilmistir. Dogrunun denklemini
¥ = mx + b bi¢iminde yaziniz:

a) m=-3 , nokta (-4,1) b) m=-2 , nokta (-3,2)
2
c) m =§ , nokta (-6, -5) ¢) m :%, nokta (-5, -6)

5. Verilen iki noktadan gegen dogrunun denklemini dnce y =mx+b, sonra Ax+ By =C
bi¢giminde yaziniz:

1 3
a)(1,3), (775) b) ('5"2)7(57'4) C)(O’E)’(I’E)

6. Eger A YTL, r faizoraniile ¢ yil bankada tutulursa, ¢ yil sonunda ulasacagi deger B =
Art+ A olur. (Burada r ondalik kesir olarak diisiiniilmektedir. ~ Ornegin, faiz oram % 6
ise, r=0.06 dirve 100 YTL, % 6 dan ¢ yil faizde kalirsa, ulagsacagi deger B =6 ¢ + 100
YTL olur.)

a) 100 YTL, % 6 faizle 5 yil sonunda ka¢ YTL olur? 20 yil sonunda kag YTL olur?

b) B=6£+100 iin 0<¢<20 i¢in grafigini ¢iziniz.

¢) Grafigin egimi nedir?

7. Radyo tlireten bir firmanin giinliik giderinin iiretilen radyo sayisinin dogrusal fonksiyonu oldugu
bilinmektedir. Firmanin, giinlik 200 $ sabit gideri vardir ve eger bir giinde 20 radyo tretirse, o
giinkii toplam gideri 3 800$ olmaktadir. Firmanin giinde x adet radyo tiretmesi durumunda
giinliik toplam gideri Gi(x) ile gosteriliyor.

a) Gi(x) 1 bulunuz.

b) Giinde 12 radyo iiretilmesi durumunda toplam gider nedir?

¢) Gider fonksiyonunun 0 < x <20 i¢in grafigini ¢iziniz.



8. Asagidaki karesel fonksiyonlardan her birinin
(i) koordinat kesigimlerini, (ii) kose noktasini,
(iii) maksimum veya minimumunu, (iv) deger kiimesini
bulunuz ve grafigini ¢iziniz

a) f(x)=-2x>+12x=10 b) m(x)=(x—-3)>—4 ) r(x)=x>—10x+24

¢) f(x)=-2x>+8x-6 d) m(x)=3x"+18x+15 e) r(x)=—-x"+3x+10

9. Bir firmanin yillik gelir ve gider fonksiyonlari, x milyon adet iiriin i¢in
Ge(x) = x(80-4x) , Gi(x)=128+16x

milyon YTL olarak veriliyor. Bu firmanin yilda en az 1 milyon, en ¢ok 16 milyon iiriin {irettigi
varsayildigina gore, Ge ve Gi nin grafiklerini aynm1 koordinat diizleminde ¢izerek asagidaki
sorular1 yanitlayiniz:

a) Gelir ve giderin esit oldugu x sayilarin1 bulunuz.

b) Kér edilen ve zarar edilen bolgeleri ve maksimum kar belirleyiniz.

10. Asagidaki rasyonel fonksiyonlardan her birinin

(i) koordinat kesisimlerini bulunuz (ii) tanim bolgesini belirleyiniz
(iii) yatay ve diisey asimtotlarini bulunuz (iv) grafigini ¢iziniz

x—1 x+2 3x 4-2x
a) f(x)=—— b f(x)= 0 f(x)= §) f(x)=

x=2 x=2 x+2 x+4

11. Asagidaki fonksiyonlarin her biriningrafigini ¢iziniz.

2x+1 , x<0 —-X -1<x<0

(x+1)>, x>0 x , 0<x<l

a) f(x)={

12. Sular idaresi, abonelerinin aylik su tiiketimine gore bir m’ suyun fiyatin1 , ilk 5 m’ igin 3
YTL, 5 m®> ten 10 m® e kadar 3.5 YTL, 10 m’ ten20 m’ e kadar 4 YTL ve 20 m’ ten
sonrast i¢in 5 YTL olarak belirliyor. Ayda x m’ su tiiketen bir abonenin o ay ka¢ YTL
O0demesi gerektigini ifade eden fonksiyonu pargali olarak tanimlayiniz ve bu fonksiyonun grafigini
¢iziniz.



