DERS 12

Belirli integral

12.1. Bir egri altinda kalan alan. Bir [a¢ , b] kapali aralig1 lizerinde siirekli bir f
fonksiyonu verilmis olsun ve her x € [a, b] icin f{x) > 0 oldugunu kabul edelim. y= f{x)
in grafigi ile x — ekseni arasinda kalan bdlgenin alani ile bu derste gorecegimiz belirli integral
kavrami ¢ok yakindan iligkilidir.

A7
y=fx)
A
a b X

Sekildeki tarali bolgenin alaninin hesabi belirli integralle yapilir.

Belirli integrale gegcmeden Once, bir siirekli egri ile x-ekseni arasinda kalan alanin yaklagik
olarak hesabina bir 6rnek verelim.

Ornek 1. [0, 1] araligs iizerinde y =x* + 1 egrisi ile x-ekseni arasinda kalan bolgenin alan

< 1
A olsun. [0, 1] araligi nin orta noktasi olan 5 sayi1sini y

A

kullanarak [0, 1] araligimmi ikiye bolelim ve yandaki » T ]
sekilde goriildiigii gibi tabani bu iki pargaya oturan dik-
dortgenleri diislinelim. Hesaplamaga calistigimiz 4
alanina yaklasik deger olarak, alanin i¢inde kalan iki §
kiigiik dikdortgenin alanlar1 toplami olan 1
Tyt ?
2 2 4 8
ve alani1 Orten iki dikdortgenin alanlari toplami olan
15,1, 18 0 p 1 X
2 4 2 8

alinabilir;

l-1+

2

§+12=£
4 2 8

<A<

o | o

> 1
4 2

N | —

[0, 1] kapali aralig1 daha kiigiik araliklara boliinerek A4 alanimin gercek degerine daha yakin
degerler bulunabilecegi agiktir.
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12.2. Belirli integral, Riemann Toplamlari. Bir [a, b] kapali aralif1 lizerinde siirekli bir
f fonksiyonu verilmis olsun.

[a, b] araliginda
a=xo<x1<x <x3<...<Xp2 <Xp1 <x,=b
olacak bigimde xo,x;, ... ,X,1,X, sayilarn alalim. Bu sayilar [a, ] araligimi kii¢iik

araliklara(altaraliklara) boler. Bu sekilde secilmis a=xo < x; < x; <... <Xu2 <Xy < X,=b
sayilarina [a, b] araliginin bir parcalanisi denir.

(c1, fler)) A)Y
N
\\
SRR
C?/‘] ) C“; \ Cn-2 Cn-1 Cn
{ I H | l I. 1 [
| ! : ; X
xXo=4 X1 X2 X3 B R A X bzxn
AR
=X 5 :
y =fx) \\
i
Simdi, her A=1,2,...,n ig¢in cx € [xx.1,xx] se¢elim ve [x;.,x;] araliginin uzunlugunu
Axy ile gosterelim:
Axp = Xp— Xpe1 R 1 <k<n

Asagida ifade edilen
T, = f(e)Ax, + f(c)Ax, + -+ + f(c,)Ax, = Zf(ck)Axk
k=1

T, toplamina f fonksiyonunun a=xp <x; <x; <x3<...<Xx,2 <X, < Xx,=b par¢alanis1 i¢in
Riemann Toplami denir.

Burada A x; lardan her biri sifira yaklasirken (ki bu durumda » sayisi sinirsiz olarak artar,
yani sonsuza 1raksar) 7, Riemann Toplami’nin limit degerinin mevcut oldugu kanitlanabilir.
Iste bu limit degere f fonksiyonunun [a, b] kapal1 aralig1 iizerinde belirli integrali denir ve
bu integral

jjf(x)dx

sembolii ile gdsterilir. Bu gosterimde a sayisina belirli integralin altsimiri, b sayisina da
iistsinir: denir. f(x)dx ifadesine, belirsiz integralde oldugu gibi, integrand denir.
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f fonksiyonunun [a, b] kapali aralig1 iizerinde belirli integrali

b .
JoJ@ar= fim, .

= lim (/(@)An + f(e)Ax, -+ f (e, )Ax,)

bi¢iminde ifade edilebilir.

Belirli integralin yukaridaki tanimindan, eger f fonksiyonu [a, b] araliginda stirekli ve her
x€[a, b]i¢in fix)= 0 ise, j ’ f(x)dx belirli integralinin [a, b] aralig1 lizerinde y = f{x) in
grafigi ile x — ekseni arasinda kalan bdlgenin alanimi verdigi sonucunu ¢ikarabiliriz.
Gergekten bu durumda, 7, Riemann toplamindaki her bir f(x,)Ax, teriminin taban uzunlugu
Ax, ve yuksekligi f(x,) olan dikdortgenin alanini ifade etmekte oldugu; bu alanlarin
toplam1 olan 7, toplamlarinin limitinin de [a, b] araligi lizerinde y= f(x) in grafigi ile
x -ekseni arasinda kalan bolgenin alan1 oldugunu gérmek zor degildir.

A:ij(x)dx

v

Benzer diisiince ile, eger f fonksiyonu [a, b] kapali araliginda siirekli ve her xe [a, b]
icin fix) < 0 ise, I ’ f(x)dx Dbelirli integrali [a, b] aralig1 lizerinde y = f(x) in grafigi ile

x — ekseni arasindaki bolgenin alaninin ters isaretlisi olan negatif sayiy1 verir. Baska bir
deyimle, [a, b] aralif1 iizerinde y = f(x) in grafigi ile x — ekseni arasinda kalan bdlgenin

b
alani, — .[ f(x)dx dir.

AV

b
= Az—Lf(x)dx

y =fx)

Yukarida agiklanan iki durum birlestirilerek [a , b] kapali aralifinda siirekli bir f fonksi-

yonunun grafigi ile x — ekseni arasinda kalan bolgenin alani belirli integral cinsinden, ya da
karsit olarak, f nin [a, b] kapali aralif1 lizerinde belirli integrali f nin grafigi ile x —
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ekseni arasinda kalan bolgenin alam cinsinden ifade edilebilir. Oregin, /' nin [a , b]
kapal1 aralig1 tizerinde grafigi asagidaki sekilde gosterildigi gibi ise,

y =f)

bu takdirde, [a, c] kapali aralig1 lizerinde egri ile x-ekseni arasinda kalan bolgenin alant 4,
[c, d] kapal1 aralig1 iizerinde egri ile x-ekseni arasinda kalan bolgenin alan1 B ve [d, b]
kapal1 aralig1 tlizerinde egri ile x-ekseni arasinda kalan bolgenin alam1 C ile gdsterilmek
uzere

jjf(x)dsz—BJrc

dir. Bagka bir ifade ile, [a , b] kapali aralig1 lizerinde egri ile x-ckseni arasinda kalan
bolgenin tamaminin alani

[“rerac—[" fdc+ [ fds

dir.

Belirli integralin, tanimi, yukaridaki alan yorumu ve limit 6zellikleri kullanilarak kanitlana
bilecek baz1 6zelliklerini asagiya listeliyoruz.

1. j : Fx)dx =0

e

b
a

[( rooax=k | ryax

w9

b
a

S U@Fge)ac=] fdF [ g dr

L. b c b
4. a<c <b icin Iaf(x)dxz.[af(x)dx+fcf(x)dx.

9]

| b f@ydv=—[" fx)dx
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12.3. Kalkiiliis’iin Temel Teoremi. Bat1 ¢ikish kaynaklarda fonksiyonlar ve onlarin limit,
tiirev ve integrallerini , yani bu dersimizin konularini isleyen derse kalkiiliis(calculus) adi
verilmektedir. Simdi Bu kesimde ele alacagimiz teorem, kalkiiliis dersinin temel teoremidir.
Bu teorem belirli integral ile belirsiz integral arasindaki iligkiyi verir:

Kalkiiliis’iin Temel Teoremi. f fonksiyonu [a, b] kapali arali§inda siirekli ve f nin bir
ters tirevi F  ise,

["r)dx = F(bo) - F(a)
dir.
Bundan boyle, F(b)— F(a) farki igin asagidaki gosterimi kullanacagiz.

b
F(b)—F(a)=F(x)| .
Boylece, yeni gosterimle,
b
=F(b)—-F(a)

F=f@ = [ f)d=F)

[f@a=Fm+c = | ” F(x)dx =F(x)

b
= F(b)- F(a).
Ornek 1. [ (2x+1)dv =x*+, = (1+1)-(0+0)=2.

3 1

Ornek 2. J-Ol(x2 + l)dx -~ x? +x 0

= [% + IJ —(0+0)= g . Boylece baslangigta baz1 yaklasik deger-

lerini buldugumuz agagidaki tarali bélgenin alaninin gergek degerini belirlemis olduk.

o

y =x"+1

1] Azj;(szrl)dx:%.

0 1 X

v

Ornek 3. Asagidaki integrali daha 6nce belirsiz integral olarak hesaplamustik.

j12(2x+3e* —i)dxzxz +3¢" —dinaf =(4+3¢* ~4In2)-(1+3e-0)=3(1+¢* ~ )~ 4In2.
X
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Ornek 4. IS 22x

0 x“+10
2x

dx. belirli integralinin degerini bulmak i¢in dnce degisken degistirme

yontemi ile J. dx belirsiz integralini hesaplayip daha sonra belirli integrale gecebiliriz.

x~+10
u=x>+10 segilirse, du =2xdx olur ve sdz konusu belirsiz integral asagidaki gibi hesaplanir:

2x 1
dx=|—du=Inu=In(x*+10)+ C.
J.x2+10 J-u ( )

Dolayisiyla,

js 2x de=In(x* +10) =In35-In10=In(3.5)
0 x> +10 0 -

12.4. Belirli integralde degisken degistirme ve kismi integrasyon. Son 6rnegimizde belirli
integrali hesaplarken, ters tiirevin, yani belirsiz integralin belirlenmesinde degisken degistirme
yontemini kullandik. Bu yontemi dogrudan dogruya belirli integral {izerinde de
uygulayabiliriz. Hatta bu yapildig1 takdirde zaman kazanilacagi da sdylenebilir.

IbF "(g(x))g'(x)dx gibi bir belirli integrali hesaplamak i¢in, bu integral belirsiz integral

olarak diisiiniiliip u=g(x) secilince du=g'(x)dx oldugu ve integralin u cinsinden ifade
edildigini animsayiniz. Belirli integralde x degiskeni a ile b arasinda degismektedir. Bu
durumda, u degiskeni de g(a) ile g(b) arasinda degiseceginden, asagidaki esitligi
yazabiliriz:

b g(b)
J.aF'(g(x))g’(x)dx =J-g(a) F'(u)du.

Sag taraftaki F'(u) nun ters tiirevi F(u) yu biliyorsak, hesabimizi

b , g 2(b)
[ Feng@ds =[ " Fw)de= F)i) = F(g®) - F(g(@)

bi¢ciminde siirdiiriip sonu¢landiririz.

O halde, belirli integrale degisken degistirme yontemi uygularken u=g(x) se¢iminden sonra
du=g'(x)dx ile birlikte g(a) ve g(b) degerleri de hesaplanip bu degerler yeni degisken u
cinsinden yazilmis olan integral i¢in alt ve iist sinirlar olarak alinir ve yeni integral de belirli
integral olarak yeni sinirlar ile hesaplanmis olur.
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Yukaridaki son 6rnegimizi bu yolla yapalim:

Ornek 1. IS 2x a’xzj35

1 35
T —du=Inul, =In35-In10=1In(3.5)

10 ¢y

u=x>+10 . du =2xdx

x=0 = u=10 ; x=5 = u =35

Ornegimizde, x degiskenine gore verilmis olan integralin altsmir1 olan 0 a karsihik u
degiskenine gore yazilmis integralin «(0)=10 altsinir1 ve x degiskenine gore verilmis olan

integralin iistsinir1 olan 5 e karsilikk u degiskenine gore yazilmis integralin - u(5) =35 {ist
siirmin kullanildigina dikkat ediniz.

Bu ornekte oldugu gibi asagidaki 6rneklerde de # nun sec¢imi ve yeni sinirlarin hesabi kutu
icinde gosterilmistir.

3 4
" i 1 I7E S T 7
Ornek 2. J.Oxwl3x2+1dx=g\/u_du=g‘u? =§-u2 =—(8—1)=§
2|, 1
u=3>+1, du=6xdx , xdx=(1/6)du
x=0= u=1 ;x=1 =u=4
Ornek 3. [ (e —25)fe> ~1)ax=[ " Lua REY zez_z_l(z—z)z—l
B IO e X \e X —-Il 5 udau —-2 5 1 = 4 u 1 = 4.

u=e"—2x , du=Q2e*-2)dx , (e -1)dx=(1/2) du

x=0 = u=1 ;x=1 =u =e?-2

Ornek 4(Uygulama). Haftada x televizyon iinitesi iireten bir isletmenin haftalik marjinal
kari, YTL olarak, K'(x) = 165 - (0.1)x , 0 <x < 4000 biciminde veriliyor. Su anda
haftada 1500 iinite tireten firma, haftalik iiretimini artirmak istiyor. Haftalik {iretimini 1600 e
cikarirsa, haftalik karindaki degisim ne olacaktir?

Coziim. Kardaki artis

1600
1500

K(1600) - K(1500) = K(x)| o = [ K'(x) d
= [ (165 - 0.1)x)dr =165~ (0,052 "

1500 1500
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Son ifdede degerler yerlestirilince,
K (1600) — K (1500) = 165 -1600 — 0.05 - 2560 000 — (165 - 1500 — 0.05 - 2250 000)
=165-1600-0.05-2560 000—(165-1500—0.05~2250000)
=16500-0.05-31000 =16500—-15500=1000

YTL olarak elde edilir.

Daha once belirsiz integral hesabinda kullandigimiz kismi integrasyon yontemini belirli
integral hesaplarken de kullanabiliriz. Once karsilik gelen belirsiz integralhesaplanir ve en
sonunda sinirlar yerlestirilerek belirli integral bulunur.

Ornek 5. I;xexdx:Iudv:uv—jvdu =xex—jexdx=xex—eX; =0-(-1)=1.
u=x , dv=e€"dx
du=dx , v=eé€

Baz1 integrallerin hesabinda degisken degistirme ve kismi integrasyon yontemleri birlikte
kullanilabilir.

Ornek 6. I leln (¢ +1)dx = I lz(lnt) (%)dr =%.[12 (Int) dt= %((z‘ln t)— .[ t (ljdtj

t
2 2
t=x"+1 , dt=2xdx,xdx=(1/2)dt 1 1
S S ~lem o) =3 em2-2-0-1)
u=Int , dv=dt 1 1
du= /) dr V=t =5(21n2—1)=1n2—§-
. 1 1 1 1
Ornek 7. [ &' dx=[ 2e'dr =2 re' di= 2((@)— [ efdt) =2(te' — )|, =2(0)-2(-1) =2.
= x Cdt= —— dx, dx =2x di=2t dt u=f  dv= e di
2/x ’

x=0=1t=0 ,x=1=rt=1
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12.5. Ortalama Degerler. Bir fonksiyonun sonlu sayida degeri verildigi zaman bu
degerlerin ortalamasini nasil hesapladigimizi animsayalim. Ornegin, f fonksiyonunun

f(a1)7 f(a2)7 af(an)

degerlerinin ortalamasi

fla)+f(a)+ -+ f(a,)

n

olarak tanimlanir.

f  fonksiyonu bir [a , b] kapali araliginda tanimli ise, /' nin bu aralikta aldigi tiim

degerlerin ortalamasi nasil hesaplanabilir? Eger f fonksiyonu [a, b] kapali araliginda
stirekli ise, bu ortalama deger asagidaki teorem 15181nda integral yardimi ile hesaplanabilir.

Teorem(integral icin ortalama deger teoremi). f fonksiyonu [a, b] kapali araliginda
stirekli ise, Oyle bir ce (a, b) vardir ki

fley=——["F(x)dx
b—a’«

dir.

Teoremin ifadesindeki esitlik A

[(rmac=w-ar©
(. f©)

biciminde yazilirsa, yandaki sekilden de izle- /
nebilecegi tlizere bu esitlik, /' nin grafigi ile
x -ekseni arasinda kalan bdlgenin alaninin,
taban uzunlugu (b — ) ve yiiksekligi f(c)
olan dikddrtgenin alanina esit oldugunu ifade
etmektedir.

f nin grafigi ile x-ekseni arasinda kalan bolgenin alani, kabaca, f nin [a, b] kapal
araliginda aldig1 tim degerlerin toplami olarak diisiintiliirse, f  fonksiyonunun [a , b]
aralig1 tizerinde ortalama degerinin

1
(b-a)

f©=——[ f(x)dx

olarak tanimlanabilecegi goriiliir.
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Ornek 1. f{x) =x-3x> nin [-1, 2] aralig1 iizerinde ortalama degeri

2
1 1 5
4—5{2—8—c5—c4»j——5

2 2
(x=3x7)dx =+ P = x?)

1
1=yl 302

dir.

(=0.01)x

Ornek 2. Fiyat-talep fonksiyonu p =500e olarak verilmigse, [200 , 300] talep aralig1

izerinde ortalama fiyatin ne oldugunu(YTL olarak) belirleyelim.

Verilen araliktaki ortalama fiyat p ile gosterilirse,

(0001 300

—-0.001

— 300 300
P :;J' 500e 000D 7. _ 500 J‘ 500e-©00Dx 7| _ 5
300 —200 9 200 100\ 200

200

300

= —5000¢ 00D~ = —-5000(e™> —e )~ 42.75

YTL olur.

12.6. Alan Hesabi. Bir egri ile x-ekseni arasinda kalan alan ile belirli integral arasindaki
iligkiyi dersimizin baslangicinda gérmiistiikk. Eger egrinin tamami  x-ekseninin yukarisinda
ise

A:jjf(x)dx

v
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Eger egrinin tamam1 x-ekseninin asagisinda ise

Belirli integral

O
w2
o
< —~
e =
E | 2
2] A R
8D — e
U + = |
S = g -
[ = — —
= -~ = 3
g B g /B\ <
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=4 hb ) N <t _ e}
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NeJ = < B| = c & .
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i
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Ornek 2. ix)=x> -2x , 1 < x <2 ile verilen bblgenin alan.

4’ A= —Ilz (x2 — 2x) dx

Ornek 3. filx)=x* -2x , -1 < x <1 ile verilen bolgenin alan.

Ay

0 1

-1 0
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12.7. iki Egri Arasinda Kalan Bélgenin Alam. [ ve g [a, b ] araliginda siirekli
fonksiyonlar, her x € [a, b ] i¢in g(x) < fix) olsun . Bu durumda y = f(x) in grafigi y =
g(x) in grafiginin yukarisindadir ve [a, b ]| araligi lizerinde bu iki egri arasinda kalan alan
integral olarak soyle ifade edilir:

A= [ (f()-g() dv

Ornek 1. flx)= 2x+3 , gx)=-x> +1 , 0< x< 2 ile verilen bdlgenin alan.

i A= (@x+3)- (a7 +1)) ax

= I; (x2 +2x+2)dx

v
oo
W
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Iki egri arasinda kalan bdlgenin alan1 hesaplanirken, y = f{x) in grafiginin bir kism1 y = g(x)
in grafiginin yukarisinda, bir kismi da asagisinda olabilir. Bu durumda séz konusu aralik alt
araliklara boliinerek alan hesaplamir. Ornek olarak asagidaki sekilde gosterilen bdlgenin

alanina bakalim.

¥ =fx)

Yy =gx)

A : Tarali bolgenin alani

A=[(F()-g)dv+ [ (g) - £(x)) dx

Ornek 2. fix) = -x +1 , g(x)=x2 -1, 0£x<L2

y==x+1

=I()l (—x2 —x+2)dx+

x3 x2
|- - 4ox
5
=[—1—1+2—0
3

ile verilen bolgenin alani.

_[12 (xz +x—2)dx
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12.8. Hacim Hesab1 , Donel Cisimlerin Hacmi. Diizlemde bir bolgenin x-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle meydana gelen cismin hacmi integral yardimiyla hesaplanabilir.

[a , b] aralig1 lizerinde y = fix) in grafidi ile x — ekseni arasinda kalan bolgenin x — ekseni
etrafinda dondiirtildiigiinii diisiinelim.

Yandaki sekilde goriilene benzer bir AV y=1x)

kat1 cisim ortaya ¢ikacaktir. Bu kat1
cismin hacmini belirli integral kulla-
narak hesaplayabiliriz. Gergekten ,
taban uzunlugu dx ve yiiksekligi
f(x) olan dikdortgen x — ekseni etra-
finda dondiirtiliirse bir silindir(sekil-

X
de kirmiz1 olarak ¢izilen silindir) elde
edilir. Bu silindirin hacmi
dV =n(f(x)) dx

dir ve integral tanim1 gbz Oniine alinarak sekildeki kati cismin hacminin

b 2

V=nf (f(x) dx

a
oldugu sonucu ¢ikarilabilir.
Ornek 1. filx) = x> , 0< x<1 ile verilen bélgeyi x - ekseni etrafinda dondiiriince

meydana gelen cismin hacmini hesaplayalim.

V = nj; (xz)z dx

by
=ch x" dx
0

v
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Ornek 2(Kiirenin hacmi). Yarigapt » birim olan kiire, yarigapt » birim olan bir yarim
cemberin ¢ap1 etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilir. Dolayisiyla, sozii edilen hacim
)= - x° )1/ 2 -1< x< 1 egrisininx- ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilir.

Vznjr (\/rz —xzjz dx

—-r

—-r

Ornek 3(Koninin hacmi). Taban yarigapi » birim ve yiiksekligi /# birim olan koni,
fx)y=@h)x ,0<x< h

egrisinin x - ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilir.
h
4 V:njo ((r/ h)x) dx

y=(r/h)x . 2
..... =T h (r_ xZ] dx
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Problemler 12

1. Asagidaki sekilde verilen alanlar belirli integraller olarak ifade ediniz:

by
a) [a, b] aralifi ile grafik arasindaki alan. b) [b, c] aralifi ile grafik arasindaki alan.
¢) [c, d] aralig1 ile grafik arasindaki alan. ¢) [a, c] aralig1 ile grafik arasindaki alan.
d) [b, d] araligi ile grafik arasindaki alan. e) [a, d] aralig1 ile grafik arasindaki alan.
2. Asagidaki belirli integralleri hesaplaymiz.
1

2 2 4 1 il
a) jl Gx? —dx+5)dx  b) L (2x72 = 3x%)dx °) jl (x +/x )dx ) jo(x3 +x3)dx

¢ 1 2 2 1 ! e X In2 X+2
d) j o+ e) j LG = f) jo(x +e%)dx g) j (e ydx
3. Asagidaki belirli integralleri degisken degistirme yontemi ile hesaplayimiz.

i NS s 1 10 0.05x Ix
a) .[212(x 4)° xdx b) .[3 x—ldx ) .[-56 dx <) .[o—x2 +2dx

1 X 1 X X ’ _x
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4. Asagidaki belirli integralleri hesaplayiniz.

1 5 o
a) J-o (x +1)edx b) -[1 In(2x)dx ) L %dx
) J‘ 31 0(2)(,' _ 1)4 dx d) J‘ loloe—0,0Zxdx e) I 2 e*X dx
o ° 1 142e

5. Dag bisikleti iireten bir firmanin arastirma departmani, marjinal gider fonksiyonunu, ayda x
3

adet bisiklet tretilmesi durumunda, Gi'(x) =500——,0<x <1000 olarak belirliyor. 300
X

bisikletlik bir iiretim seviyesinden 900 bisikletlik bir iiretim seviyesine gegilmesi durumunda
toplam giderde ne kadar artis olacagin1 bir belirli integral olarak ifade edip hesaplayiniz.

6. Asagida verilen egriler ile verilen aralik {izerinde ¢evrelenmis bolgelerin alanlarini bulunuz.

a) y=3x>,y=0 ; 1<x<2 b) y=—2x-1,y=0 ; 0<x<4
c) y=x2+2,y=0 ; —1<x<0 ¢) y=¢ ,y=0 ; —-1<x<2
d) y=_7,y=0 : 05<r<1 e) y=—2x+8,y=12 ; —1<x<2
i)y=x2+1,y=2x—2 ; —1<x<2 g)y:x3,y:x ; —2<x<2

7. Asagida verilen iki egri arasinda kalan bdlgenin alanini bulunuz.

2 2 3
a) y=3x",y=12 b) y=4-x",y=-5 ©) y=x,y=4x
(;)y=\/;,y:x d)y=2—x,y=)c2 e)y=x4—6x2,y=4x2—9

8. Alistirma 6 da verilen bolgelerin x — ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen cisimlerin
hacimlerini bulunuz.



