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Amaclar

Bu tiniteyi calistiktan sonra;

e tiirev kavrami yardimi ile fonksiyonun monotonlugunu, eks-
tremum noktalarini, konvekslik ve konkavligini, biikiim noktala-
rin1 arastirabilecek,

¢ fonksiyonun grafiginin ¢iziminde tiirev kavraminin nasil kulla-
nabilecegini 6grenecek,

* ekstremum problemlerinin ¢dziimiine dair Orneklerle tanisa-

caksiniz.
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Calisma Onerileri

 Unitedeki testleri ve grafik gizimi icin gereken islemleri iyi 6gre-
niniz

e Tirevlerin igaret tablolarindan yararlanmay1 aligkanlik haline
getiriniz

e (06ziilmiis 6rnekleri iyi inceleyiniz

* (esitli fonksiyon 6rnekleri alip, tiirev yardimu ile gerekli 6zel-
likleri arastiriniz ve grafiklerini ¢cizmeye calisiniz.
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1. Giris

Basit geometri ve fizik problemlerinde tiirev kavraminin nasil ortaya ¢iktigini ge-
¢en linitenin baginda gordtik. Biz bu tinitede matematigin 6nemli bir kavrami olan
tiirev kavraminin, fonksiyonun artan, azalan oldugu araliklarin belirlenmesinde,
ekstremum noktalarinin bulunmasinda, konkav ve konveks oldugu araliklarin
arastirilmasinda, kisaca fonksiyon davraniginin incelenmesinde ne kadar 6nemli
bir ara¢ oldugunu goérecegiz.

2. Fonksiyonun Artan, Azalan Oldugu Araliklar ve
Ekstremum Noktalari

A, sonlu veya sonsuz bir aralik olmak tizere f: A— IR fonksiyonu verilsin.
Unite 5 de, eger her x;, x, € A, x1<xp igin f(x1) < f(x) ise f(x) fonksiyonuna A
tizerinde monoton artan fonksiyon, f(x;) < f(x,) ise kesin artan fonksiyon de-
mistik.

Benzer sekilde, eger her xq, X, € A, x1 < X2 igin f(x1) = f(xy) ise f(x) fonksiyonuna
A tlizerinde monoton azalan fonksiyon, f(x;) > f(x,) ise kesin azalan fonksiyon
demistik.

Ay

Sekil 10.1

Grafigi sekil 10.1 deki gibi verilmis y =£(x) fonksiyonu (a,b) ve (c,d) araliklarinda
kesin artan, (b, c¢) araliginda ise kesin azalandir.

Sekilden de goriildiigii gibieger y =£(x) fonksiyonu A araligindakesin artanise o za-
manherbir xEA igin (x, f(x)) noktasindakiteget dogrusu apsis ekseniile dar agi olug-
turur. Fonksiyonun kesin azalan oldugu aralikta ise teget dogrusu apsis ekseni ile ge-
nis a1 olusturur. Buna gore, tiirevlenebilir y =£(x) fonksiyonu verildiginde:
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Eger bir araliin tiim x noktalarinda f'(x) >0 ise fonksiyon bu aralikta mo-
noton artan, eger f'(x) >0 ise kesin artan fonksiyondur.

Eger bir araligin tiim x noktalarinda f'(x) <0 ise fonksiyon bu aralikta mo-
noton azalan, eger f'(x) <0 ise kesin azalan fonksiyondur.

Bu sonuglara gore, tiirevlenebilir y=f(x) fonksiyonunun kesin artan oldugu ara-
liklar1 bulmak icin fonksiyonun f '(x) tiirevini bulup f'(x) >0 esitsizliginin, ke-
sin azalan oldugu araliklar1 bulmak igin ise f '(x) <0 esitsizliginin ¢oziim kii-
melerinin bulunmasi gerekmektedir.

Ornek:
1) y=x?
2) y=x%-2x

3) y=x3-3x+3

4) y=2x3-3x2-12x + 1

fonksiyonlarinin kesin artan ve azalan oldugu araliklar: bulalim.
Coziim:

1) fx)=x2 f'(x)=(x?"=2xoldugundan f'(x) tiirev fonksiyonunun isaret
tablosu asagidaki gibidir (2. iiniteye bakiniz):

X ‘-00

f'(x) = 2x -

TOoO T O

Buna gore, y =x? fonksiyonu (0, ) araliginda kesin artan, (- o, 0) araliginda
ise kesin azalandir.

2) f(x)=x2 -2x, f(x) =(x2-2x)' =2x -2 oldugundan tiirev fonksiyonunun
isaret tablosu asagidaki gibidir:

X ‘—OO

f'(x)=2x-2 .

—o —=
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Buna gore, y = x?-2x fonksiyonu (1, «) araliginda kesin artan, (-, 1) arali-
ginda ise kesin azalandir.

3) f(x)=x3-3x+3, f' (xX)=(3-3x+3) =3x2-3; 3x2-3>0 < x2-1>0.
Son esitsizligin ¢6ziim kiimesi (-, - 1) U (1, %) dur (Unite 2 ye bakiniz).
3x2-3<0 & x2-1<0,

bu esitsizligin ¢6ziim kiimesi ise (-1, 1) araligidur.

X ‘-oo -

— —tr
1
— O T

f(x) =3x*-3 +

Fonksiyon, (-eo,-1) ve (1, ) araliklarinda kesin artan, (-1,1) araligindaise kesin
azalandair.

4) f(x)=2x3-3x2-12x+1, f' (x)=(2x3-3x2-12x + 1) =6x2- 6x - 12 ;
6x2-6x-12=0 < x3=-1, xp=2.

Isaret tablosu asagidaki gibidir:

X ‘—oo -1

|
N
f'(x) =6x% - 6x - 12 + ? -

Fonksiyon (-0, -1) ve (2,0) araliklarinda kesin artan, (-1,2) araligindaise kesin
azalandair.

Grafigi asagidaki gibi olan bir y = f(x) fonksiyonu verilmis olsun.
AY

y=1(x)

SN
[+

wébc
N
x

Sekil 10.2
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Fonksiyonun azalanliktan artanliga ve artanliktan azalanlhiga gectigi B ve C nok-
talarini ele alalim. Bunoktalarin apsisleri b ve c dir. Sekil 10.2 de goriildiigii gibi:

1) Eger x degiskeni b nin "kii¢iik" bir komsulugunda ise f(x) fonksiyon de-
geri f(b) degerinden kiigiik degildir.

2) Eger x degigkeni c nin "kii¢tik" bir komsulugunda ise f(x) fonksiyon de-
geri f(c) degerinden biiyiik degildir.

3) b noktasinin solunda y = f(x) fonksiyonu kesin azalan (f '(x) <0), saginda
ise kesin artandir (f'(x) > 0).

4) ¢ noktasinin solunda y = f(x) fonksiyonu kesin artan (f'(x) > 0), saginda
ise kesin azalandir (f'(x) <0).

5) B ve C noktalarindaki tegetler apsis eksenine paraleldir ve buna gore
f'b)=£'(c)=0

dir. Iste x=b gibi noktalara yerel minimum, x = ¢ gibi noktalara ise yerel maksi-
mum noktalar1 denir.

f: A — IR fonksiyonu ve x9E A noktast verilsin. Eger 6yle bir &>0
varsaki (xg- € Xo+¢) C A olmak tizere, her bir x € (xg - ¢, Xo + €) igin

f(x) < f(xo)

ise, x=Xo noktasina y = f(x) fonksiyonunun (A kiimesinde) yerel maksimum
noktasi denir.

Eger bu tamimda f(x) < f(x() esitsizligini
f(x) = f(xo)

esitsizligi ile degistirsek x =xp noktasmna y = f(x) fonksiyonunun (A kiimesin-
de) yerel minimum noktasi denir.

Yerel maksimum ve yerel minimum noktalarina fonksiyonun ekstremum nokta-
lar1 denir. Fonksiyonun ekstremum noktasindaki degerine onun ekstremum de-
geri denir.

f: A = IR fonksiyonu verilsin. Eger bir xg € A noktas1 fonksiyonun ekstre-
mum noktasi ise ve bu noktada tiirev varsa o zaman f'(xg)=0 duir.
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Bu nedenle tiirevin sifir oldugu noktalar ekstremum noktasi olmaya aday nokta-
lardir. Bir noktanin ekstremum noktasi olup olmadigina karar vermek icin asagi-
daki islemler yapilir.

Birinci Tiirev Testi

A araligiiizerinde tanimli bir y = f(x) fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyonun ekstre-
mumlarini bulmak i¢in asagidaki islemler yapilmalidir.

1) Fonksiyonun f'(x) tiirevi alimirve f'(x) =0 denkleminin tiim kokleri
bulunur. Sonra (eger varsa) tanim kiimesinden olan ve fonksiyonun siirekli ol-
dugu, fakat f'(x) tiirevinin mevcut olmadigi x noktalar1 da belirlenir. Bu
tiir noktalara ve f'(x) = 0 denkleminin kéklerinin hepsine kritik noktalar
denir. Kritik noktalar biiyiikliik sirasina gore x;, X2, X3, ... olsun.

2) Tiirevin isaret tablosu olusturulur. Bunun i¢in f'(x) tiirevinin ifadesinde
x yerine x; den kiiciik herhangi deger, sonra ise x; ile x, arasindan her-
hangi deger yazilarak tiirevin isaretleri belirlenir. Eger tiirevin isareti "+'" dan -
" ye degisirse x; noktasi yerel maksimum, "-'" den "+'" ya degisirse x; nok-
tas1 yerel minimum noktasidir. Eger tiirevin isareti degismezse x; noktasin-
da ekstremum yoktur.

3) Sonra f'(x) tiirevinin ifadesinde x yerine x; ile x; arasindan herhangi
bir deger yazarak (x;, x3) araliginda tiirevin isareti belirlenir ve x, noktasi-
nin ekstremum noktas1 olup olmadigina karar verilir.

4) Tiim kritik noktalar i¢in bu islem tekrarlanar.

Ornek:

1) y=x2-2x+2

2) y=2x3-3x?-12x+1

3) y=x3-1

4) y=1x -1

fonksiyonlarmin ekstremum noktalarini bulalim.

Coziim:

1) f'X)=(2-2x42)' =2x-2;

f'xX)=02x-2=0 < x=1.
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Tek kritik nokta x=1 dirve (-, 1) de fonksiyon azalan, (1, ~) daise artandir. Bu-
nutablodaifade etmekigin'\ "ve" /4 " isaretleri kullanilarak tabloya yeni
satir eklenir:

X - 00 } o)
W
f () - 0 +
W
f(x) N 1 A

x=1 kritiknoktasinda fonksiyon azalanliktan artanliga gectiginden x=1 yerel mi-
nimum noktasi, f(1)=1%-2.1+2=1 ise yerel minimum degeridir.

2) f'x)=(2x3-3x2-12x+1)' = 6x2-6x - 12;
f'X)=0 < 6x2-6x-12=0 < x3=-1,%x=2.

Kritik noktalar iki tanedir: x; =-1, x,=2. Tablo asagidaki gibidir:

X - o0 -1 2 oo
{ {
f'(x) + P - P +
£(x) A s N L S

x=-1 noktasinda f(x) artanliktan azalanliga gectiginden x =-1 noktasi yerel mak-
simumnoktasidir; x=2 deise f(x) azalanliktan artanliga gectiginden x =2 noktast
yerel minimum noktasidir.
f-1)=2(-13-3(-1)2-12(-1) +1=8 yerel maksimum deger,
f(2)=2.23-3.22-12.2+1=-19 yerel minimum degeridir.
3) £'(x)=0(3-1)"=3x%;

f'X)=0 < 3x2=0 = x=0.

x =0 kritik nokta oldugundan tablo asagidaki gibidir:

=,
—~
z
+
= To T o
+
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x=0 noktasinin solunda ve saginda fonksiyon artan oldugundan x=0 ekstremum
noktasi degildir. Buna gore fonksiyonun ekstremumu yoktur.

» f=(Tx-1) =(-1) :gx'ii;

f'(x) =0 denkleminin kokii yoktur, x =0 noktasi tanim kiimesinde olmasina
karsilik f '(0) tiirevi mevcut degildir. Buna gore, x =0 tek kritik noktadir. Tab-
lo asagidaki gibidir.

X -0 0 oo

|
|
f'x) - yoktur  +

|
W
£(x) N -1 S

x =0 yerel minimumdur, f(0)=-1 ise yerel minimum degeridir.
Eger bir aralik tanim kiimesine dahilse ve kritik nokta icermiyorsa bu aralikta
tiirevin isaretini belirlemek i¢in bu araliktan herhangi bir deger alinarak tiire-

vin igareti belirlenebilir.

Eger y =f(x) fonksiyonu II. mertebeden tiirevlenebilir ise 0 zaman ekstremum
noktalarmnin belirlenmesi i¢in ikinci tiirev testi uygulanabilir.

ikinci Tiirev Testi
1) Once f'(x) =0 denkleminin kokleri olan tiim kritik noktalar belirlenir.
2) Fonksiyonun f'(x) IL mertebeden tiirevi bulunur.

Eger xo kritik noktas1 i¢in f "(xo) < 0 ise x; noktas1 yerel maksimum nokta-
sidur.

Eger x, kritik noktasi i¢cin f''(xo) > 0 ise xo noktas1 yerel minimum noktasidir
Ornek:

1) y=x>-6x+38

2) y=x*-18x2+4

3) y=x%-2Inx
fonksiyonlarinin ekstremum noktalarini bulalim.
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f'ix) =0 <« 2x-6=0 < x=3 kritik noktadir.

oldugundan ikinci tiirev testine gore, x=3 noktasi yerel minimum noktasi,
f(3) =32-6.3+8=-1 ise yerel minimum degeridir.

2) f'(x) = (x4-18x2+4)' = 4x3-36x;
f'x) =0 o 4x3-36x=0 < 4xx-3)(x+3)=0 <
x1=-3, x=0, x3=3 kritik noktalardar.

f'"(x) = (f'(x)' = (4x3-36x)' = 12x2-36,
£"(-3) = 12(-3)2-36 = 108-36 = 72 > 0,
£"'(0) = 12.0-36 = -36 < 0,
£"(3) = 12.32-36 = 72 > 0

oldugundan ikinci tiirev testine gore, x=0 yerel maksimum, x=-3 ve x=3 ise ye-
rel minimum noktalaridir. £(0) =4 yerel maksimum, £(-3)=-77, £(3)=-77 ise yerel
minimum degerleridir.

3) Fonksiyonun tamim kiimesi x >0 degerleridir.

_26¢-1)

7

f'(x) = 6¢-2Inx)" = 2x -

= N

X

2(x*-1)
X

f'x) =0 = =0 e 26°-1)=0 « x1=-1,x=1.

x = -1 noktasi tanim kiimesi diginda oldugundan tek kritik nokta x =1 dir.

2 Al
f”(X) _ (2(X _1)) -2 +L ,
X X2
f'"1) =2 +2 =4 >0
12

oldugundan x =1 noktasi yerel minimum noktasi, f(1) =1%2-2Inl =1 ise ye-
rel minimum degeridir.

Not: Ikinci tiirev testi birinci tiirev testine gre daha kullanigh goziikebilir. Fakat
birinci tiirev testi ikinci tiirev testine gére daha genis sinif problemlere uygulanabi-
lir. Ornegin, eger f(x) fonksiyonu II. mertebeden tiirevlendirilebilir degilse veya
fonksiyon II. mertebeden tiirevlenebilir, ancak X, kritik noktas: i¢in f"(xg) =0
ise ikinci tiirev testi uygulanamaz.
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Ornegin, f(x) = (x-1)* fonksiyonunun tek kritik noktast x =1 dir. Bu nokta-
da f"(x) tiirevi de sifir oldugundan ikinci tiirev testi uygulanamaz. Buna kargi-
lik, birinci tiirev testiile bu noktanin bir yerel minimum noktasi oldugu kolayca go-
riilebilir.

3. Konvekslik, Konkavlik ve Grafik Cizimi
y =f(x) fonksiyonunun Sekil 10.3 te verilen grafigini ele alalim. Grafigin, apsisi xo
olan B noktasina kadar olan kisminda herhangi bir kiris, grafik pargasinin altinda,

B noktasindan sonraki kisminda ise tistte kalir.

Bu durumda grafigin B ye kadar kismi konkav, B den sonraki kismi konveks, B
noktasi ise biikiim noktasi olur.

AY

y =f(x)
B
A
. >
/ %o X

Sekil 10.3

y =f(x) fonksiyonu verilsin. Eger bir aralikta y = f(x) in grafiginin her kirisi ilgili
grafik parcasinin tisttinde kaliyorsa fonksiyona bu aralikta konveks fonksiyon
(veya yukar1 biikey fonksiyon), altinda kaliyorsa konkav fonksiyon (veya asag1
biikey fonksiyon) denir. Fonksiyonun konvekslikten konkavliga veya konkavlik-
tan konvekslige gectigi noktaya fonksiyonun biikiim noktasi denir.

Konvekslik, Konkavlik ve Biikiim Noktas1 Testi

y =f(x) fonksiyonu verilsin. Eger bir (a, b) araliginda f'(x) >0 ise f fonk-
siyonu bu aralikta konvekstir, eger (a, b) araligindaf'(x) <0 ise f fonksiyo-
nu bu aralikta konkavdir. Buna gore, fonksiyonun konveks ve konkav oldugu ara-
lik veya araliklarla biikiim noktalarini bulmak i¢in su islemler yapilir:

1) f(x) fonksiyonunun f'(x) ikinci tiirevi bulunur.
2) f'"(x) >0 esitsizligi ¢oziilerek f fonksiyonunun konveks oldugu aralik-

lar;
£'"'(x) <0 esitsizligi ¢oziilerek de konkav oldugu araliklar bulunur.
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3) Eger xo noktasinda f'(xo) =0 ise ve x, noktasinin solunda ve saginda f
"(x) ikinci tiirevi zit igsaretli degerler aliyorsa o zaman x, noktasi biikiim
noktasidir.

Eger bir x; noktasinda fonksiyon siirekli ve bu noktada f "(x1) ve f'"(xp) tii-
revlerinden en az biri yoksa ve bu noktanin solunda ve saginda f''(x) ikinci

tiirevi zit isaretli degerler aliyorsa, o zaman x; noktas: yine biikiim noktasi-
dar.

Ornek:

1) y=x?
2) y=x3
3) y=x*

4) y=x*-2x3-12x2+12

fonksiyonlarimin konvekslik, konkavlik araliklarimi ve biikiim noktalarmi bulalim.
Coziim:

1D fx)=x2, f'x)=2x, f"(x)=2

dir. Tiim x € IR igin {" (x) >0 oldugundan fonksiyon her yerde konvekstir ve
biikiim noktas: yoktur.

2) f(x)=x3, f(x)=3x2, f"(x) =6x ;
f"%X)=0 « 6x=0 < x=0.

f"" ikinci tiirevi igin igaret tablosu agagidaki gibidir:

0
|
{
?

Buna gore (- », 0) araliginda fonksiyon konkav, ( 0, ©) da konvekstir. x = 0
noktasinda " (0)=0 , x=0 msolunda f"(x) <0, saginda f"(x) >0 oldugun-
dan x = 0 biikiim noktasidér.

3) f(x)=x*, f'(x)=4x%, f'(x)=12x2 > 0 oldugundan fonksiyon her yer-
de konvekstir ve biikiim noktas1 yoktur.
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4) f(x)=x*-23-12x2+12 , f'(x)=4x3-6x2-24x, f"(x)=12x2 -12x-24 ;
f'X)=0 < 12x2 -12x-24=0 < x;1 =-1, xp =2.

Buna gore f' niin igaret tablosu asagidaki gibidir:

f” (X) +

-1
|
{
? +

2
|
W
P

Tabloya gore, (- », -1) ve ( 2, ) araliklarinda fonksiyon konveks, (-1, 2) arali-
ginda ise konkavdir. x =-1 ve x =2 noktalarinda f"(x) tiirevi isaret degistir-
diginden x =-1 ve x = 2 noktalar1 biikiim noktalaridir.

y=x*-24x2+x+1 fonksiyonunun konvekslik , konkavlik araliklarini ve bii-
kiim noktalarin1 bulunuz.

Cevabiniz soyle olmalidir: (-, -2) ve (2, ) araliklarinda fonksiyon kon-
veks, (-2, 2) araliginda konkav, x =-2 ve x = 2 noktalar1 bitkiim noktalaridir.

Ornek:

1)y :3\FX +1
2) y :4/3 (x— 1)5

fonksiyonlarmin konvekslik, konkavlik araliklarini ve biikiim noktalarini bula-
Iim.

Coziim:

1 1

D f6)=Tx+1, f=(Vx+1) =(x3+1)

i 1 ; f”(x) =(% x'g)' :l.(-g) o

- 2 .
3V 343 oYy

f "(x) = 0 denkleminin kokii yoktur, fakat x =0 noktasi tamim kiimesindedir ve

bu noktada f' (0) ve f"'(0) tiirevleri mevcut degildir. f "' niin isaret tablosu aga-
gidaki gibidir:

X

- 00 0 [
|
{

f' (x) + yoktur -
\

Yukaridaki teste gore fonksiyon (- «, 0) da konveks (0, ) da konkavdir, x =0
noktasi biikiim noktasidir.
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f "(x) = 0 denkleminin kokii yoktur. x =1 noktasi tanum kiimesindedir ancak
bu noktada f"(1) tiirevi mevcut degildir.

- 00 1 00
|
W

f' (x) - yok‘tur +

X

Fonksiyon (- «, 1) da konkav, (1, «) da konvekstir, x =1 biikiim noktasidur.
1) £(0, ©) = IR, f(x) = Inx
2) £/-% & 5 IR . f(x)=sin»
{ 2 QJ > 1)
3) £ IR—> IR, f(x)=e"

fonksiyonlarinin konveks, konkav oldugu araliklar1 ve biikiim noktalarini
arastiriniz.

Cevaplariniz su sekilde olmaliydi.

1) Tim tamim kiimesinde konkavdir ve biikiim noktas: yoktur,

2) (— % , 0) araliginda konveks, (0 , %) de konkav, x =0 biikiim noktasidir,
3) IR tizerinde konvekstir, biikiim noktas: yoktur.

Fonksiyonlarin monotonluk, ekstremum, konvekslik ve konkavlig1 gibi 6zellikle-
ri onun grafiginin ¢iziminde énemli rol oynarlar. Grafik ¢izimi i¢in gereken islem-
ler agsagidaki gibi verilebilir.

Grafik Cizimi

1) Fonksiyonun tanim kiimesi acik olarak verilmemisse 6nce tanim kiimesi
bulunur.

2) Tanim kiimesini olusturan araliklarin u¢larinda fonksiyonun soldan ve
sagdan limitleri bulunur.
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3)

4)

5)

6)

7)

Fonksiyonun tiirevi bulunur, kritik noktalar belirlenir ve tiirevin isaret
tablosu olusturulur.

Isaret tablosuna gore fonksiyonun artan, azalan oldugu araliklar ve eks-
tremum noktalar1 belirlenir.

ikinci tiirev bulunur ve ikinci tiirevin isaret tablosu olusturulur.

Ikinci tiirevin igaret tablosuna gore fonksiyonun konveks ve konkav ol-
dugu araliklar ve biikiim noktalar1 bulunur.

x =0 icin fonksiyon degeri hesaplanarak y - ekseni ile kesisim noktas1
bulunur. Sonra, eger miimkiinse, f(x) = 0 denklemi ¢oziilerek x - ekseni ile
kesisim noktalar1 bulunur.

Bu islemleri yaptiktan sonra fonksiyonun grafiginin ¢izimi oldukga kolaylasir.

Not: 2). siktaki islemler yapilirken fonksiyon grafiginin (eger varsa) asimptotla-

r1 da bulunmus olur. Oyle ki: Eger x —a veya x—a" iken f(x)in limiti

sonsuz ise (ister art1 sonsuz, isterse de eksi sonsuz) o zaman x =a dogrusu bir (di-

sey) asimptottur.

Eger x = - veya x—=> o iken f(x) = b ise ozamany=Db dogrusu bir

(yatay) asimptottur.

Ornek:

1) y=x3-3x-2

2) y=ax*+bx+c¢, a>0, b>-4ac<0

fonksiyonlarinin grafiklerini gizelim.

Coziim:

1) f(x) =x3-3x-2 fonksiyonu polinom fonksiyon oldugundan tamim kii-

mesi
IR = (- 00, ) dur.

lim (x*-3x-2)=-c velim (x}-3x-2)=co dur. Yatay ve diisey asimptot

X —> -0 X —> o0

yoktur.

f'(x)=3x2-3, 3x2-3=0= x=-1, x=1

tiirevin kokleridir. Tiirevin isaretini inceleyerek fonksiyonun artan ve azalan ol-

dugu araliklar1 belirleyelim.
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X | -0 -1

f'(x) +

f) | -0 S

+

N 4 S e

1
To—T =

|

l

0

1

I
0

Tabloya gore fonksiyon (- oo, -1), (1, o) araliklarinda kesin artan, (-1, 1) araliginda
kesin azalandir. x =-1 noktasi yerel maksimum, f(-1) =(-1)3-3(-1)-2=0 ye-
rel maksimum degeridir. x =1 yerel minimum noktas:, f(1)=13-3.1-2=-4
yerel minimum degeridir.

f"(x)=6x, 6x=0 = x=0 ikinci tiirevin kokiidiir. Ikinci tiirevin isaretini in-
celeyerek fonksiyonun konveks ve konkav oldugu araliklari belirleyelim.

X | -o0 0 0o
|
W
fl ' (X) _ ? +
N
f(x) konkav -2 konveks

Tabloya gore, fonksiyon (-0, 0) araliginda konkav, (0, «) araliginda konvekstir.
x = 0 biikiim noktasidir.

x = 0 i¢in f(0) = -2 dir.
y=0 i¢cinx*-3x-2=0 = x=2,x=-1;

Fonksiyon x-eksenini x=-1 ve x=2 de kesmektedir. (x=-1 iniki katkok olduguna

dikkat ediniz). Biitiin bu bilgileri tek bir tabloda berlistirip bu tabloya gore grafigi
cizelim.

X |- o0 -1 0 1 2 oo
| |
f (X) + 0 - - 0 + +
f' (X) - - ‘O + + +
[
f(X) -0 / 0 \ -2 \ -4 / 0 / oo
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AY

y =x%-3x-2

v

~

Bukam noktas) —p»

Sekil 10.4

2) y=f(x)=ax?>+bx+c, a>0, b? - 4ac<0 fonksiyonu da polinom fonksiyon oldu-
gundan tanim kiimesi IR = (-0, o) dir. a >0 oldugundan

lim (ax?+bx+c)=c, lim (ax®?+bx+c)=c
o

X —> -0

dur. Yatay ve diisey asimptot yoktur.

f'(x) =2ax+b, 2ax+b=0= x=—]23—
a

tiirevin kokidtir. Tiirevin isaret tablosu asagidaki gibidir.

b
X | -00 2a [e%)
|
{
f'(x) - ? +
[ee) ‘ o0
) \ 4ac - b /

4a

Tabloya gore fonksiyon (- oo, -L) araliginda azalan, (— 2b p 00) araliginda ar-

b

2a

a

>
tandir. X= -2— yerel minimum noktas, f(— L) —4ac-b" yerel minimum de-
a

geridir.

2a 4a
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R

R

f"(x) =2a >0 oldugundan fonksiyon tanim kiimesi iizerinde konvekstir ve bii-

kiim noktas1 yoktur.
x=0 i¢in f(0) =c,
y =0 igin ax?>+bx +c=0,

b?-4ac <0 oldugundan gercel kok yoktur. Egri x - eksenini kesmemektedir.
Bu bilgileri bir tabloda birlestirip grafigini gizelim.

._b
X | -0 2a (o)
|
N
f'(x) - 0 +
f”(X) + + o0
)| o N\ dac-b® T o0
4a
4 y
y = ax’+bx+c
c
1
]
|
———d—-i——-*
i X
2a
Sekil 10.5

a>0 veb?-4ac<0oldugundan c > 0 olmak zorunda oldugunu gériiniiz.

y = ax? + bx + ¢ fonksiyonunda minimun noktasinin paraboliin tepe noktas1
olduguna ve tepe noktasinin apsisinin tiirevin kokii, ordinatinin ise fonksiyo-
nun bu noktadaki degeri olduguna dikkat ediniz.

y = ax®+ bx + ¢ fonksiyonunda a <0 ise fonksiyonun yerel minimum nok-

ix=-_b

2a

oldugunu ve fonksiyonun konkav oldugunu gosteriniz.

Yukaridaki 6rneklerde oldugu gibi polinom fonksiyonlarin yatay ve diisey
asimptotlar1 yoktur.

ANADOLU UNIVERSITESI



TUREV UYGULAMALARI

267

Daha 6nceki tinitelerde rasyonel, iistel, logaritmik ve trigonometrik fonksiyonla-
rin grafiklerini fazla ayrintiya girmeden sezgisel bir yaklasimla ¢izmistik. Ttirev
kavrami, bu fonksiyonlarin grafigi dedigimiz egrilerin ¢iziminin ve fonksiyon
davramglarinin daha ayrintili incelenmesine imkan verir.

Ornek:

Asagidaki fonksiyonlarin, tanim kiimelerini, artan, azalan olduklar: araliklari,
ekstremum noktalarini, konveks ve konkav olduklar1 araliklari, biikiim noktalari-
n1 ve asimptotlarini aragtirarak grafiklerini ¢izelim:

1) y=2x+3 2) y=HL5)
x-1
3) y=eX 4)  y=Inx
5) y=sinx 6) y=tanx
Coziim:

1) f(x) = 2X*+3  fonksiyonu paydamn koékii olan x=1 noktasinda tarum
X -

olmadigindan tanum kiimesi, (- «, 1)U (1, ) dur.

Jim 2X7+13 =2 oldugundan y =2 yatay asimptottur. Iim1 2)(7*'13 =-
S - x—=1 x-

oldugundan x=1 diisey asimptottur. lim_ 2X7+13 =2 ve linr}+ 2X7+13 =
X - X — X -

dur. Bu sonuglara gére de x=1 diisey asimptot, y =2 yatay asimptottu:

£ ) = (zx+3)' (2x+3 (x-D-(2x+I(x-1) _ 5
x-1 (x-1)2 (x-1)2

Al

f"<x)=( =2 )=(-5)((x-1)'2)' =(-5)(-2)(x-1)7.1

(x-1

10
(x-1)’
Hem birinci ve hem de ikinci mertebeden tiirevlerin kokii yoktur ve bu tiirevlerin
isaret tablosu asagidaki gibidir:
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X - 00 1 oo X - 00 1 oo
f'(x) - - f'(x) - +
£(x) 2 \ -oof | +oo \ 2 f(x) konkav konveks

Yukaridaki tablolara gore, fonksiyon (-e,1),(1,) araliklarindakesin azalandir
ve ekstremum noktas1 yoktur. Fonksiyon (-, 1) araligindakonkav, (1,) arali-
ginda konvekstir. x=1 noktasinda fonksiyon tanimli ve dolayisiyla siirekli olma-
digindan, bu noktada ikinci tiirev isaret degistirmesineragmen x=1 biikiim nok-
tas1 degildir. Fonksiyonun biikiim noktas1 yoktur. Grafigin eksenleri kestigi nok-
talar,

x=0 igin - 2.0+3__3
Y 0-1

y=0  igin 2X*3_-0 = 2x+3=0, x=2
x-1 2

dir. Tim bilgileri topladigimiz tabloyu olusturup grafigi ¢izelim.

X |- -3/2 0 1 o
£ (%) - - - -
£'(x) - - - +
f6) | 2 N 0 N 3 ool oo N\ 2

<
—p

N
T.gn——e———*ﬂ—

Z-i

P —— =S
—_
>

Sekil 10.6
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2) f(x)=(1,5)" fonksiyonu iistel fonksiyondur ve tanim kiimesi IR = (- o0, )
dur. lim (1,5 =0 oldugundan y=0 (x-ekseni) yatay asimptottu

Ayrica Jim (1,5)" = dur.

f'xX)=(15*In15, f"(x)= (1,5 (In1,5)? ;

Her x€IR igin (1,5)*>0 oldugundan birinci ve ikinci mertebeden tiirevin
koki yoktur. Ayrica In1,5>0 oldugundanher x€IR icin f(x)>0 ve f"
(x)>0 dur.

Fonksiyon kesin artan ve konvekstir. Ekstremum ve biikiim noktas1 yoktur.
x=0 i¢in y=(5°°=1, y=0 ic¢in (1,5x=0 denklemi elde edilir,

bunun ise kokii yoktur.
Bu bilgilere gore, tablo ve grafik agagidaki gibidir.

X -0 0 00 A y
f'(x) + + x
y=(15)
f” (X) + +
1
f lo /1 I
= 5
X
Sekil 10.7
3) f(x) = e* fonksiyonunun tanim kiimesi IR = (-, o) dur. Xli_Ip_ . e X =,

lim e* =0 oldugundan y=0 dogrusu yatay asimptottur.

X — o

f'x)=-ex , f'"X)=e x

dir. Her x€IR igin € *>0 oldugundan, her x€IR icin f(x)<O0,
f'(x) >0 dir. Buna gore fonksiyon kesin azalan ve konvekstir. Ekstremum ve

biikiim noktas1 yoktur.

x=0 igin e%=1, eX=0 denkleminin kékii yoktur. Tablo ve grafik asag:-
daki gibidir.

x |- 0 % Ay
fe _ ] y=e*
' (x) + +
£ o N1 N 0 ' 1

e e
Sekil 10.8
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X
y=(15x, y=e* =(%) fonksiyonlarindan birincisinde a=1,5>1, ikinci-

sinda =% <1 dir. y=(1,5) in kesin artan, y = e™* in kesin azalan oldugu-

nu gordiik. Bu bilgilerin iinite 5 de gordiigiiniiz, "

y = a* fonksiyonunda a >
1 ise fonksiyon kesin artan, 0 <a <1 ise fonksiyon azalandir" bilgisini dogrula-

digina dikkat ediniz.

4) f(x)=1Inx fonksiyonunun tanim kiimesi (0%) araligidur. lin}) , Inx=-o

oldugundan x =0 diisey asimptottur. lim Inx=c dur.

fo=1, fo=-1 "
X

x€(0,) igin f(x)= % >0 , f'(x)=- % <0 dir. Buna gore fonksiyon kesin
X

artan ve konkavdir. Tiirevlerin kokii olmadigindan ekstremum ve biikiim noktasi

yoktur.

x=0 i¢in y tanimsizdir. y=0 icin Inx=0 = x=1 dir.

Tablo ve grafik asagidaki gibidir.

f' (X) + + /
£ () : : 1 >
f (X) - 0o / 0 / &)

Sekil 10.9

5) f(x)=sinx fonksiyonu her yerde tanimliolup 2t periyotlu oldugunda

x i [0,2n| arahigindan alacagiz. lim0 sinx=0, hrr; sinx=0 dur.
X — X =47

Yatay ve diisey asimptot yoktur.

fx)=sinx , f'xX)=cosx , f"(xX)=-sinx ;
f '(x) =0=cosx=0 ,x1 =% , X2 =31 birinci tiirevin kokleri,
f'"(x)=-sinx=0=x1 =0 ,x2=n , X3 =2 ikinci tiirevin kokleridir.

Birinci ve ikinci tiirevler icin isaret tablolar1 asagidaki gibidir.
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o 3n
X 0 ‘ 2 ‘2 21 X 0 i 2%
\ \ \
f'(x) + P - 0 + '(x) - 0 +
| |
\ \ \
£(x) o 1 N -1 Vv 0 () konkav konveks

Fonksiyon ( 0,

l) ve (3—7c , 275) de kesin artan, (l s 3—”) de kesin azalandir,
2 2 2 2

(0 , 31:) de konkav, (31: , 231:) de konvekstir. x =% yerel maksimum, x % yerel

minimumdur. x = m noktasi1ise biikiim noktasidir.

28 sayfa

5)

AY
y = sinx

b= ==

Bikim
an

noktasi =T
/ 2 2n
T
!
|
]

YR
A
o

Sekil 10.10

f(x) = tan x fonksiyonunun tan m kiimesi {x eIR | x :ﬁ% +kr, ke Z} dir.

tan x fonksiyonu m periyotlu oldugundan x i(- ) acik araligindan

X
2 2
alacagiz.

lim tanx=-o , lim tanx=o0 oldugundan x=T ve x=
x — - x — - 2
2 2

dogrular diisey asimptottur.

fx)=tanx , f(x)=—1 , () =(cos‘2x)' =(-2) . cos®x .(cos x)' =
cosx

=(-2) cos®x .(-sin x) —2sinx
cos’x

Her x E(- % , %) icin f(x)=—L— >0 oldugundan fonksiyon bu aralikta

COS™X

kesin artandir ve ekstremumu yoktur. Birinci ve ikinci tiirevlerin igaret tablolar:

soyledir:

ACIKOGRETIM FAKULTESI



272

TUREV UYGULAMALARI

- T - _n
X | 2 2 x |72 0 2
N
f'(x) + £'(x) - 0 +
|
fx) |- S o f (x) konkav o konveks

((—% , %) araliginda cos x>0 oldugunu hatirlayimz ) II. tiirev tablosuna gore,

(- % , 0] da fonksiyon konkav, (0 , -7; ) de konveks, x=0 biikiim noktasidir.

x=0 iken y=0 ve y=0 iken x=0 dir.

__ T _
X 2 0 2
f'(x) + +
£'(x) - +
£(x) 4 A 0o
L
I
| |
| | y=tanx
| |
| 1 >
Ey E
21 12
| |
| |
| |
Sekil 10.11

1) y=1log.x (a>1) fonksiyonunun kesin artan ve konkav oldugunu gosteri-
niz.

2) y=cosx (0<x < 2m) fonksiyonunun kesin artan ve azalan oldugu aralik-
lari, konveks ve konkav oldugu araliklari, ekstremumlarini ve biikiim noktala-
rin1 bulunuz.

Cevaplariniz soyle olmalidir:

2) Fonksiyon (0,m) de kesin azalan, ( v, 2x) de kesin artandir; (O ,%) ve

(3?Jt , 275) de konkav, (% ,37“) de konvekstir, x= ve x =31 noktalari

biikiim noktalaridar.
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4. Ekstremum Problemleri

Bu béliimde tiirev yaridimu ile ¢oziilebilen bir kag ekstremum problemini ele ala-
cagiz.

Ornek:

Toplamlar: 100 olan 6yle iki say1 bulunuz ki birincinin kiibii ile ikincinin ¢arpimi
maksimum olsun.

Coziim:
Birinci say1 x ise ikinci say1100 - x olur. O zaman x® (100 - x) ifadesi maksimum ol-
malidir. f(x) fonksiyonu olarak x3(100 - x) i alirsak o zaman f(x) in maksimum
degerini bulmamiz gerekmektedir.

f(x) =100 x3 - x4, f'(x) =300 x2- 4x3, £"(x) = 600x - 12x2;

f'x)=0<300x2-4x3=0 < 4x2(75-x)=0<=x=0 ve x="75.

Kritik degerler x =0 ve x =75 dir. x =0 problemin ¢6z{imii olamayacagimdan x =75
icin

£''(75) = 600. 75 - 12. 75% = 45000 - 67500 = -22500 < 0
oldugundan x =75 maksimum noktasidir.
Cevap olarak bu sayilar 75 ve 100 - 75 = 25 olmalidur.
Ornek:

Cevresinin uzunlugu 20 m olan bir dikdértgenin alaninin maksimum olmasi icin
bu dikdortgenin boyutlari ne olmalidir?

Coziim:

Boyutlar x vey ise 2(x +y) =20 ve S=xy alani maksimum olmalidur.
x+y=10 ; y=10-xoldugundan

S(x) =x(10 - x) = 10x - x? fonksiyonunun maksimumu bulunmalidir.

S'x)=10-2x , S"(x)=-2;

S'(x) =0 <10 -2x=0 < 2x=10 < x=5.
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S"(5) <0oldugundan x=5 maksimum noktasidir. O zamany=10-x=10-5=5
bulunur ve dolayisiyla ¢evre uzunlugu verildiginde alanin maksimum olmast igin
dikdortgen kare olmalidir.

Ornek:

Bir odanin bir penceresinin agagis1 dikdortgen, yukarisi ise yarim daire seklinde-
dir. Pencerenin gevresinin uzunlugu 7 m dir. Pencereden odaya maksimum 1s1k
diisebilmesi i¢in onun boyutlari ne olmalidir?

Coziim:

Diigen 151811 maksimum olmasi i¢in pencerenin S alant maksimum olmalidir. S;
dikdortgenin alani, S, ise yarimdairenin alani olmak iizere, S=5; + S, dir.

X

Dikdértgenin boyutlari x ve y olsun. O zaman pencere ¢evresinin uzunlugu

x +2y +L 2p X
2 2

olur.S; =xy, S,=1 (XY oldugunda
1 y, 2 ZR(Z) oldugunda

5=51+52=xy+ﬂT><2

olur. Cevre uzunlugu 7 m oldugundan

7-0X - x
X2y 41X =7 =2y =7.0X _x—s y=— 2
Y 2 Y 2 Y 2
buradan
7-TX - x 7x -TX0 52 4(7X—LX2- x2)+rcx2
S(x): X . 2 +LX2= 2 +LX2= 2 =
2 8 2 8 8

_28x - 21> - 4% + _28x - 457 -
8 8
elde edilir. Boylece, pencerenin S alani onun x tabaninin fonksiyonu olarak bulun-

mus oldu. Bu fonksiyonun x e gére maksimumunu bulmamiz gerekiyor. Fonksi-
yonun tiirevlerini alalim:
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] 2 ! " '
S(X):(28x-4x —nxz) _28-8x-21x g (X):(28—8x—2nx) _-8-2n _ d+m,

8 8 8 8 4

S'(x)= 0> 28-8X-21X _ s (8 + 2m) x = 28<> x=_ 28 — 14 196,
8 8+2n 4+m
Kritik noktada S" ikinci tiirev negatif oldugundan (aslinda S" her yerde negatif
tir) x = 1,96 maksimum noktasidir.
Cevap olarak x=1,96 m, y = 0,98 m bulunur.

Ornek:

Hacmi 1500 cm3 olan silindir seklinde istii kapali metal kutu yapilacaktir. Ge-
rekli metal miktarinin minimum olmasi i¢in silindirin boyutlar: (taban yaricap: ve
ytiikseklik) ne olmalidir?

Coziim:
Silindirin taban yarigap: r, yiiksekligi h olsun. Silindirin hacmi V =nr2.h = 1500

cm? diir. Metal miktarinin minimum olmast igin toplam ytizey alani (yan ytize-
yinin alani arti taban alanlar1) minimum olmalidur.

Yan ytizeyi alani 2rrh, taban alanlari toplami 2rr? dir. Buna gore toplam yiizey ala-
ni

A =2mr? + 2nrh

olur. sr2. h = 1500 = h =1500  bulunur. Bunu yukarida yazarsak
2
xr

A( 1) = 20r” + 2mr 1500 — ory? +730r00
nr

olur. Ayiizey alan1 r ninbir fonksiyonudur. Bu fonksiyonunr ye gére minimumu
bulunmalidir. Tiirevleri alalim:
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A'(r) = 4ur - 3000 - A"(r) = 47 + 6000
I'2 r3

A‘(r):0© 4:751‘—30%:0@ r3:32ﬁ© r:3 32&;6’2.
r T 7T

Ikinci tiirev testine gore r = 6,2 cm minimum noktasidir. Yiikseklik ise

h=1500 . 1500 ~ 124 cm
Tl:rz T 38,4

olarak bulunur.

1) Hangi gercel say1 i¢in bu say1 ile onun karesi farki en biiyiik olur?

2) Odanin penceresinin asagis1 dikdortgen, yukarisi ise eskenar tiggen seklin-
dedir. Pencerenin ¢evre uzunlugu 3 m olduguna gore pencere alaninin maksi-
mum olmasi i¢in taban uzunlugu ne olmalidir?

Cevaplariniz 0,5 ve 0,7 m olmalidir.

Degerlendirme Sorulari

1. y=2x3-9x%-24x + 6 fonksiyonunun yerel ekstremum noktalar: asagida-

kilerden hangisidir?
A x=-1

B. x=2

C. x=-1ve x=2
D. x=-1 ve x=4
E. x=-2 ve x=2

2. y=2x3-3x2-12x + 6 fonksiyonunun biikiim noktas: agagidakilerden han-

gisidir?
A x =3
2
B.x =1
2
C.x=-1
2
D. x = -3
2
E. Yoktur
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3. y=xInx fonksiyonunun kesin artan oldugu aralik asagidakilerden hangi-
sidir?

A. (0, »)
B. (0, 1)
e
C. (e, »)
D. (l, )
e

E. (1, »)

4.y =2'73)2‘ fonksiyonunun grafiginin tiim asimptotlar1 asagidakilerden
X+

hangisidir?

A. x=-2 dogrusu

B. x=-3 dogrusu

C. x=-2 ve y=0 dogrulan
D. x=-2 ve y=-3 dogrulan
E.

x=0 ve y=-3 dogrulan

5. Asagidakilerden hangisi y = N (x+2)* + 5 fonksiyonunun yerel minim

mudur?

A. . x=0

x=0 ve x=-2
X =-2

.x=1

Yoktur

monNnw

6. V= N (x+2)> + 5 fonksiyonunun biikiim noktas: asagidakilerden hangisi-

dir?

A x=-2
B. x=-1
C. x=0
D. x=1
E. Yoktur

ACIKOGRETIM FAKULTESI
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7. y =x+Inx fonksiyonunun konkav oldugu en genis aralik asagidakilerden
hangisidir?
A. (0, 1)
B. (0, e)
C. (e, »)
D. (0, )
E. (1/e,x)

8. y =cos’x fonksiyonu agagidaki araliklarin hangisinde konvekstir?

9. y= cot’x fonksiyonu agagidaki araliklarin hangisinde kesin azalandir?
A. (0, x)
B.(0,%
°-3)

(57
03

E( })

@

N a
A

)

o)
o

’

N
w

10. vy = x +% fonksiyonunun tiim kritik noktalar1 kiimesi asagidakilerden
hangisidir?
A. {-1}
B. {1}
C. {0,-1,1}
D. {0, 1}
E. {-1,1}
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11. y = X2 (1 —x)% fonksiyonunun tiim kritik noktalar1 kiimesi asagidakiler-
den hangisidir?
A.{0,2}
B. {0}
C. {2}

p.lo,6, 1
7"

/
\
E. @

12.

xe* fonksiyonunun biikiim noktasi asagidakilerden hangisidir?
. x=-2

x=-1

x=0

x=1

xX=2

Mg A <

13. Hacmi 1500 cm?® olan silindir seklinde tistii agik metal kutu yapilacaktir.
Gerekli metal miktarinin minimum olmasiigin silindirinboyutlari (r taban ya-
ricap1 ve h yiiksekligi) ne olmalidir?

A. r=58lcm,h=10cm

r=6,81cm,h=892cm

r=692cm,h=871cm

r=701cm,h=821cm

r=782cm,h=782cm

moONw

14. Kenar1 6 cm olan egkenar ti¢gen icine sekildeki gibi dikdortgen cizilmistir.
Dikdortgenin alaninin maksimum olmasi i¢in onun x ve y boyutlari kag olma-
lidir?

A. x=V3cm , y=3cm

B. x=3V3cm , y=3cr

C.x=3cm,y£crr 6 6
2 y
D.x:%cm,y:ﬂcm )é

E. x=3cm, y=3cm
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15. Pozitif iki sayinn ¢arpimi 384 diir. Birincinin iki kat1 ile ikincinin kiibtintin
toplaminin minimum olmasi i¢in bu sayilar asagidakilerden hangisi olmali-
dir?

A. 12ve 32

B. 24vel6

C. 48ve$8

D. 96 ve 4

E. 192ve?2

Degerlendirme Sorularinin Yanitlari
1.D 2.B 3.D 4.D 5.C 6. E 7.D 8. A 9.B 10. E
11.D 12.A 13.E 14.C 15.D
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