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ONSOZ

Insaat Miihendisligi lisans Ogretimi g¢ergevesinde hazirlanmis bu ders notlarinda,
tiniversitelerin ingaat miithendisligi boliimlerinde islenen dinamik dersi miifredat programina
uyulmustur.

Dinamik dersi insaat 6grencileri i¢in ileri siniflarda okutulan Yapir Dinamigi ve
Yapilarin Deprem Hesabi1 derslerine hazirlik amaci ile verilmektedir.

Ders notlarinda; her boliimde, islenmis konularin sonunda yeterli sayida karakteristik
problemlerin agiklamali ¢6ziimii verilmistir.

Ders notlar1 yedi boliimden olusmaktadir. Bu boliimlerde “Bir Par¢acigin Kinematigi”,
“Bir Par¢acigm Dinamigi”, “Rijit Cismin Kinematigi”, “Otelemede Rijit Cismin Dinamigi”,
“Rijit Cismin Diizlemsel Hareketinin Dinamigi” konulari, diger béliimlerinde ise “Is ve
Enerji”, “Mekanik Titresimler”, “Virtiiel Is” ve “Kiitlesel Atalet Momentleri” konulari
verilmistir.

Ders notlariin hazirlanmasinda, 6zellikle problemlerin se¢ilmesinde c¢esitli ders
kitaplarindan yararlanilmistir.

Elden geldigince acik bir anlatimla yazilmaya ¢alisilan ders notlarinin 6grencilerimize
yararli olmasini diliyoruz.

Ders notlarinin bilgisayarda yaziminda, sekil ¢iziminde ve diizenlenmesinde gosterdigi
ilgi ve katkilari igin béliimiimiiziin Ogretim Gérevlisi Mahir Kaya’ya ve Arastirma Gorevlisi
Nilay Kaya’ya tesekkiirlerimizi bildiririz.

Yardimcr ders kitab1 olarak, Ogrencilerin yararina sunulan bu kitapta biitiin
gayretlerine ragmen gozden kagmasi miimkiin hatalar ve hususlarla ilgili uyar1 ve elestirilerde

bulunacak okuyuculara simdiden tesekkiirlerimizi sunariz.
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1. RiJIT CiSIMLER DINAMIGi

GIiRI

Bildigimiz gibi rijit cisimler mekanigi statik ve dinamik diye ikiye ayrilir. Statik

dengedeki, dinamik hareketteki cisimlerle ugrasir.
Dinamik de KINEMATIK ve KINETIK diye ikiye ayrilir:
1. Kinematik- kuvvetlerin hareket iizerindeki tesirini diistinmeden, hareketin geometrisi
incelenir;
2. Kinetik- hareketi saglayan kuvvet verildiginde ortaya ¢ikan hareket incelenir.
Mekanigin bu dalinda da cisimlerin tam rijit olduklar kabul ediliyor. Gergek ingaat sistemleri
hi¢bir vakit salt (mutlak) rijit degildir ve kendilerine etkiyen ylikler altinda sekillerini
degistirirler. Fakat genel olarak bu sekil degistirmeler kii¢iiktlir ve goz Oniine alinan sistemin
hareket durumuna 6nemli bir etkide bulunmaz .
Ancak sistemin gogme mukavemeti s6z konusu olunca sekil degistirmeler 6nem
kazanir ve sekil degistiren cisimler mekaniginin bir alt dali olan mukavemette bunlar

incelenir.

1.1. Rijit Cisim Kinematigi

Rijit bir cisim i¢indeki bir noktanin yer degistirmesi, hiz1 veya ivmesi yeryiiziindeki
sabit bir noktaya gore yer degistirmesi, hizi veya ivmesidir. Yeryiiziinlin sabit olmadigi
bilinmesine ragmen, bir¢ok miihendislik problemlerinde yeryiiziinii sabit kabul etmek kafi
(yeter) derecede dogrudur.

Rijit bir cisim i¢indeki bir noktanin mutlak yer degistirmesi, hiz1 veya ivmesi, diinyaya
nazaran hareket eden bir noktaya gore yer degistirmesi, h1z1 veya ivmesidir. A noktasinin S
mutlak yer degistirmesi, A’nin B’ye gore relatif yer degistirmesi olan S,/ ile B noktasinin Sg

mutlak yer degistirmesinin vektorel toplamidir. Matematiksel olarak ifade edilirse

Sa =S+ Ss (1.1)
olur.
A noktasinin V, mutlak hizi; A’nin B’ye gore relatif hiz1 olan Vs ile B noktasinin

Vi mutlak hizinin vektorel toplamidir. Bu matematik olarak ifade edilirse

- - -

Va =Vas+ Vs (1.2)

olur.



A noktasinin &, mutlak ivmesi; A noktasinin B’ye gore relatif ivmesi olan Q45 ile

B noktasinin &g mutlak ivmesinin vektdrel toplamidir.Matematiksel olarak ifade edilirse

olur.

1)

2)

3)

- -

a, =a, ,+as (1.3)

Rijit bir cismin basit hareket tipleri su sekilde gruplara ayrilabilir:

Otelenme: Cisim icindeki her dogru pargasi daima baslangic dogrultularina paralel
kaltyorsa bu harekete Stelenme denir. Otelenmede cismin biitiin noktalarmin yer
degistirmesi, hiz1 ve ivimesi ayni sekilde degisir.

Doénme: Cisim igindeki bir dogru iizerinde noktalar hari¢ olmak iizere diger biitlin
noktalar, merkezleri bir dogru (donme ekseni) iizerinde olan dairesel yoriingelerde
hareket ederler. Donmede cismin biitiin noktalarinin donme ekseni etrafindaki agisal
yer degistirmesi hizi ve ivmesi aynidir.

Diizlem hareket: Cismin biitliin noktalar1 sabit bir diizlemden sabit uzaklikta kalirlar.
Diizlem harekette genel olarak diinyaya gore lineer hizi ve ivmesi bilinen bir B baz
noktasi se¢ilir. Rijit cismin diger bir A noktasinin mutlak hareketi yukarida listesi
verilen denklemlerle A noktasinin baz B noktasina gore relatif hareketi ile B

noktasinin mutlak hareketi birlestirilerek bulunur.

A noktasinin B noktasina gore relatif hareketi bir donmedir. Bundan dolay1 rijit bir
cismin herhangi bir andaki diizlem hareketi donme ve Otelenme hareketlerinin
birlestirilmesi olarak g6z Oniine alinabilir. Yukarida verilen mutlak biiyiiklikler ve

relatif biliytlikliiklere ait esitlikler

Sas=10 ; Va=Tro ; ans =r(w2 +G) (1.4)

olur. Sekil 1.1

Burada BA =T; 0: BA’nin diizlem hareketteki agisal yer degistirmesi ve o : BA’nin agisal

ivmesidir.

Ani donme ekseni: Diizlem harekette cismin icinde veya disinda olabilen hizsiz bir

eksendir. Hareket diizlemine diktir. Rijit cismin biitlin diger noktalar1 o anda dénme ekseni



etrafinda donerler. Bu hizsiz ¢izginin konumunun genellikle siirekli olarak degistigini iyice

kavramak onemlidir.

CORIOLIS KANUNU: Bu kanun dénen bir cismin i¢indeki bir yoriinge boyunca hareket

eden bir parcaciga tatbik edilir. Toplam ivme

a,=a, +ay+2v .0

(1.5) dir.

y

Burada

a,,: P noktasinin sabit olarak kabul edilen yoriingeye gore relatif ivmesi. (yoriingenin teget
ve normal bilesenleri kullaniliyor);

Ay : herhangi bir anda P noktasi ile ¢akisan yoriinge tizerindeki M noktasinin ivmesi (nokta
donen ydriinge tizerinde bulundugundan yoriingenin donme merkezini M noktasina birlestiren
yarigap vektorl ve buna dik dogrultuda ivmenin bilesenleri kullanilir);

Vpy: P noktasinin herhangi bir anda P noktas: ile ¢akisan yoriinge tizerindeki M noktasina

gore relatif hizi.(Bu hizsadece cisim igindeki yoriingede hareket eden parcacigin yoriingesine

teget olarak ¢izilmeli);
®, : yoriingenin donme merkezine gore agisal hizi. Ekseriyetle bu merkez yoriingenin egrilik
merkezi degildir.

2Vpy.0y — dogrultusu Vpy y1 @, ile ayn: dogrultuda bir dik ac1 kadar dondiirerek bulunan

y
CORIOLIS bilesenidir.
Ornek 1.1: L uzunluklu bir cubuk A noktasinin hizi sabit siddete ve sola yonlii

olacak sekilde hareket etmektedir. Hareketi inceleyelim (Sekil 1.1).

B
Cubuk diiseyle 0 acis1 yaptigi anda w agisal hizi ve @ agisal ivmesi
olusturuyor. 0
A noktasinin v, mutlak hizi A’nin B’ye gore relatif hizi L
cinsinden ifade edilecektir:
- - -> A
V,=V, gtV @)
R Sekil 1.1
v, . vektorii yatay dogrultuda olup; siddeti v, ya esittir.

-

v, : disey dogrultuda olup, siddeti bilinmiyor.



-

V,,s - dik dogrultuda olup, siddeti bilinmiyor.

Cubuk ekseni

Sekill.la

Bilinmeyen iki siddettir. Tamamiyla bilinen Va ile baglayan bir vektor {iggeni
¢izilir.vy nin bir ucundan ¢ubuga dik bir dogru cizerek, diger ucundan da Sekil 1.2a’da
gosterildigi gibi kapayacak dik dogru ¢izeriz. Gosterildigi gibi diisey kol vg , cubuga dik

kolda Va/B dir.

—_—

Dik tiggende; (aaB)n= L.w?

Vg =Va/c0s0  olur

Fakat Vap=L.®

Buradan; (aaB)= L.a
o=v,,/L=v,/L.cos@ Sekil 1.Ib
o=v,/L.cos0

Vass sol yukart dogru yonelmis oldugundan A etrafinda saat ibreleri yoniinde déonmelidir.

Bundan dolay1 da @ saat ibreleri yoniindedir.

Simdi @ acisal ivmesini tayin edelim:

B’nin A’ya gore tegetsel bileseni L.a dir. Denklem:

- - - -
a, =(a,,) t(@,,;) +ta, (I1) olur.
N
a, vektoriiniin siddeti sifira esittir (¢linkii Vo=sabit)

(a,,;), subugadik dogrultuda olup siddeti L.a ya esittir.



-

(a,,;), gubuk boyunca olup siddeti, L. esittir.

a, diisey dogrultuda olup siddeti bilinmeyendir. Gosterilen iki bilinmeyeni bulmak i¢in

vektorel denklemin sag tarafindaki ii¢ vektorel biiyiikliiglin toplaminin sifira esit olmasi

- -

gerekir. Bilinen (a,,,),  nin uglarindan biri cubuga dik, digeri disey, yani (a,,,), ile

-

0 acis1 yapan iki dogru ¢izilirse (Sekil 1b) ivmenin (a,,,), A’dan B’ye yoneldigine dikkat

edilmelidir.

Bu dik tiggenden:
(a,s)=L.a=L.o’tan®

o=m’tan0=V,”.tan0/L’.cos 0 bulunur.

0 saat ibreleri yoniindedir. Ciinkii (aam)¢ tegetsel bilesen A’y1 B etrafinda saat ibreleri

yoniinde hizlandirmaktadir.



2. BIR PARCACIGIN KINEMATIGI

Kinematik, kuvvetlerin veya diger faktorlerin hareket iizerindeki tesirini diisiinmeden
hareketin incelenmesidir. Burada sadece hareketin geometrisi incelenir.
Maddesel noktanin hareketini inceleyelim:

2.1) Dogrusal hareket: P noktasinin bir dogru (burada kolaylik olsun diye se¢ilen X ekseni)

boyunca hareketidir.
P noktasinin herhangi bir € zamanindaki konumu X ekseni iizerindeki sabit O

baslangi¢ noktasindan itibaren, X yer degistirmesi cinsinden ifade edilir. X yer degistirmesi
isaret kabuliine gore pozitif veya negatif olabilir.

Ortalama hiz :

Yer degistirmenin X’den (X+AX) e kadar degistigi t ile (t + At)zaman araliginda P

noktasinin Vg,¢ ortalama hizi (AX / At) oranidir.

AX
Matematiksel olarak: Vore = E (2.1)
seklinde yazilir.
Ani hiz :

P noktasmin € anindaki ani hizi v zaman artiminin (A t )51f1ra gitmesi halinde ortalama hizin
limitidir. Matematiksel olarak:

) AX  dx
v=1lim —=

= — 2.2
At—>0 At dt (2:2)
Ortalama ivme:

Hizin v den (V + AV) ye kadar degistigi t ile (t + At) zaman araliginda P noktasinin Qo

ortalama ivmesi AV/At oranidir. Matematiksel olarak:

_Av

aort _E (23)

Ani ivme:
P noktasinin t anindaki ani ivmesi Q, zaman artimmin At sifira gitmesi halinde ortalama

ivmenin limitidir.



Matematiksel olarak:

2
a= lim &Y - &v_ d'x (2.4)
A0 At dt dt
Sabit ivme A=Kk i¢in agagidaki formiiller gegerlidir:
v=v, +kt R
vi=v,/’+2Kks
1
s=v0t+5kt2 - (2.5)
S V+V, ¢
= . /
2

Burada v ilk hiz; v son hiz; K sabit ivme; t zaman, S yer degistirmedir.

2.2) Basit Harmonik hareket: Ivmenin negatif olarak yer degistirme ile orantili oldugu

dogrusal bir harekettir.
a=-k’x (2.6)
Esitligi 6rnek olarak yer degistirmesi
x = —bsin ot 2.7)
ile verilen titresim denklemini saglar. Burada b uzunluk cinsinden genlik, @ rad / sn

cinsinden sabit dairesel frekans, t sn cinsinden zamandir. Boylece;

] dx
X = —bsin ot den V= E =—-mbcos ot ve

dzx 24 e 2
i = bsin®ws=-®"X bulunur. (2.8)

a=

Bundan dolay1r a = —kx*  dir.
Burada K=@ bir sabit, hareket basit harmonik bir harekettir.

2.3) Egrisel hareket: P noktasinin egrisel bir yoriinge iizerinde hareket etmesidir (Sekil 2.1).

P noktasinin t anindaki durumu (kartezyen) dik koordinatlar X ve y veya kutupsal

koordinatlar p ve 0 cinsinden ifade edilir.

10



AY
: / ___f___-
| i
. ) An E y
: 4_)(’___;___
Py
p
AD Y
—4&
0 X
Sekil 2.1

(t + At) aninda hareketli nokta koordinatlari) (X + AX,y + Ay ) veya (p’, 0+ A0) olan P’

noktasinda bulunur. Yer degistirme P ve P yi birlestiren Ac¢ kirisi kadardir. Bu mesafe
noktanin egri lizerinde AS kadar hareket etmesi ile meydana gelmistir. Kiigiik zaman

araliklarinda A's takriben A ¢ ye esittir:

As = Ac =/ Ax” + Ay’ (2.9)

Vektorel olarak;
Ac=An+Ap =p.AO+ApAc (An=p.A0) (2.10)

Yer degistirmenin A ¢ kadar oldugu t ve t+ At zaman araliginda P noktasinin Vo

ortalama hiz1 A ¢/At oramidir:

Vo= 26 \/(—) = (V) + (V)] @lD

veya;
Ac AO An
At At At

Vort— (2 12)

11



bulunur. Burada; v ortalama hizin siddeti, (Vor)x = A_)t( ortalama hizin X bileseninin siddeti,

Vor)y = % ortalama hizin y bileseninin siddeti; A_t — AO,p  dogrusunun agisal yer

degistirmesinin degisimini gosterir.

t anindaki ani hiz matematiksel olarak yazilirsa:

v=tim2 - [ §2+1' Yy (2.13)
oo At | UAI A 1M A¢ =T |
veya
v=1lim £=lim p — +lim £= p d_9+d_p (2.14)
At At At dt dt
elde edilir.

Burada; vy, Vy ani hizin sirastyla X, y bilesenlerinin siddeti; p — P noktasinin segilen 0

d d
kutup noktasina uzakligi; d_‘t) ani hizin radyal bileseni E — P cizgisinin ani agisal hiz

P noktasinin t anindaki ani ivmesi ortalama ivmenin At zaman artimi sifira giderken

. ., . . “
limitidir.

v

Sekil 2.2

Dik koordinatlarda (Sekil 2.2):

12



; dv, dv,
a=.,a t+a = =+
dt dt (2.15)

Burada a ani ivmenin siddetidir.
a, ve ay ani ivmenin X ve Y bileseninin siddetidir.

2.4) Dairesel hareket: Egrilik yaricapt sabit ve R olan bir egri iizerindeki harekettir.

Asagidaki dairesel harekete ait formiiller 6nceki genel esitliklerin 6zel halleridir:

Sekil 2.3

2

v, 2
S=r.0; ver.m; a,= —= r.0° =v. .0

r
a=r.ua (2.16)
Burada; S dairesel yoriingenin yay uzunlugu;
0 — agisal yer degistirme; r —>dairenin yarigapi; Ve— t amindaki lineer hizin tegetinin

siddeti; a,— ivmenin O merkezine yarigap dogrultusunda ydneltilmis normal bileseninin

siddeti

® — taninda r yarigapinin agisal hiz1; @ —>t aninda r yarigapimin agisal ivmesi.

13



2. ORNEKLER:

Ornek 2.1: Bir P noktas: bir dogru iizerinde S=4t>+2t+5 denklemine gore hareket
etmektedir: a) t=3 sn deki yer degistirme,hiz ve ivmeyi,
b) t=4 sn esnasinda ortalama ivmeyi belirtiniz.
Coziim: a) S=4t*+2t+5=4.3’+2.3+5=119 m
V= % =12t" + 2=12.3+2=110 m/sn

— Y 4624372 mysn?
dt

t=4dsn  v=12t>+2=12.4>+2=194 m/sn AV=V4~-V=3=194-110=84 m/sn;

Av
At=t,-t;=4-3=1 sn. a,—=— =84 :1=84 m/sn’
At
____|B
Ornek 2.2: Sekil 2.1 de goriilen AB ¢ubugunun en alt
A noktasi sagadogru sabit V,=5 m/sn y L
lik hizla hareket etmektedir.
0=60" oldugu zaman B noktasinin hiz1 nedir? vy 0 A
O
dx d X
Coziim: x’+y’=L’ oldugundan ZXE + Zyd—)t’ =0
Sekil 2.11
dy x dx 0
V,=—=——.—=—cotgh.(v,)=—cotg60".5=-2,89m/sn
dt y dt

aksi isareti B noktasinin saga dogru hareket ettigini gdstermektedir.

Ornek 2.3: Bir noktanin yer degistirmesinin X ve y bilesenleri metre olarak x=1 0t2+2t,

y=t3+5 ifadeleri ile verilmistir. t=3 sn de noktanin yer degistirmesini, hiz

ve ivmesini belirtiniz.

d d
Coziim: v = d_)ti =20t+2; v, = d_)t’ = 3t*; t=3sn, X=96 m; y=32 m.

t=3sn. v,=62m/sn; Vy=27 m/sn

V= \/Vi +v! = V62* +27* =67,6m/sn  v=67,6 m/sn.

14



dv dv
a,=—>=20; a,=—>=6t t=3sn, a,=20 m/sn’, a,=18m/sn’.
Y dt y

dt

a=,[al +a’ =/20" +18’ =26,9m/sn’
Ornek 2.4: Bir noktanin hareketi asagidaki denklemlerle ifade edilmistir
v,=20t+5, v, =t>-20
Ayrica t=0 iken, X=5m ve y=-15m oldugu bilinmektedir. t=2sn i¢in yer
degistirme, hiz ve ivmeyi belirtiniz.
Coziim: v,;% =20t+5 den x=j(20t +5)dt =10t + 5t + C,

dy t’
vy=a=t2 ~20 den y=[(t’ —20)dt=?—20t+C2

X denkleminde x=5, t=0 ise C;=5; y denkleminde y=-15, t=0 ise
C,=-15 bulunur.

3 2 2
x=10645t+5, y= —20t-15, a=9X =20 ; 2=
3 t?

t=2sn i¢in X=55m ; y=-52,3m ; v,=45m/sn; v,=—16 m/sn.

m m
v=[v}+v? = [45* +(-16)’ =47.8; a,=20—; a=4—;
JVE+vE =457 +(-16) o AT Ao
m
a=\[a} +a] =20" +4’ =20,4—.
SN

Ornek 2.5: Bir maddesel nokta a = 2\/; ivmesi ile diisey dogru boyunca hareket
etmektedir. t=2sn iken yer degistirmesi $=——m ve hiz1 vV=16m/sn dir. t=3sn

iken noktanin yer degistirme, hiz ve ivmesini hesaplayiniz.

Coziim: a=d—v den 2\/_ =d—V ise 2dt=d—‘: buradan 2t+C=2v"? (a)
dt dt >
v
t=2sn icin, v=16 m/sn; 2.2+C;=2.(16)"*> C;=4 bulunur. (I) dan
2 . 2 ds 2 2
4v=2t+4)" ise v=(t+2)* olur. v=a=(t+2) ve ds =(t+2)°dt

15



. 1 64
Integral alarak § = g(t +2)* + C, bulunur. Burada t=2sn oldugunda S=? olur. Onda

% = %(2 +2)'+C,; C,=0. Buna gore denklemler:
1 dv
s=—(t+2)",v=(t+2)*, a=—=2(t+2) dir.
3( ) (t+2) dt (t+2)
t=3sn i¢in

s=41,7m ; v=25m/sn; a=10m/sn’* degerleri elde edilir.

Ornek 2.6: 18 cm ¢apinda bir disk 15 saniyede sukiinetten
tiniform olarak 280 devir/dak’ lik hiza getirilmektedir.
Durgun halden 1sn sonra disk tizerindeki bir noktanin

hiz ve ivmesini hesaplayimiz.( Sekil 2.VI)

Sekil 2.VI
Coziim: Bu problem donme denklemlerinin bir uygulamasini
gostermektedir.Once , hiz verildikten sonraki @ agisal ivmesini bulalim:

280 devir rad

2T
_0~-®, _ 60 sn devir =196rad
’ 2

t 15sn sn

a

Simdi baslangigtan 1sn sonraki agisal hizi bulalim:

d d
®, =, +at=0+196".1sn =1.96"
sn sn
Disk tlizerinde bir nokta
rad cm
Hiz1 v=r.®, =9¢m.1,96——=17,64—
sn sn

Normal ivmesi a, = 1.’ =9.(1,96)" = 34,56~
Sn

16



cm

sn’

Tegetsel ivmesi a~=r.0=9.1,96=17,64

Toplam ivmesi  a=-/a’ +a =/(17,64)" + (34,56)" = 38,76~
sn

Toplam ivme vektorii ile O noktasindaki yarigap arasindaki ag1

cos@=2 =330 _ 00016 0=126"
a 76

9

Ornek 2.7: A otomobili kuzey batiya ydnelmis bir yol boyunca 36km/saat’ Ik bir hizla
gitmektedir,B otomobili ise 126km/saat * lik hizla bati ile giineyedogru 60° lik ac1 yapan
yol boyunc hareket etmektedir. A nin B ye gore relatif hizi ve dogrultusunu belirtiniz

(Sekil 2.VIIa).

45°
60°

Sekil 2.VII

Coziim: Hizlar baglayan vektorel denklem

- - - - - -

Vas =Vt (V) >V, =V, ,+V,
Vektorlerin X ve 'y’ ye gore bilesenlerini bulalim:
(Va)y=-36.c0s45" = -36.0,707=-25,45 km/s
(Va)y= 36.sin45" = 36.0,707= 25,45 km/s
(Ve)x=-126.c0s60" = 126.0,5= -63 km/s
(v),=-126.5in60" = -126.0,866=-109,12 km/s
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Buradan
(VaB)x= (Va)s- (VB)x = -25,45 +63 = 37,55 km/s
(VA/B)y =(Va)y — (VB)y =25,45 + 109,12 =134,57 km/s

Vam = (V,0)! + (V)] =+/(37,55)" + (134,57)" =140km/s

134,57
Vs nin dogru ile yaptig1 0 acist ise: O =tan™ 37,55 » 9=74"

Ornek 2.8 : 1,8m uzunlugunda ve kiiciik kesitli bir gubuk yatay bir diizlemde bir ucundan

gecen diisey eksen etrafinda donmektedir. Bu gubugun hiz1 5 saniyede

20 devir/sn den 30 devir/sn ye yiikselmektedir.

a) Cubugun orta noktasinin zaman araliginin baslangi¢ ve bitiminde lineer hizim

hesaplayiniz.

b) Ivme basladiktan 3 sn sonra cubugun orta noktasinin ivmesinin normal ve

tegetsel bilesenlerini tayin ediniz.
Coziim: Verilenler:

®, =20devir/sn =40nrad/sn

®, =30devir/sn = 60nrad/sn
r=182=09m

t =5sn t;=3sn
1,8
a) V, =r.0, = 7.40nrad/sn =113,04m/sn;

Vi=r.0, = %.6% =169,6m/sn

b) 5sn’ lik aralikta herhangi bir anda {iniform @ agisal ivmesi

0, -0, 60r—407
t

(0 )

=4nrad/sn’

3 snsonra ® agisal izt @ =@, + ot =407 + 47.3 =S52nrad/sn

[vmenin bilesenleri:
a, =ro=0,9.4nrad/sn’ =11,3m/sn’

a_=reo’ =0,9.52" =2434m/sn’

18



Ornek 2.9: Bir P noktasi dairesel bir ydriinge iizerinde katettigi yayin uzunlugu § = t*+3

olacak sekilde hareket etmektedir.Dairenin yaricapt 12 m dir:
a) t = 2sn anindaki hizin eksenel bilesenleri v

ve Vy ni belirtiniz (Sekil 9.1a).
b) Noktanin ivmesinin t = 2sn i¢in a, ve a, eksenel

bilesenlerini bulunuz.

y y
Vy
X _N\.P p
! Vi
0 ! X X
0 0
a) b)
Sekil 2.1X

Coziim: AP mesafesi 2sn de katedilmis olsun AP =$ =2*+3 =11m. X =12 cos0 ,

y =12sin0. V,= dx_ —12sinE)d—e , Vy=IZCOSd—e.
dt dt dt

3
1

s=r0:>0=§=t +3, —dez—tz.

r 12 dt 4

3
t =2sn igin; d—=1.22 =1rad/sn; 0= 2 +3 =£rad.
dt 4 12 12
. 11 11
Vy= — 12(SlnE).1 =-9,48m/sn Vy =12(cosﬁ).1 =7,30m/sn

Negatif isaret hizin X bileseninin sola dogru yonlii oldugunu gosterir. Toplam hiz

V=V + V! =/(=9,48) +(7,3)" =12m/sn dir.

d 2°
Voo v= rd—? formiiliinden de bulmak olabilir. v =12.(7) =12m/sn
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Noktanim ivmesinin t=2sn igin a, ve ay eksenel bilesenlerini blalim.

2
a =—12c0s0(d—e)2 —12sin9d ?
dt dt

X

2
a =—12$in9(d—e)2 +12c0s9d—? , d—e=1t2
v dt dt dt 4
t=2sn de ngrad ve d—9=1rad/sn:
12 dt

a=— 12.c0s£.(1)2 - 12.sin£.1 =16,8m/sn’
12 12

a = 12.sin£.1+12.c0s%.1=—2,19m/sn2

y

Toplam ivme a=,/al+a =17m/sn* olur.

d’o

=
dt’

t
2
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2. PROBLEMLER

Problem 2.1: A noktast bir dogru iizerinde S=4t*+2t ifadesi ile hareket etmektedir.Yer
degistirme, hiz ve ivme ifadelerinin zamana gore degisimlerini ¢iziniz ( Yani S- t; v-t ve
a- t diyagramlarini).
Problem 2.2: Problem 1i S=3t*+2t+5 yer degistirme ifadesi ile verilen hareket i¢in
¢Ozunuz.
Problem 2.3: Problem 1'i S=6t>-2t+10 yer degistirme ifadesi ile verilen hareket icin
¢Oziiniiz.
Problem 2.4: Yer degistirmesinin X vey bilesenleri metre olarak X = 5t°- 2t> +2 ,
y=2t2+8t ifadeleri ile verilmis noktanin t=10sn de yer degistirmesini,hiz ve ivmesini
belirtiniz.
Problem 2.5: Noktanin hareketi asagidaki denklemlerle ifade edilmistir
v =2t+4 ; vy=6t-8 . Ayrica t=0 iken, X=6m, y=-4m oldugu bilinmektedir.
t=Ssn igin yer degistirme, hiz ve ivmeyi hesaplayimiz.
Problem 2.6: Bir noktanin dogrusal hareketinde ivme a=- 9,81 denklemi ile verilmistir.
Bilinmektedir ki t=0 oldugu anda X yer degistirmesi 7,5m Vv hiz1 0 dur:

a) § yer degistirmenin denklemini belirtiniz;

b) t=Ssn deki yer degistirme, hiz ve ivmeyi;

¢) t=Tsn deki yer degistirme, hiz ve ivmeyi,

d) Ortalama hiz ve ivmeyi belirtiniz.
Problem 2.7: Diisey bir dogru boyunca hareket eden noktanin ivmesi a=12t- 20 denklemi
ile verilmistir.t=0 aninda yer degistirmesi $=- 10m ve t=Ssn iken yer degistirmesi
s=+10m dir.
a) Hareketin denklemini ¢ikariniz;

b) t=10sn deki yer degistirme,hiz ve ivmeyi hesaplayiniz.

Problem 2.8: 20 cm capindaki bir disk 10 dakikada 800 devir/dak hizdan silikunete

geemektedir. Agisal ivmeyi tayin ediniz.
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Problem 2.9: Bir disk tniform olarak 2 saniyede siikunetten 200 devir/dak
hizlandirilmaktadir. Bu hiz1 ile iki saniye dondiikten sonra 'z sn de slikunete getirilmektedir.

Disk biitiin zaman aralig1 boyunca ne kadar dénme yapar?
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3. BIR PARCACIGIN DINAMIGi

Bir parcacigin dinamiginde, hareketi saglayan kuvvet verildiginde ortaya cikan hareket
incelenir.
Bir cismin (par¢acigin) dinamigi problemlerinin ¢oziilmesinde hareketin NEWTON

Kanunlar kullanilabilir:

Newtonun 1.kanunu. Bir cisim siikunetteki durumuna veya bir dogru boyunca
tiniform hareketine ( sabit hiz), durumunu degistirecek bazi kuvvetler zorlayincaya kadar
devam eder. Baska bir deyisle, bir parcacik ancak dengelenmemis kuvvetler tesiri altinda
ivme kazanir.

Newtonun 2. kanunu. Bir F kuvveti bir cismin iizerine etki ettigi zaman kuvvet
dogrultusunda, kuvvetle dogru ve cismin m kiitlesi ile ters orantili olmak {izere bir ivme
meydana getirir.

Bu kanuna géore ka=F/m veya  F=kma (3.1)

Burada K bir oranti sabitidir. k=1 olmak iizere birimler uygun segilirse
F=ma (3.2)
olur.

Newtonun 3. kanunu. Her etkiye veya kuvvete esit ve ters yonlii olmak iizere tepki
veya kuvvet vardir. Diger bir deyisle, bir cisim ikinci bir cisim iizerine bir kuvvet tesir
ettirirse, ikinci cisim de birinci cisim iizerine siddeti esit ve zit yonlii ayni bir kuvvet tesir
ettirir. Birimler kullanilan sisteme baglidir. Miihendislik ¢aligmalarinda genellikle yukaridaki
formiilde k degeri birim olacak sekilde degerlere uygun secilir. Buna gore esas birimler
ayrilirsa bunlar: kuvvet i¢in kN ve ivme i¢in m/s* dir. Kiitle birimi bu iki birim cinsinden
tiiretilir.

Yeryliziine yakin mesafelerde serbestce diisen bir cisme kuvvet olarak yalniz kendi W
agirh@ etki etmektedir. [vmesi, g yergekimi ivmesine esittir ( kullanilan birim sisteminde g =
9,81 m/s” dir).

Ikinci kanuna gore W= kmg (3.3)
veya k=1 olmak iizere W=mg; m=W/g (kg/m/sn’=kg.sn’/m) dir. (3.4)

Bir cisme herhangi bir kuvvetler sistemi etkiyorsa bu parcacigin herhangi bir eksen
dogrultusunda ivmesini bulmak i¢in, sistemdeki biitiin kuvvetlerin o eksene gore bilesenleri
toplanir ve ( kg sn’/m cinsinden) m Kkiitlesi ile( m / sn’ cinsinden) ivmesinin ¢arpimina

esitlenir. X dogrultusunda bu esitlik
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>F, =ma,
veya
a,= > F./m (3.5)
dir.
W agirliginda bir cisim siirtiinmesiz yatay diizlemde sekil 1a da goriildiigi gibi durmaktadir.
Cisim yay katsayist K (KN /cm) olan bir yaya baglanmustir. Agirhik denge konumundan ( denge
konumunda yayda c¢ekme ve basing kuvveti sifirdir.) X, kadar ayrilsin ve sifir hizla birakilsin.

Hareketi inceleyelim.

! i T
—\/\/WW ..................... J ! «—

J77777777777777V77777777777YV77777 I
b N

NSNS

a X a

>
l »

Sekil 3.1

Cismin denge konumundan X kadarayrildigi zamanki serbest cisim diyagrami sekil 1b- de

cizilmistir.Yay X kadar uzatildigi zaman cisime yatay dogrultuda T kuvveti etki ettirir.

durumdaki boyunun fark: ile orantili kabul edilir. Bu ifade matematiksel olarak Maddenin

elastik limiti i¢inde yaydaki kuvvet yayin uzamis boyu ve gerilme kuvveti bulunmadigi
T=kx (3.6)

seklinde yazilir.

Burada T— kN cinsinden yay kuvveti; K - kKN /cm boyutunda bir sabit; x ise uzunlugun cm

olarak degisimidir. Kuvvetlerin yatayda toplanmasi ile

2F,=-T= E.ax (3.7)

g

bulunur.
dikkat Sola dogru olan kuvvetler ve dengenin solundaki mesafelerin negatif alindigina
edilmelidir. Bu durumda x mesafesi saga dogrudur. Yani ay pozitif yazilmistir. T gerilmesi

ise sola dogru olup negatiftir.

2

T=Kkx ve a,= konursa (3.7) denklemi

t2
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kx=E d’x N d’x kg
g dt’ dt> W

(3.8) olur.

Bu denklemin ¢oziimii diferansiyel denklemler teorisinden siniislii ve kosiniislii terimler

: . . kg kg
eklinde elde edilir. X = Asin( ,[—.t) + Bcos(,/|—.t 3.9
$ ili (‘/W ) (‘/W ) (3.9

Simdi A ve B degerlerini hesaplayalim. t= 0 iken X=X, ve buradan

Xo= Asin(, / 0) + Bceos(, / 0) ve B =Xy bulunur.

A’y1 belirtmek i¢in X’i zamana gore tiiretmek lazimdir.Yani t=0 iken v=0 olmalidir.

v=dx/dt=A /E cos(, /gt) — X4 /E sin(, /gt) ve buradan t=0 =
W W W W

v =Vy =0 ; A=0 bulunur. Bu problem i¢in hareket denklemi

kg
X=Xy cos(,—.t lar. 3.10
0 €os( W olar (3.10)
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4. OTELEMEDE RiJIiT CiISMIiN DINAMIGi

Rijit cismin 6telenmesinde herhangi bir parg¢acigin ivmesi diger bir pargacikla aynidir.
Bir pargacigin aktif kuvveti , kiitlesi dm ile ivmesi a’nin ¢arpimina esittir. Bu kuvvet
a ivme vektorii dogrultusundadir
dF=dm.a
D’ALEMBERT ilkesine gore bir cisme tesir eden dis kuvvetlerin bileskesi biitiin etken

kuvvetlerinin bileskesine esit olmalidir.
de1§= Zma
D’ALEMBERT ilkesine gore dteleme denklemleri soyle ifade edilebilir:

2F,=2(dm)a, = a, > dm=m a,
2F,=2(dm)a,= a, > dm= ma, (4.1)
> M=ILa

Burada 2Fy, XF, dis kuvvetlerin sirasiyla x ve y eksenleri iizerindeki bilesenlerinin
cebirsel toplami ; m cismin kiitlesi; ay , a, cismin ivmesinin sirasiyla x ve y eksenleri
lizerindeki bilesenleri; XM dis kuvvetlerin kiitle merkezine gére momentlerinin cebirsel
toplamz; I cismin kiitle merkezine gore atalet momenti; o ise cismin agisal ivmesidir.

Atalet kuvveti metodu ile ¢oziim; cisme tesir eden etken kuvvetler ters dondiriliip dis
kuvvetler toplandigr zaman uygulanabilir. Bu kuvvetler sistemi,¢calisma kolayligr bakimindan
o an i¢in dengede tutarlar. Ters dondiiriilmiis etken kuvvetler ( atalet kuvvetleri) gergekte

yoktur. Statik denge denklemleri ancak bundan sonra kullanilir.
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5. RIJIT CiSMIN DUZLEMSEL HAREKETININ DINAMIGi

Bu genel halde hareketin denklemleri

>F,=ma,

2Fy,=m ay (5.1)
olur.

> M=Lo

Momentlerin kiitle merkezine gore alinacagina dikkat etmek gerekir. Kural olarak,
baska bir noktanin segilmesi halinde denklemler ¢ok daha karisik olur. Ancak O noktasinin,
ivmesi sifira esit veya kiitle merkezine yonelmis bir nokta olmasi halinde 2. My=I,.c.
denkleminin korunacagini belirtilmesi gereklidir.

a, ivmesi ve 2Fy aym dogrultuda, ay ivmesi ile 2Fy ayni dogrultudadir. Dis
kuvvetlerin kiitle merkezi etrafinda momenti @ ile ayni1 dogrultuda ise pozitif kabul edilir.

Sekil 1°de goriildiigli gibi diisey bir eksen iizerinde ¢esitli konumlar alabilen , yatay bir

P kuvveti etkisi altinda yatay diizlem iizerinde hareket eden r yarigapli

A
y
P
aL
r

W \

/.
F
N
Sekil 5.1

ve W agirlikli homojen silindirin hareketini inceleyelim.
Serbest cisim diyagrami, merkezden a yiiksekliginde uygulanan P kuvvetini
gostermektedir.

F sola dogru etkidigi zaman hareketin denklemleri

>F, = P-F = (W/g) a, (5.2)
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ZFy =N-W=0 (5.3)
- 1w
> M=P.a+Fr=——r’a (5.4) dir.
2g
Hareketin saga dogru olmasi i¢in P,  F’den biiyiik olmalidir.

a;, =r.o.  degeri (5.4) denkleminde yerine konursa

P.a + F.r = %Er.ax (5.5) bulunur
g

(5.5) denklemi (1/2) r ile béliinerek
2Pa \%4

—+2F=—a (5.6) bulunur.
r g
(5.6) denklemi ile (5.2)’ nin sol taraflar esitlenirse
2Pa

——+2F=P—-F veya 3F=P(1—2) (5.7)
r r

1. a = r/2 olmasi halinde F=0 olur. Yani P kuvveti yarigapin yaris1 kadar merkezin
iistiinde uygulanirsa stirtlinme kuvveti sifir olur.
2. a=rolursa 3F =-P = F =-P/3 olur. Bu durumda siirtiinme yon degistirmis olur

ve saga dogru etkiler.

F = -P/3 halinde (5.4) denklemi a =r igin

Pr-——or=——r’.a veya —P =E—r.OL (5.8) olur. Bu ise a’ nin pozitif

oldugunu veya silindirin saga yuvarlandigini gosterir. Ancak P fazla biiyiitiiliirse K’ nin de

artacag tabiidir.

Miimkiin olan maksimum siirtlinme degeri asilir agilmaz silindir kayacaktir. Bu durumda yeni
bir kabul yapilmalidir. F siirtinmesi simdi siirtinme katsayisi (i) ile N normal kuvvetinin

carpimina esit olur. Bu durumda hareket denklemleri asagidaki gibi olur:

2F, = P-uN =(W/g)a, (5.9)
2F, =N-W=0 (5.10)
> M=Pa+uNr=%Er2.a (5.11)
g

Bu denklemler hem kayma (lineer ivme ay) ve hem de yuvarlanma (agisal ivme o) gosterirler.
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6. DONMEDE RiJIiT CiSMIN DINAMIGi

Bir cismin bir simetri diizlemi varsa ve cisim bu simetri diizlemime dik, sabit bir eksen

etrafinda doniiyorsa, dengelenmemis kuvvet sistemi altinda bu cismin hareket denklemleri

sunlardir:
YFo=mr o’ m n
2F=mra (6.1)
2Mo=1,a

Fy4

(4 F3

Sekil 6.1
Burada (sekil 1’e gore) :

2 F,: dis kuvvetlerin ( cismin W agirligi ve F; yiikleri) donme dis merkezi O ile kiitle merkezi
G’yi birlestiren n ekseni iizerinde bilesenlerinin cebirsel toplami;2 F; : dis kuvvetlerin O
noktasinda n eksenine dik olan t ekseni iizerinde bilesenlerinin cebirsel toplami;

2>M,: Dis kuvvetlerin O noktasindan gecen dénme eksenine gére momentlerinin cebirsel
toplamu;

m : cismin kiitlesi ( kg.sn’/m)  (m= W/g)

r : O donme merkezinin kiitle merkezi G’ ye uzakligi (m)

I, : dénme cksenine gdre cismin atalet momenti (kg.sn®.m)

o : agisal hiz (rad/sn)

o : agisal ivme (rad/sn’)

Simetri ekseni etrafinda donen bir cismin hareket denklemleri su sekli alir:
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2F=0
2F,=0 (6.2)
> M=1Ia
Burada:
2 F : dis kuvvetlerin x ekseni olarak segilen herhangi bir dogru iizerindeki bilesenlerinin
cebirsel toplama;
2Fy : dis kuvvetlerin y ekseni tizerindeki bilesenlerinin cebirsel toplami;
> M : dis kuvvetlerin kiitle merkezi G’den gegen dénme eksenine(simetri ekseni) gore
momentlerinin cebirsel toplami,
I : cismin G kiitle merkezinden gecen donme eksenine gore atalet momenti
(kg.sn*.m),

Y4
. . . . 2
o : cismin agisal ivmesi (rad/sn”).

Ornek 6.1: Alt ucundan yatay bir eksen
etrafinda mafsallasmis bir

cubuk diisey konumdan birakiliyor. R
Cubugun hareketini inceleyelim (Sekil 6.2) : R X

V,\<

Cubugun boyu I ve kiitlesi m olsun. R, Sekil 6.2
Serbest cisim diyagrami asag1 dogru etkiyen W agirhigini ve mesnet noktasindaki Ry ve Ry
reaksiyonlarini gostermektedir. Cubugun diisey eksenle 0 agis1 yaptigi kabul edilsin.
Hareket denklemleri:

>F,=m F o’

YF=mF a

S Mo=1I, a

olmak tizere ¢ubuk, dengelenmemis bir kuvvet sistemi etkisi ile sabit eksen etrafinda
donmektedir. Bu durumda gerekli tek denklem

> M=l o dir.
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1
Sekil 6.2°den M, =W.d, d=L.Sin 0/2 olur. Io=§ m I o= dt’ oldugu goz oOniine

2 2
alinirsa; mg > sin 9=§ m I’ jt? veya ((;t? = ?;—?sin 0 (a)
d ? = i(d—e) = do = d_(x)d_e = d—w.()) (a) ya gore odo= 3—gsin9d9
dt” dt dt° dt do dt do 21
2
integrasyon aliarak 0)7 = —:;—?cos 0+C,

3
0=0—> w=0olur— C1=2—? integrasyon sabiti bulunur. Boylece

2
® =_3_gc0s9+3_g ve Q):\/3—g(1—cose) dir.
2 21 21 1

31



6. ORNEKLER

Ornek 6.1: 250 kN agirliginda homojen bir kapi, yatay bir ray iizerinde siikunette bulunan

A ve B makaralarina mesnetlenmistir. Sabit P kuvveti 50 kN dir. Kap1 siikunetten harekete

geciyor:
A
@ B@ TVA TVB
//// \ // VPZSOkN P=50kN
— Li2m 12m || |—>
A| 1,2m .!/I,Zm ﬂ|, Em | ¥ | }
G - lw '
=250kN
a) b T T a
Sekil 6.1

a) 5 saniyede kapinin hizi ne olur?

b) Makaralardaki reaksiyonlar ne kadardir?

(Yuvarlanma siirtiinmesi ihmal edilecektir).(Sek.1a)
Coziim: Verilenler: W =250 kN, P =50 kN , t =5Ssn, a,=0.

a, ivmesi serbest cisim diyagramlarinda x yoOniindedir (Sek 1b).

a) ZFX =ma_; sz =ma_; ZM =( denklemleri uygulanarak yazabiliriz;

250
F =50=——-.a 6.1
2.F, o8 (6.
D F, =V, +V,-250= 250 (6.11)
> M=V,.1,2-V,.1,2-50.(0,3) =0 (6.11I)

9,8.50

(6.]) dana_= =1,96m/sn’ olarak elde edilir. Kapinin hiz1

ac=vo +at = 0 + (1,96).5 = 9,8 m/sn
b) (611) veE (6HI) den VA + VB =250 H 1’2VB - 192VA =15
VA=118,7SkN; Vp=131,25kN elde edilir.
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Ornek 6.2: A sehpasinda sola dogru 4 m/sn’Lik ivme veriliyor. B ¢ubugu D noktasinda
mesnetlenmis olup tepesi H noktasinda,diisey diizlemde siikunette bulunuyor.A nin agirligi
200 kN, B nin agirlrg: 50 kN dur.

a) Yatay F kuvvetini;

b) Cubugun tepesindeki yatay itkiyi hesaplayiniz.

-
B = A
S ™~
D & 10cm =~ “;
F A E)
l\n
(a8}
a) . b)

Sekil 6.11

Coziim: Verilenler: a=4m/sn” ; W, =200 kN ; Wy = 50 kN.
Biitiin sekli serbest cisim kabul ederek F kuvvetini asagidaki gibi buluruz:
W _(200+50)kN

. 9.8m /sn’ 4m/sn’ =102kN
g ,8m/sn

F=

Sekillb gore

W,
P =—ta= 5—0.4 =20,4kKN buluruz.
g 9,8
D noktasina gore momentler toplanarak H bulunur:
7,5
20,4. 5 +50.5-H.7,5=0 = H=43,5KkN.

Ornek 6.3: A ve B cisimlerinin her biri 100 kN gelmektedir. P kuvveti sola dogru bir ivme
verirken, A nin kaymamasi i¢in B ye kiigiik bir par¢a ¢ivilenmistir.
a) A nin devrilmemesi sart1 ile P nin degerini bulunuz;

b) Sistemin baslangicta saga dogru 3 m/sn lik hiz ile hareket ettigi kabul edilirse 10 m

gittikten sonraki hizi ne olur?
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E15cm s

| 15cm
N | A
o A
Q Plx
q = —
Parca 2
(@l
| P v
S| B 100kN
D N
Z
b)
a) | 25em , Sekil 6.111

Coziim:  Verilenler: W, = Wg=100 kN, vo=3 m/sn, s=10m.
a) A nin serbest cisim diyagramini ¢izelim. A nin maksimum degerini bulmak igin, alt sag
koseye gére momentlerin toplami yazilir:

100 100 _ 25 15
P =——a; =— a).—+100.—=0
X 98 2M, (9,8 ) 2 2

W
dYF,=ma=>P =—*a=
g

a = 15,88 m/sn’
Biitiin sistemin serbest cisim diyagraminda yatay kuvvetler toplanirsa

ZFX = E.a (I) veyaP =%.5,88 =120KkN elde edilir.
g

s
b) Once saga dogru alinan mesafeyi bulalim:

vi=vy* +2as (1) 0=3%-2.5,885 = s=0,765 m
10 m den geri kalan 9,235 m sola dogru olacaktir. (II) ye gore

ve =0+2.(5,88).(9,235) = v=10,42 m/sn alirz.

Ornek 6.4: Agirhigi 200 kN olup vibratdr olarak kullanilan eksantrik bir silindir geometrik
merkezinden 5 cm mesafede ve (Sekil 6.1V) de gosterilen konuma dik bir eksen etrafinda
dénmektedir. Acisal hizi 10 rad/sn ve acisal ivmesi 2 rad/sn® ise silindir iizerindeki O

mesnetinin tepkisini bulunuz.
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¥4

2Ry

i

> 10cm
Sekil 6.1V < >

Coziim: Verilenler: W =200 kN, o = 2 rad/sn’,
r=Scm, ® =10rad/sn.
n ve t eksenleri (Sekil 6.1V) deki gibi secilsin.
Hareket denklemlerini yazalim:
YF, =mro’ = 0, = 290:

9

(0,05).10%= 102,04 kN

Y F =mro = 0= 290:; .(0,05).2 =2,04 kN
1 1W
M, =la = M=Lo. Ig=—-mr’=——r’
2 g
I=1Ig+ ma’= 1,200 0,05)% + 200 (0,05)> = 0,28 kN.sn>.m
2798 9,8

Gerekli moment: M,= I,a =0,28.2 = 0,56 kN.m M, = 0,56 kN.m

Ornek 6.5: 75 cm capli 300 N luk bir tekerlek yatayile 25° lik ag1 yapan egik diizlem

izerinde kaymadan yuvarlanmaktadir. F siirtiinme vekiitle merkezinin ivmesini bulunuz.
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Sekil 6.V

Coziim: Sekil 6.V’de tekerlege etkiyen kuvvetler sistemi goriillmektedir.

_W_300
g 98
1 0,75

I= 1mr2 =—.30,6.(
2 2 2

=30,6Nsn’*/m

)’ =2,14N.sn’.m

Hareket denklemleri:

YF=ma, (), YF,=ma, (), YM=Ia ().

Buradan :
300.sin 25" — F = 30,6a, (I)',

N —300.cos 25" =30,6.a, =0 (I)', (diizleme dik dogrultuda ivme mevcut degildir).

F. 0,75

=2,140 (Im'.

Sekilden (yuvarlanma problemi oldugundan)

- 0,75 2 -
ax =r.o= a = o =——.2,
0,75

() den F=(1528) a,. (I)' den F=(1528 a,) konularak a,=2,74 m/sn’ bulunur.
Boylece F=(15,28).(2,74) = 41,68 N olur.
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Ornek 6.6: 160 kN agirliginda homojen bir silindir tizerinde ( Sekil 6.VI) bir oyuk agilmustir.
Oyuga yatay yonde 60 kN lik bir kuvvet etkiyor.Silindirin kaymadan yuvarlandigini farz
ederek

a) Silindirin kiitle merkezinin ivmesini;

b) Siirtlinme kuvvetini bulunuz.

Sekil 6.VI

Coziim: Verilenler: W=160kN; r,=45cm; ri=60cm P=60 kN

Yuvarlanma saga dogru olsun. Bu durumda @ (agisal ivme) saat ibreleri yoniinde ve kiitle

merkezi ivmesi a saga dogrudur. Hareket denklemlert;

160 - -
>F =ma veya P-F=——.a = 60-F=——.a (D
9 9
1 11
Y M=Ia veya F.0,6-P.045= —E.rf Qo= —ﬂ.(0,6)2 .0
2 g 298
a=ro  olduguicin 0,6F —27=2,94a = 0,6F — 27 =2,94 % )

9

(D) ve (I) denklemlerinden a= 0,61m/sn> , F=50KkN buluruz.
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6. PROBLEMLER

Problem 6.1: Sekil I de goriilen sistemin agirligt
320 kN ve jirasyon yarig¢ap1 0,45 m dir.

Agirliklarin serbest birakilmasi halinde ; I
a) makaralarin ag¢isal ivmesini bulunuz;

b) Iplerdeki gerilmeleri hesaplayiniz

S00kN Sekil 1

1500 kN

Problem 6.2: Sekil II de gosterilen homojen bir silindir kaymadan yatay bir ylizey iizerinde
yuvarlanmaktadir. .- P,=1000kN
o

a) Kiitle merkezinin ivmesini; /

b) Silindire gelen diizlem reaksiyonunu hesaplayiniz.

2 < _ P=1250kN
2400 k
A 4
*Z
Sekilll N

Problem 6.3 : Bir bilardo topuna (Sekil I1I), kendisi ile masa
arasinda siirtiinmesiz harekete baglamasi i¢in yatay

tutulan masadan ne kadar yiikseklikte vurulmalidir?

e
5/

b

Sekil TIT
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7.iS VE ENERJI

Bir parcaciga etkiyen bir F kuvveti onu herhangi bir yoriinge boyunca hareket

ettirdigi zaman agagida tarif edildigi gibi is yapar

Wic=[F ds (7.1)

1

Sekil 7.1

Burada S;, S; —parcacigin sirasiyla hareketin baslangicinda ve sonundaki yer degistirmest;
F: : F kuvvetinin sekilde gosterildigi gibi tegetsel bileseninin siddeti;
ds : pargacigin yoriinge boyunca kiigiik yer degistirmesidir.

Asagidaki gibi 6zel durumlar ola bilir:
1) Siddeti ve dogrultusu sabit bir kuvvetin bir dogru boyunca yer degistirmesi halinde

Wi=Fs (7.2)

Burada Wy : yapilanis, F : sabit kuvvet, § : hareket esnasinda dogru boyunca toplam yer
degistirmedir.

2) Siddeti sabit fakat bir dogru ile sabit a¢1 yapan,kuvvetin yer degistirmesi halinde

W= Fs cos0 (7.3)

Burada O : kuvvetin tesir gizgisi ile yer degistirme arasindaki agidir.

3) Kuvvetler bir kuvvet cifti ise (donme meydana gelir )

W, = j M do (7.4)
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Burada M : kuvvetcifti; dO: agisal yer degistirme difereansiyeli; 0, ve 0,-ilk ve son

acisal yer degistirmelerdir (rad).
Kuvvet hareket dogrultusunda etkiyorsa is pozitif, aksi yonde ise negatiftir.
Is, birimi (KN.m ) gibi olan skaler biiyiikliiktiir.

Giic_ yapilan isin degisimidir .Giiciin birimi saniyede ( kN .m ) gibidir.

Verim, zamanin bazi  periyotlar1 i¢cin alinan isin verilen ise bolimidiir. Aynm

zamanda verim alinan giiciin verilen giice boliimii gibi de ifade edilebilir. Is israf edildigi

icin alinan is verilen isten daha kiiciiktiir (ekseriyetle siirtiinme kuvvetlerini yenmek icin).

V hiziyla hareket eden ve kiitlesi m olan bir parcacigin Kkinetik enerjisi

Tk=1mv2 (7.5)
2

esittir. Burada m : cismin kiitlesi; v : cismin hizidir.
Bir parcacik iizerine etkiyen biitlin kuvvetlerin yaptigi is, parcacigin kinetik
enerjisindeki degisime esittir:

2 2

1 1 1
Wi=T,-T = El’nV2 - EI‘HV1 = EI‘H(V2

L ovh) (7.6)
Burada Wy : yapilanis; m : pargacigin kiitlesi; Vi, Vo ¢ sirasiyla ilk ve son hiz;
Ty, Ty : sirasiyla ilk ve son enerjidir. Birimi igin birimiyle aynidir.

Otelenmede rijit cismin kinetik enerjisi (5) formiilii ile hesaplanir.

Donmede ise
1.,
Tk= EIO(D (77)

. Burada Iy: donme eksenine gore cismin atalet momentidir ( kg.sn Z.m );
® : agisal hiz (rad/sn).

Diizlem harekette rijit cismin kinetik enerjisi:

1 1
Tk = EIHV2 +EI()(;)2 (78)

Is ve enerji prensibine gore rijit cisim iizerine yerdegistirme siiresince etkiyen dis
kuvvetler tarafindan yapilan is, ayni yerdegistirme esnasinda cismin kinetik enerjisindeki

degisime esittir.
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7. ORNEKLER

Ornek 7.1: Baslangigta serbest uzunlugu 20 cm olan bir yay, basing altinda net 5 cm
kisalarak
15 cm oluyor. Yay1 7,5 cm daha (toplam 12,5 cm) kisaltarak 7,5 cm uzunluguna

getirmek i¢in yapilan ilave isi hesaplayiniz (Yay katsayis1 K =4 N/cm

kabul edilecektir.Yani, F=4 §).

Coziim: Tarif geregince ( (7.1) formiilii) yay1 5 cm den 12,5 cm-e kadar kisaltmak i¢in

gereken is:
125 1, 12,5

W, = [Fds= [ dsds = 428°| =2625 (Nem).

Is asagidaki gibi de bulunabilir:

12,5 5

W, = [ dsds — [4sds =312,5- 50 =262,5 (N.cm).
0 0

Ornek 7.2: W agirliginda ve L uzunlugunda ince bir cubuk, bir ucundan yatay diizleme bir
pimle baglanmistir (Sekil 7.1I). Baslangicta diisey konumda olan gubugun diismede

acisal hizin1 bulunuz.

Sekil 7.11

Coziim: Is yapan tek kuvvet % diisey mesafe kadar diisen W agirligidir. Bu zaman

yapilan is % dir. Kinetik enerji:
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Ti=0den T, =—I,.0= %(%ELZ ).®" kadar degismistir.Bu durumda
g
W, =T, -T; veya WL = lELz())2 > 0= 1/3—g bulunur.
2 6 ¢ L

Ornek 7.3: Agirligi 40 kN olan 1,8 m uzunlugunda ince bir cubugun, bir ucundan gegen
diisey bir eksene gore hiz1 10 devirde 20 devir/dak dan 50 devir/dak ya ¢ikiyor.

Bunu yapmak i¢in gerekli sabit M momentini bulunuz.

) .
Coziim: Verilir: W =40 kN; ®, =20devir/dak = —0 devir 2T rad
sn sn

=2,09rad/sn

®, =S50devir/dak = 2—3.275 =5,23rad/sn

8 = 10devir = 10devir.2z_24

—=62,8rad L=18m
devir

Bir ucundan gecen eksene gore cubugun kiitlesel atalet momenti

I,=—mL’ dir. m=2
3 g

I, = 1.ﬂ.(l,8)2 =4,2kN sn’ m
398

Yapilan is donen cismin kinetik enerjisindeki degisime esittir:

W=M6 =%10(m§ —©’)= M.6,28 = %.4,2.(5,232 ~2,09%)

M = 0,77 KN.m bulunur.
Ornek 4: 10 m/sn lik bir ilk hizla yuvarlanan bir kiire

30°1ik bir egik diizlem iizerinde harekete
basliyor (Sekil 7.1V). Kiire diizlem {izerinde

nereye kadar yuvarlanacaktir?

Sekil 7.1V
Coziim: [lk kinetik enerji T; , yolun sonunda

T,=0 olur. Is yapan tek bilesen W

agirliginin diizlem iizerindeki (negatif)
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. 1
bilesenidir. Yapilan is: W, = —(Wsin30").x = —EW.X dir.

L ) 1, 1., .

Ik kinetik enerji: T = Emvl + EI(DI ve Vi =M oldugundan
1 1

T,=—mv, +—mv, = lmvf = lﬁvf = 0,7.E.102 =T,;=5,78W
2 5 10 10 g 9,8

Yapilan is kinetik enerjideki degisime esittir:

Wi=T,-T; veya —%.W.X=0—5,78W =X=11,6 m.

Ornek 7.5: Sekil 1 de A blogu 500 kN, B blogu 640 kN dir. Tamburun atalet momenti

I=17 kN.sn>.m dir. A cismi 1,8 m/sn lik hiza erismeden dnce ne kadar yol alir?

I
A B
Sekil 7.V
Coziim: Verilir: WA =500 KN, Wg =640 kN,

ri=03cm, r,=0,9m,

va=1,8 m/sn, I =17 kn.sn>m

SA =?
Yapilan is Wy =500.55 — 640.Sg dir. Sistemin geometrisinden

sg = 1/3 sp dir veya vg=1/3 v,

Wi =500 54 — 640.§SA = 286,75, (I)

43



Sistemin ilk kinetik enerjisi T1 = 0. Son kinetik enerji

1

1 1
T =—EmAVi +EIO)2 +EmBVf3 dir.

2

1
Vo= 1,8m/sn, vg =§ v, =0,6m/sn o halde

0)=V—A= 1 =2rad/sn dir. Buradan
r, 9
1 500 1 1 600
=—.——.(1,8)+—-.17.2" + —.—.(0,6)’ =125 11
2= 98( ) + 5 5 9,8( )§ (IT)

(1) ve (2) den 286,7 s, =125 = s, =0,44 m bulunur.

7. PROBLEMLER

Problem 7.1: Agirlig1 200 N olan bir yapma uydu, diinya yiiziinden 2500 km ytikseklikte
dairesel bir yoriinge iizerinde donmektedir. Bu ylikseklikte yer ¢ekim ivmesi
5,1m/sn” dir. Yoriinge hiz1 24000 km/s olduguna gore uydunun kinetik enerjisi

ne olur?

Problem 7.2: Agirligi 400 kN olan bir demiryolu arabasi, yiizde 2 egiminde bir rampada
asag1 dogru 150 m yuvarlandiktan sonra, bunu izleyen yine yiizde 2 egimli
ikinci bir rampada yukar1 dogru 100 m ¢ikarak duruyor. Arabanin ortalama

yuvarlanma direncini hesaplayiniz.

Problem 7.3: Bir ip 300 kN gelen kati, homojen bir silindir etrafinda sarilmistir (Sekil I).

Stikunetten itibaren 1,8 m distiigiinde G merkezinin hizin1 bulunuz ( r= 0,45 m).

LS

Sekil T
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8. IMPULS VE MOMENTUM

F kuvvetinin t; ve t, zaman arasindaki lineer impulsu F ile dt ¢arpiminin t; ile t;

arasindaki integrali olarak tarif edilir. Matematiksel olarak

L., =TF.dt (8.1)
Y
dir.
Burada F, t’nin fonksiyonudur.
F kuvveti, (t,—t;) zaman aralidinda sabit ise
I,=F.(,-t) (8.2)
olur.

Impuls, vektor (kuvvet) ve skaler (zaman) carpimu ile belirlendigi i¢in bir vektordiir.
O halde eksenler boyunca bilesenlerine ayrilabilir. Birimi N.sn’ dir.

Bir parcacigin herhangi bir andaki lineer momentumu, kiitlesi ile, o andaki hizinin

carpimina esittir.
M, =mV (8.3)

Lineer momentum bir vektor (hiz) ve bir skaler (kiitle) ile belirlendigi i¢in bir vektordiir. O

halde eksenler boyunca bilesenlerine ayrilabilir. Birimi N.sn’ dir..

Parcaciklar grubunun lineer momentumu, toplam kiitlenin kiitle merkezine toplandigi

kabul edilerek hesaplanan lineer momentumuna esittir :

M =(m,+m_ +...... + mn).v (8.4)

Burada Mym — grubun lineer momentumu ; m;, m; ..... m, her bir parcacigin

kiitlesi(N.sn?/m) cinsinden; v kiitle merkezinin lineer hizi (m/sn) cinsinden.

Lineer impuls ve momentum prensibine gore herhangi bir zaman araliginda bir
parcacik grubuna etkiyen lineer impulslarin verilen bir dogrultu iizerindeki bilesenlerinin

cebirsel toplami, parcacik grubunun lineer momentumunun ayni dogrultudaki

bilesenlerinin degisimine esittir. Matematik olarak X dogrultusu icin bu asagidaki sekilde

ifade edilir.
2D, =AM,), (8.a)
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Bir F kuvvetinin O noktasindan gegen bir eksen etrafinda agisal impulsu, kuvvetin M,
momenti ile dt ¢arpimimin zaman limitleri t; ve t; arasinda alian integrali ile belirtilir.

Bu matematiksel olarak ifade edilirse

(A1), =M, .dt dir. (8.b)

F kuvveti zaman aralig1 (t,-t;) esnasinda sabit kalirsa agisal impuls
(A.L,), =M, .(t, —t,) (8.)

Acisal impuls bir vektdr (kuvvetin momenti) ve bir skalerin (zaman) carpimi ile
belirlendigi i¢in bir vektordiir. Birimi kuvvet, mesafe ve zaman carpimi ile belirtilir

(N.m.sn).

Bir parcacik grubunun acisal momentumu grup i¢indeki her pargacigin agisal

momentumunun toplamina esittir :
(A,.M  ),=m.vXr+myVXr, +... +m Vv Xr, (8.5)
Burada O herhangi bir eksen iizerindeki nokta; (A ..M, ),- pargacik grubunun O noktasi

etrafindaki agisal momentumu ; my, My,.....M, her bir parcacigin kiitlesi ; V1,Va,.....Vy her

bir parcacigin hizi ; ¥qy Fageeeel'n: Vi, Va,.....V, h1z vektorlerinin sirasiyla O noktasindan dik

uzaklhigidir.

Acisal Impuls ve acisal momentum prensibine gore bir pargacik gurubuna herhangi bir zaman
aralig1 esnasinda tesir eden dig kuvvetlerin O noktasindan gegen bir eksen etrafinda agisal
impulslarinin  cebirsel toplami, par¢acitk gurubunun ayni eksen etrafindaki agisal
momentumunun degisimine ( ayni zaman araliginda) esittir.

Bu matematiksel olarak asagidaki sekilde ifade edilir;

DAL, =AM M,,), (8.6)
Su prensibe gore, cismin dtelenmesinde daha 6nce gegen esitlikler su hali alir :

2(0,,), =AM,,), =m.(v, —-V,)

2(@,,), =AM,,), =m.(v, -V, )

Burada Z(Imp ),> Z:(Imp ), dis kuvvetlerin sirasiyla X, y dogrultusundaki lineer

(8.7)

impulslari, (N.sn) cinsinden;
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V.V, — cismin X ve Y dogrultusundaki son hizlar1 (m/sn);

X2

Vv, 5V, — cismin X ve y dogrultusundaki ilk hizlari .

X1
Gosterilen prensibe gore, bir cismin dénmesinde daha 6nce gecen esitlikler su hali alir :

DAL =AA M), =1 (0, -0,) (8.8)

Burada Z (A, .I,,),- dis kuvvetlerin O noktasindan gegen donme eksenine gore agisal

impulsu (N.sn.m); I, — cismin dénme ekseni etrafindaki atalet momenti (N.m.sn%); @, ve

;- sirastyla cismin son ve ilk agisal hizi (rad/sn).

Bir cismin diizlemsel hareketinde daha 6nce gecen esitlikler su hali alirlar :

>, =AM,,), =m(V, -V, )
D0,), =AM,,), =m.(V, -V, ) (8.9)

Z(Ac'lmp)c = A'(A‘,"Mom)c = Ic'((Dz -9,)

burada I . — kiitle merkezinden gecen eksene gore atalet momenti.
Iki cinsin carpismasinin biitiin hallerinde kiitleler ¢ok kiigiik zaman araliginda tesir eder
ve genellikle belirsizdir; impuls ve momentum denklemlerinde zaman ihmal edilir.

Iki cisim arasinda direkt merkezsel carpisma icin carpisma katsayisi, ayrilma relatif

hizinin, iki cismin yaklasma relatif hizina oranidir :
V.=V,
e=——— (8.10)
u —-u,
burada € — carpigsma katsayisi, Uy, U, — carpismadan Once sirasiyla 1 ve 2 cisimlerinin
hizlar1 (m/sn). iki cisimde aym dogrultuda hareket ediyorsa ¢arpma meydana gelmesi icin
U; > U3 olmalidir. vy, v, — cisimlerin sirasiyla ¢carpismadan sonraki hizlari (m/sn).

Carpisma esnasinda cisme ayni kuvvet (esit ve zit reaksiyon) tesir ettigi igin,
carpismadan 6nceki momentumun toplami, ¢carpismadan sonraki momentumun toplamina esit
olmalidir. Bunun matematiksel ifadesi asagidaki gibidir :

m.u, +m,u,=m,.v, +m,.v, (8.11)

burada my, m, — sirasiyla 1 ve 2 cisimlerinin kiitlesidir.
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Uy, Uy — sirastyla 1 ve 2 cisimlerinin ¢arpismadan 6nceki hizlari

Vi1, V2 — sirastyla 1 ve 2 cisimlerinin ¢arpismadan sonraki hizlart.
Vi ve V; bilinmeyenlerine gore (8.10) ve (8.11) denklemleri ¢oziiliirse

_m,u,.(1+e)+u,.(m —em,)
=

m, +m,

s (8.12)

v _m .u,.(l+e)+u,.(m,—em,) )
’ m, +m,

aliriz.

a ) Tam elastik cisimler i¢in, yani € =1 i¢in

2m,.u, +u,.(m, —m,) O

v, =
m, + m,
s (8.13)
v, = 2.m u, +u,.(m, —m,) )
m, + m,
olur.
m=m; =m, haliigin
Vi=UuU ; V=W olur. (8.14)
b ) Elastik olmayan carpismada (e = ()
v oy, = m,.u, +m,.u, 3.15)

m, +m,

olarak bulunur.
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8. ORNEKLER

Ornek 8.1: 30 kN agirliginda bir blok, yatayla 30° lik egimli bir diizlem iizerinde, durgun
halden baslayarak, asagiya kayiyor. Blok ile darasinda kinetik siirtiinme katsayisi

p = 1/4 olduguna gore 3 sn sonunda blogun hizini bulunuz.

Sekil 8.1

Coziim: Verilenler: W=30kN, 0.=30", u=1/4,t=3sn Vx1 =0 .
V=?
Z:(Imp)x =AM,,), veya QO F)t=m.(v,-v,)
t=3sn; vgy=0; vy =3sn sonundaki hiz.

2
m= =30 _ 3 gghlen
g 98 m

ZFy =0 (Cinki y yoniinde hareket yoktur) =

N — W.cos 30’ =0 = N =30.0,866 kN
> F, =0= W.sin 30" - ©.N =0, N = 25,98 kN.
(8.1) den: ( W.sin 30" -pi.N).t = ( vy — Vy2).m

1
(30.0,5 -2.25,98).3 =3,06.v )= v_, =8,34m/sn
Ornek 8.2: 25 kN lik bir blok yatay diizlem iizerinde siikunetten F = 3t -5t* ye gore degisen

F yatay kuvveti etkisi ile harekete geger. Maksimum hizi bulunuz.

Coziim: Verilenler:vi=0, W=25KN,v, =V.

Vz = ?; Vmaxz ?

>,,). =AM,,), veya [Fdt=m(v, -v,)
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tt _t' 25

j'(3t—5t2)dt=E(v—0):>3——5.———V

" g 2 3 98

=V = 0,588t2 - 0,653t3 + Ci. Vmay icin dv/dt =0 olmalidir.
dv

g = L1766~ 19598 = 0= t=o0,6sn.

Vmax= 0,588.(0,6)* — 0,653.(0,6)°= 0,07

Vmax= 0,07 m/sn .

Ornek 8.3 : Sekil 1 de gosterilen ve yaricap1 0,6 m olan bir makara asili olarak 5 kN ve 7.5
kN
luk iki agirlik tasimaktadir. Agirliklarin hizin1 3m/sn den 6m/sn ye yiikseltmek

icin gerekli zamani bulunuz .

T, T

W,

Sekil 8.111

Coziim: Verilenler: W;=5 kN, W,=7,5 kN, r=0,6 m, vi=3 m/sn, v,=6 m/sn .
Bir serbest cisim diyagrami ¢izilir. 5 kN ve 7,5 kN luk agirlig1 tasiyan iplerdeki

gerilme kuvvetleri Ty ve T olsun. (8.9) denklemlerine gore yazabiliriz:

5
T, —-5)t=—(6-3), I
(T, -9) 9,8( ) @
7.5
75-T,).t=—"(6-3), 11
( ) 98( ) ()

9

(T, - T,).0,6).t =I(®, — ®,) (II1)
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(1) denkleminde T,.0,6 ve T;.0,6 gerilme kuvvetlerinin makara merkezine

gore
momentleridir. I, + I )=I,=>1I_=mr’
w2=&=i=10rad/sn; col:&:i:Srad/sn
r 0,6 r 096

Konularak (III) denklemi

0,5 1
(T, - T,).0,6t=—"(10-5) olur (111
9,8
(D ve (II) nin toplanmas ile
12,5

(T, -T,).t+2,5t= 5 3 bulunur (IV)

9

25.5
n' d T —T,)t=—""
()" den (T, —T,) 58.8

9

bu deger (4) de yerine konularak

t=1,7sn bulunur.

silindir ani olarak yatay bir diizleme

diisiiriildiglinde yatay geometrik ekseni etrafinda
saat ibreleri yoniinde 36 rad/sn hizla donmektedir. \w\y

Ornek 8.4: Agirlig1 485 kN ve ¢ap1 20 cm olan homojen /‘\0{31

G
Stirtlinme katsayisim1 0,15 kabul ederek: :1:4 £
N

a) Sirf yuvarlanma baslandiginda G kiitle )
Sekil 8.1V
merkezinin hizini ;

b) Bu baglamadan once kiitle merkezinin aldig1 yolu bulunuz ( Sekil 8.1V).

Coziim :  Verilir: W =485 kN, r =10 cm , ®; =36 rad/sn, n=0,15. F=pN.

v=2;s=?
Serbest cisim diyagramini ¢izerek (Sekil 8.1V )
N =W =485 kN ; F=0,15N =0,15.485 = 72,75 kN ;
W _485

——=49,5kN.sn’/m ;
g 98

51



I= %mr2 = %.49,5.(0,1)2 0,25kN.sn*.m  buluruz.

Impuls momentum denklemlerini yazalim:
2d.).=AM,), veya Ft=m(v,-Vv)); vi=0, v,=v. ()
Z(Aglmp )e = A(A(,‘Imp ) Vveya Frt=1l(o, -,) (II)

(IT) de saat ibreleri yonii pozitif kabul edilmistir.
() ve (I) den 72,75t=39,5 (1)) —72,75.0,1,t=0,25(® —36) (1)

0)=X=L=10V dir.
r 01

72,75t =49,5v
—72,75t=2,5v—9) budenklemlerden v=1,2m/sn; t=0,8sn;

v+0
S=

t=0,48m.

Ornek 8.5: Esit iki bilardo topunun ¢arpismadan onceki hizlar1 sirastyla u; =6 m/sn ve
U =- 8 m/sn dir. Carpisma katsayis1 € = 0.8 olduguna gore ¢arpigmadan
sonraki hizlar1 bulunuz.

Coziim :  Asagidaki temel temel denklemler uygulanarak :

V,—V
e=—"—21 ve mu,+m,u,=m,v, +m,v, ; (u+u;=vy+w).
u —-u,
V,—V
B=—"—" veya Vv,—-v, =112 I
6-(-8)
m=m,=m=>6m-8m=mv, +mv,=>v, +v,=-2 (ID)

(I) ve (Il) den |v, =—66m/sn|, |v, =4,6m/sn

Ornek 8.6 : Bir top diisey olarak zeminden 19,2 m si¢riyor. Bir sonraki sigramada 13,8 m

yukseklige ulasiyor. Top ile zemin arasindaki sigrama katsayisi nedir ?

Coziim : Verilenler: hy =19.2 m, h, =13.8 m.

e=7?
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Siikunette oldugu icin Uy =v, =0 olur.

u, =/2gh, =/2.9,8.19,2 =19,4m/sn.

v, =4/2gh, =/2.9,8.13,8 = 16,4m/sn.
Asagi dogru hareket hiz1 pozitif kabul ediliyor

e Y2~ Vi _ 0-(-164)
19.4-0

=0,84.

W,

u
(e= h, _ 138 _ 0,84 gibi de bulunabilir).
h, 19,2
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9. MEKANIK TITRESIMLER

Kiitlesi ve elastikligi bulunan bir cismin belirli zaman araliginda tekrarlanan

hareketine mekanik titresim denir.

Hareketin kendisini tekrarlamasi i¢in gegen zamana periyot denir.

Birim zamandaki salinim sayisina frekans denir.

Sistemin i¢indeki kuvvetlerin tesiriyle sistemde serbest titresimler meydana gelir.

Sistemin serbest titresimindeki frekansina tabii frekans denir.

Sisteme periyodu bozucu dig kuvvetler tesir ettigi zaman zorlanmis titresimler

meydana gelir.
Sistemin tabii frekansi ile zorlanmis titresimlerin frekans: {iist iiste diiser veya bu
frekansla tabii frekans arasindaki fark ¢ok kiigiik olacak sekilde yaklasirsa rezonans olur.

Zamanla yok olan titresimlere kaybolucu titresimler denir. Serbest titresimler

kaybolucu karakterdedirler.

Zamanla kendini tekrarlamaya devam eden titresimlere kalici titresimler denir.

Zorlanmuis titresimler kalici titresimlere drnektir.

Sistemin serbestlik derecesi hareketin belirtilmesi i¢in liizumlu degisken (koordinat)

sayisina baglidir. Ornek olarak Sekil 1°deki yaya baglanan kiitlenin yalmz diisey dogrultuda
diisiintilen hareketi bir koordinatla belirtilebilir. Dolayisiyla sistem tek serbest derecelidir

(x; ng=1).

Sekil 9.2 Sekil 9.1
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Sekil 9.2’de goriilen iki yaya bagli cubugun hareketini tarif etmek icin iki degiskene ihtiyac

vardir ve bundan dolay1 sistemin serbestlik derecesi ikidir (X ve 05 ng = 2).

Basit Harmonik Hareket : Basit Harmonik Hareket zamanin sinils ve cosiniis

fonksiyonlari ile gosterilir. Bundan dolay1 X = X.sin®t (1) basit harmonik hareketin bir

denklemidir. Bu hareket X cm uzunlugunda bir vektoriin, dairesel yoriinge iizerinde sabit ®

rad/sn acisal hizi1 ile donerken ¢ap lizerinde vektoriin izdiisiimii ile temsil edilebilir. Bu tip

harekette :
X : cap lizerinde (cm cinsinden) izdiistim uzunlugu;
X : donen vektoriin (cm cinsinden) boyu;
() : (rad/sn cinsinden) dairesel frekans;
T - 2n sind o
Py sn cinsinden periyot ;
® A ..
f=— : frekans, salinim/sn veya Sn  cinsinden .
T

10. SERBEST (LINEER) TiTRESIMLER

W agirhig1 yay katsayisi veya modilii K (kN/cm) olan diisey bir yaya asilmugtir.

Agirlik denge konumundan X, kadar asagida ve vy ilk hizi ile harekete baslatiliyor

(Sekil 10.1).
/.

Xo 1

lw Sekil 10.1
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Sekil 10.1 de W agirligmin ¢esitli konumlar1 gdsterilmistir. X degerine hareketin genligi

denir. Agirhigin denge konumundan X kadar yukari ¢ikabilecegi tabiidir.

Yaydaki gerilme kuvveti yayin uzamis veya kisalmig konumu ile ilk konumu (W

agirlig1 olmadan) arasindaki uzakligin yay katsayisi ile carpimina esittir.

T=Ak (10.1)

Agirligin denge konumunda ve denge konumundan X kadar asagidaki konumunda

serbest cisim diyagramini ¢izelim (Sekil 10.2 a, b).

T=kA

T
S

Y

a) Denge Konumu b) Dengenin altindaki
konum

T T=k(x+A)

Sekil 10.2

Cismin herhangi bir andaki X konumunun denge konumundan itibaren 6l¢iildiigiine dikkat
edelim.

Sekil 10.2.a ‘da goriildiigii gibi ivme yoktur, dolayisiyla sistem dengededir.
Burada T=k.A=W

(10.2)

yazilabilir. A =W/k

Sekil 10.2.b’de denge konumundan asagi dogru yer degistirmeleri pozitif kabul
edelim. Ivmenin yonii bilinmemektedir, o da pozitif kabul edilirse negatif isaret yukar1 dogru
oldugunu gosterecek serbest cisim diyagramina Newton kanunu tatbik edilirse

sz =m.a veya W—T=E.a
g

elde edilir.

T=k.(x+A) ve W=k.A yerlerine konursa
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—k.x=E.a

g
bulunur.
d’x . d’x k : :
a=—— den hareket denklemi —+ —=.x=0 (10.3) sekline gelir.
dt dt® W

X pozitif oldugu zaman (denge konumunun altinda) ivmenin yukar1 dogru oldugu
goriilmektedir. Buna, agirhik asagiya en alt konumuna dogru hareket ederken ivmenin
yukartya veya hizinin azalacagi seklinde mana verilebilir.

(10.3) diferansiyel denklemin ¢oziimiinii

x=A.sinot+ B.cosot (10.4)

seklinde kabul edebiliriz. Burada @ dairesel frekans ve rad/sn dir.

Bunun ¢6ziim olup olmadigini anlamak i¢in zamana gore ikinci tlirev alinirsa :

dx .
X = P =0 (A.cosot—B.sinot)
(10.5)
dzx 2 e 2 2 . 2
ar =—A.® .sinot-B.o.cosot=—0"(A.sinot+B.cosot)=—0".X
elde edilir.
d’x ) ,
—=-@’.X (10.5%)
dt
(10.5%) degeri (10.3) hareket denkleminde yerine konursa
k
-0’ X+ —g.X =0 bulunur.
\%4
X ¢6ziim kabul edildigi i¢in @ degeri
k
0=, |-5 (10.6)
w

olur.

Bundan dolay1 ¢6zliim asagidaki sekilde elde edilir :

X =A.sin (yVkg/®) t+ B.cos (\kg/w) t (10.7)

Hareketin, devrinin 27t radyan araliginda tamamlanacagina dikkat edelim.
Yani kg/0.T=2rn ; T=2n../o/kg (10.8)

Burada T periyot veya bir devrin tamamlanmasi i¢in gegen zaman.
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Frekans periyodun tersi veya

1 1 |kg ,
=—=—[|-2= dir. (10.9)
T 2 \W

W
Daha 6nce izah edildigi gibi A = ?; W=K.A dir. Bu degeri kullanarak (10.8) ve (10.9)

formiilleri asagidaki gibi yazilabilir :

T=27‘l:\/g ve f=2i % (10.10)
g T

A ve B sabitleri problemin verilen sinir sartlarindan tayin edilecektir.Burada
t=0 da X=Xy, V=V, kabul edilip X in ve V nin bu degerleri t= 0 ile birlikte (10.4)
ve (10.5) denklemlerinde yerine konursa
B=x,, A=E aliriz.
Q)]
Dolayistyla ¢6ziim

v, . .
x=—'sinot+x,cosmt dir. (10.11)
®

(Cozlim bagka bir formiil seklinde de yazilabilir:

x= Xcos(mt— §) (10.12)

Burada X —genlik , ¢— faz agisidir.

X= (ﬁ)2 + X, (10.13)
®
VO
d=tan x,0 (10.14)

Boylece, genellikle harekette bulunan bir agirligin teorik olarak sonsuza kadar devam eden

serbest titresimi inceleniyor.
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11. ZORLANMIS TITRESIMLER (SONUMSUZ)

W agirligi yaya sabiti K (N/em) olan bir yaya asilmigtir. Agirhigin {izerine periyodu

bozucu F.cos .t kuvveti tesir etmektedir. Hareketi inceleyelim (Sekil 1).

T T=k(x+A)

0 I

W F cosmt

Sekil 11.1

F cosmt

Hareketin diferansiyel denkleminde serbest titresimin denklemine nazaran simdi ilave bir

terim olacaktir, yani

2
E.%+ k.x =F.coso.t
g

veya

2
d x_l_k.g.X:F.g
dat> W

Diferansiyel denklemler teorisine goére bu denklemin ¢6ziimii iki parganin toplamindan

.COs .t (11.1)

ibarettir :
1) Yukarida belirtildigi gibi sag tarafi sifir olan (kaybolucu kisim) denklemin ¢6ziimii
2) (11.1) denkleminin herhangi bir 6zel ¢6ziimii.

Kalic1 kisim olarak isimlendirilen ikinci ¢6ziim

X = X.cos o.t (11.2)
seklinde kabul edelim.
Buradan
ax _ —X.o.sino.t  ve d’x =-X.’.cos .t (11.3)
dt dt’
elde edilir.

(11.2) ve (11.3) denklemleri (11.1)’de yerlerine konursa;
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k. F.
- X.0’.cos .t + —g.X.cos .t = —g.cos .t
A% % W

Dolayistyla

X = F.g

= =  veva X=— " 114
k.g— o'W y (15

oluyor.
F kuvvetinin yay lizerine statik olarak tesir ettigi zaman ona verdigi ¢okmeyi A,ile

gosterelim, yani

(11.5)

Ayni1 zamanda W = (11.6)

olduguna dikkat edelim. Burada ®, bozucu kuvvet olmadig1 zamanki tabii frekanstir.
Dolayistyla

A

= F 11.7
1-(@0,) D

seklinde yazilabilir.

. (0)
Incelemeyi kolaylastirmak i¢in —— =1 tanimi yapilirsa kalict kismin ¢6ziimii

A
X=——.coso.t (11.8)
1-r
olur.
Frekansin, bozucu kuvvet frekansi ile ayni olduguna dikkat edelim.
Genel ¢oziim ise
. k. k. 1
X = A.sin( —g.t) + B. cos( g )+ A .cosot  (11.9)
W A% 1-
olur.

(11.9) da ilk iki terim serbest titresimi temsil eder. Titresimi kademeli olarak, yok edecek

sekilde soniimler mevcut oldugundan bunlar kaybolucu karakterdedirler. Dolayisiyla yalniz
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F.1__r2.cosa).t (11.10)

¢Oziimii ile calisir.
Bu ¢6ziimiin maksimum degeri ¢0s @.t =1 oldugu zaman meydana gelir, yani

AF

maks
1-r’

(11.11)

Bu deger genlik olarak isimlendirilir.

Kalic1 kisim genliginin F kuvvetinin sebep oldugu Ar statik ¢okme oranina biiyiitme faktorii

denir :
1
b, = (11.12)
Yo1-r?
o f - -
r=—s=— oldugundan biiyiitme faktori
OJH fn
1
b=——7— (11.13)
to1-(f/f,)
seklinde yazilabilir. r’ ye frekanslar orani denir.

(11.13) degeri f in f, den kiiciik olup olmamasina bagh olarak pozitif ve negatif
olabilir.
f =1 oldugu zaman rezonans meydana gelir ve teorik olarak genlik (Xaks) sonsuz oluyor.

Biiyiitme faktoriiniin, frekanslar orani r ye bagl olarak diyagram asagida ¢izilmistir

(Sekil 11.2).

r | b=
1/(1-%)
0 1
0,2 | 1,042
0,4 | 1,190
0,6 | 1,563
0,8 | 2,778
1,0 |
1,2 | -2,273
1,4 | -1,042
1,6 | -0,641
2,0 | -0,333
3,0 | -0,125
4,0 | -0,067

4

\ be=1/(1-1%)

Sekil 11.2

\
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r > 1 oldygu zamanki negatif deger F kuvvetinin X yer degistirmesinin ters yoniinde
oldugunu gosterir.
r= \/E oldugu zaman b, =—1 dir. Bunun manasi: I orani V2 den biiyiik oldugu zaman

biiylitme faktorii 1 den kiiclik olacaktir. Bu sartlar altinda tatbik edilen bozucu kuvvet, statik

olarak tatbik edildigi zaman yaptiracag1 hareketten daha kiigiik hareket yaptiracaktir.

11. ORNEKLER
Ornek 11.1: Agirligi 250 kN olan bir motor her birinin sabiti k = 20 kN /cm olan dért yay

lizerine oturtulmustur. Motor titresirken frekansini ve peryodunu bulunuz.

Coziim : Her yay W = ? = 62,5kN agirlik tasiyor.

Frekans

po L ke _ 1 20981, o alal /sn=2,82 1/sn
2 \W 23147\ 62,5

Peryot: T = % = 0,355sn bulunur.

Ornek 11.2:10 cm ¢apinda ve 2,5 cm kalmliginda gelik bir disk 1/6 ¢cm capinda ve 60 cm

uzunlugunda bir ¢elik tele rijit olarak baglanmistir. Sistemin tabii frekansini bulunuz?

M, .L

b*

Coziim : Cisimlerin mukavemeti teorisine gore telin donme agis1 0 = dir.

*to
Burada My, - burulma momenti (N.cm); G — kayma modiili, ¢elik icin G =8. 10° kN/ crnz;
_ md’
32

Dolayisiyla burulma yay katsayisi

Iy — diskin atalet momenti, I

1
3,14.()*.8.10°
M, nd'G
k= _mdG_ 6 = 0,0101kN.cm/rad
0 3L 32.60

Silindirin kiitlesel atalet momenti

62



[\]

2 2
1 2, E; Wzn.d hy =T =1.1c.d ey
g 4 4.8

2 -6
;= 78.10KN/em" 3¢ = 981em/sn’ 1 = L (B14:10°.2:5.78.10
2 4.981

Frekansf=i. k_ 1 0,0101 =1,14sahali /sn f=1.14 sn’.
2.n \I, 2.3,1410,000195

Ornek 11.3: Bir maddesel nokta basit bir harmonik hareket yapmaktadir. Maksimum ivme 16

).5* =0,000195kN.sncm

m/sn® ve maksimum hiz 2 m/sn dir. Hareketin genligini ve frekansmi belirtiniz.

Coziim : Verilenler: ama=16 m/sn*; Vpu=2 m/sn

Via=X0 () ; Ana=X.0 (1)
(IT) nolu ifadeyi (I) e bolersek:
W= % =8rad/sn alinz.
(I) den X=M = E =0,25m; frekans f = 2 _ i; f=1,27 sn’".
o 8 2n 2m;

Ornek 11.4: Maddesel bir nokta genligi 10 cm ve periyodu 0,75 sn olan basit bir harmonik

hareket yapiyor. Maksimum hiz ve maksimum ivmeyi hesablayiniz.

Coziim : Verilenler: X=10 cm =0,1m; T=0,75sn.

2
T = _Tc ; Vmak=X-(!) ; amak=X,(})2 ; M= z_n =
© T
2.(3,14
Q) _20G.14) =8,38rad/sn. Vy.=0,1.8,38 =0,84 m/sn ;

0,75

Ama=(0,1).(8,38)*=7,02 m/sn .

Ornek 11.5: Agirligi 50 N olan bir blok, sekilde goriilen bir yay diizlemi ile Ky
astlmistir. Blok diisey olarak asagi dogru cekildikten sonra serbest

birakiliyor. a) Meydana gelen hareketin periyot ve frekansini,

b) hareketin genligi 7,5 cm ise blokun maksimum hiz ve ivmesini k,
hesaplaymiz. |
Coziim : Verilenler: W=50N; k;=5N/ecm; k=6 N/cm. 50N
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a) Yaylar seri bagl oldugu icin

§=8,+8,=—+2

l(1 k2
o,o 2,0 L, 1
k, k, k, k, 5 6

k=2,727 N/em =272,7 N/m .

ot = K 2727 _(272,7).09,81) _ 535 = ®=7,32rad/sn.
m 50 50

g

po2m_2.(3.14)

=0,858 , T= 0,858 sn.

® 7,32
-0 7,32 =1,165cevirim/sn veya f=1,165sn".
2 2.(3,14)

b) X=7,5em=0,075m ; Vy,=X.® = (0,075).(7,32) =0,55 ; Vax= 0,55 m/sn .

Amar= X.0 = (0,075).(7,32)> = 4,01 ; Amai= 4,01 m/sn>.
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11. PROBLEMLER

Problem 11.1: Agirligi 40 N olan bir A bilezigi, katsayis1 K =4 n/cm olan bir yay iizerinde

sekil 1 de goriildigl gibi hareketsiz durmaktadir. Yay 5 cm sikistirildiktan sonra serbest
birakilirsa meydana gelen hareketin periyodunu,maksimum hizin1 ve maksimum ivmesini

hesaplayiniz.

Sekil T

Problem 11.2 : Agirlig1 40 N olan A bilezigi bir yayin lizerinde sekil 1 de goriildiigii gibi

hareketsiz durmaktadir.Bilezik yaya baglanmistir ve genligi 5 cm siddetinde basit bir

harmonik hareket yapmaktadir.
a) K yay katsayisinin miimkiin olan en biiyiik degerini ,

b) hareketin buna kars1 gelen frekansin1 hesaplayiniz.

Problem 3: Agirlig1 500 N olan bir
blok, Sekil II de goriilen bir yay diizlemi ile k;=5N/cm
asilmistir.Blok diisey olarak asag1 dogru

cekildikten sonra serbest birakiliyor.
500N

a) Meydana gelen hareketin periyot ve frekansini,

b) hareketin genligi 7,5 cm ise blokun
) } .. k; k,=3 N/cm
maksimum hiz ve ivmesini hesaplayiniz.

Sekil I
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12. VIRTUEL iS

Virtiiel Yer degistirme ve Virtiiel Is: Bir parcacigin virtiiel yer degistirmesi, parcacigin

konumunun baglari ile uyusan herhangi sonsuz kii¢lik degisimidir.
Virtiiel is, parcacik iizerine tesir eden biitlin kuvvetlerin virtiiel yer degistirme

esnasinda yaptiklar istir.

Denge : Bir parcacigin dengesi igin gerek ve yeter sart, parcacigin herhangi bir virtiiel yer
degistirmesinde parcaciga tesir eden biitlin kuvvetler tarafindan yapilan virtiiel is sifir
olmalidir.

Bir rijit cismin dengesi i¢in gerek ve yeter sart, rijit cismin baglari ile uyusan herhangi bir

virtiiel yer degistirmesinde cisme tesir eden biitiin dis kuvvetler tarafindan yapilan virtiiel is
sifir olmalidir.

Bagl rijit cisim sistemlerinin dengesi yukarida rijit cisimler icin verilen tarifin aynidir.
Baglarla uyusan bir virtiiel yer degistirmede i¢ kuvvetlerin siirtiinmesine mafsallardaki bag
kuvvetlerinin (hareketin dogrultusuna dik kuvvetlerin) is yapmadig1 kabul ediliyor. Is yapan

dis kuvvetler aktif veya uygulanan kuvvet olarak isimlendirilirler.

Bir sistemin potansiyel enerjisinin (V) stasyoner degeri varsa dengesi vardir.
Dolayisiyla V, X gibi bir bagimsiz degiskenin fonksiyonu ise, dV/ds = 0 denge igin X’in

degerini verecektir.

Kararh Denge :Kararli denge potansivel enerjinin minimum oldugu zaman meydana gelir.

Asagida sekil 1°deki daire seklinde biikiilmiis siirtiinmesiz telin en alt noktasina bir halka
yerlestirilmesi halkanin potansiyel enerjisinin minimum olmasi ile bu denge konumunun

kararl1 olacagin1 gosterir. Ciinkli herhangi bir bozucu tesirden sonra halka en alt konumuna
donecektir. X ekseni bir karsilastirma ekseni olarak kullanilirsa X ekseni altindaki herhangi bir

noktada halkanin potansiyel enerjisi V

V=-W.y=-W./a’-x* (12.1)

dir.
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a
Sekil 12.1: kararli Sekil 12.1:
denge kararsiz denge
Denge konumunu bulmak igin dV/dx sifira esit yazilir :
W Wx .
dx az _ Xz

Dolayisiyla burada ¢dziim i¢in X = () olmalidir (halka en alt noktada). Dengenin tipini

belirtmek i¢in denge konumunda sz/ dx’ yiincelemek gereklidir. Boylece

v W W.x?
dx? =+ a’ —x + (az _Xz)s/z

(12.3)

(12.3)den x =0’ da dZV/ dx’ =+ W/a (pozitif) elde edilir. Bu dengenin karali oldugunu

gosterir.

Kararsiz Denge : Karasiz denge potansiyel enerji V maksimum oldugu zaman

meydana gelir. Sekil 2°de halka telin en {ist noktasina konursa, halkanin potansiyel enerjisinin

maksimum olmasi ile bu denge konumunun kararsiz olacagi seziliyor.

X ekseni lizerindeki herhangi bir noktada halkanin potansiyel enerjisi

V=+W.y=+W./a’—x’ (12.4)
dir.
Denge konumunu bulmak igin dV/dx sifira esit yazilirsa

dv W.x
= =0 (12.5)

dx /az _Xz
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alinz.
Dolayistyla burada ¢6ziim i¢in X = () olmalidir (halka en {ist noktada). Ayn1 zamanda

d’v w w.x?

dXZ m (aZ _X2)3/2

ve buradan X = 0°da d*V/dx’ =—E(negatif) bulunur. Bu dengenin karasiz oldugunu
a

(12.6)

gosterir.

Farksiz Denge : Farksiz denge sistem birakildigi konumda kaldig1 zaman vardir.

Ornegin, kiire yatay bir diizlem iizerine konabilir ve orada kalr (Sekil 3).

Sekil 12.3

OZET :
Sistemi denge haline getiren degiskenin degerini belirtmek i¢in sistemin potansiyel
enerjisi V degisken cinsinden ifade edilir. Yukaridaki agiklamalarda X degisken idi. Denge

haliicin dV/dx=0 X’in degerini belirtir.

2

Dengenin tipini 6grenmek i¢in d incelenir :
X

d’v .

1) —> 0 ise denge kararlidir ;
dx
d’V .

2) — < 0  ise denge kararsizdir ;
dx
d’Vv

3) — =0 ise denge farksizdir.
dx
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13. KUTLESELL. ATALET MOMENTLERI

z
Eksenel atalet momentleri ( Sekil 13.1 ): .
L= [(y’ +2")dm 2
L= [(x*+z%)dm (13.1) [
L= [(x'+y")dm y
Y, X
Sekil 13.1
Diizlemsel atalet momentleri ( Sekil 13.1):
dm
Y a /
— 2
Iy=[z’dm .
I,= [x’dm (13.2) X Bl
Ly= [y’dm P y
\ 4 >
Sekil 13.2

Xy diizlemindeki ince plaklar i¢in ( Sekil 2 ) asagidaki bagintilar vardir:
Ii= J.yzdm ’
Iy= [x’dm , (13. 3)
I,= [p’dm=[(x* +y*)dm =1+,

I, — polar atalet momentidir.

Cok kullanilan bazi cisimlerin Kiitlesel atalet momentlerini bulalim:

13.1. Boyu L . Kiitlesi m Olan Kiiciik Kesitli Cubuk ( Sekil 13.3) :

Y ve Y eksenlerine gore kiitlesel atalet momentinin ifadesini ¢ikaralim.

Ay Ar VG
C dm
L. . ——— . e .p» X
Sekil 13.3
X ledx
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Uzunlugu dX olan gubuk pargasinin kiitlesi dm olsun dm toplam m kiitlesinin
( dx/L ).m kadaridir. Yani dm =(dx/L).m;

O halde
L L
4 im 1 1
L= | Xdm=|—x’dx=—mL’; I,c=—mL’
yG '1': '1': L 12 ’ yG
2 2
L L 1 1
I,= [xdm=[Txldx=—mL’ ; I,=—mL’
0 o L 3 3

Paralel eksen teoremi kullanarak da Iy bulabiliriz:

L 1 1 1
I,=I,g+tm(—~>)’= —mL’+-mL’=—mL’
Therm (=4 4 3
Atalet (Jirasyon) yarigapi ise
|
£ = L olur.
m 2

13.2. Dikdortgen Prizma (blok) (Sekil 13.4a):

Diskin bir yiiziine dik (y ekseni ) eksene gore kiitlesel atalet momentini bulalim
Sekilden de goriildiiyii gibi y eksenine gore blokun kiitlesel atalet momenti dy kalinlikli
a X ¢ kesitli ve dm kiitleli dilimlerin atalet momentleri toplamina esittir. Once a x ¢ kesitli

dy kalinhklhi ve dm Kkiitleli bir ince plagin Iy sini tayin edelim (Sekil 13.4b ).

Sekil 13.4a
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A

d |
y

\4

a
Sekil 13.4b.
=1, +1,
1 1 1
I’, =|—.c’.dm' =—.czj'dm1 =—.c’dm
¥ 12 12

Benzer diisiince ile

z

I, =la2.dm olur.
12

dm Kkiitleli ince plak i¢in IT=1I" + 1" gozéniine alinirsa

I = %dm(az +¢*) bulunur.

" . dy ;
Tiim blok i¢in dm = F.m oldugundan

b1 1
I =|—dm.(¢’ +2a° —
, j ( =13

(a* + cz).d—y.m
12 b

Il
S Cy

1
I =Em(a2 +¢*) bulunur.

13.3. Kiitlesi m ve Kalinhgir t Olan Homojen Kahinhikh Dairesel Disk ( Sekil 135 ):

.Diskin c¢ap1 boyunca se¢ilen X eksenine gore atalet momentini bulalim. Diskin,

kalinligi t, genigligi dx ve degisen yiiksekligi y olan kiigiik pargalardan meydana gelmis

olarak diislinelim
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dx
2

Boyle bir seridin kiitlesi seklin geometrisinden dm dir. X eksenine gére bu

r
1 2ydx.m
seridin kiitlesel atalet momenti I =—.y—2(2y)2 dir
12 #r
Yy
A
4
r
2y e x, >
A\ 4
dx
> |
Sekil 13.5

Toplam I _biitiin bu sekildeki seritlerin atalet momentleri toplamidir. Integrasyon asagida

gosterilmistir.Yalmz y yerine y =~+/r’ —x* nin konmasmin daire denkleminden elde
edildigine dikkat edilmelidir.

IX = Ilzyd—xm‘(Zy)z = 2m J.y3dx =

2m2 .r[( /rz _X2)3dx=
r I

A2 nr? 3nr’?, 3
2m x 3r’x 3rt . ., x mr’
=—(CHr'-x’) + Vr? —=x* + =——sin" =)’ =——
3nr- 4 8 8 r 4
2
mr
I =—
4
Diskin polar kiitlesel atalet momentini bulalim
1
I =I= Zmr2
mr’
I =1 + Iy =
2
Atalet (jirasyon) yarigapi
mr’
k=,-2%= 2 0 dir
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13.4. Yaricapi r ve Kiitlesi m Olan Dik Dairesel Silindir ( Sekil 13.6):

a) Silindirin geometrik eksenine gore kiitle atalet momentini bulalim.

h /z Sa[3dz X X
( A — .
\\\\\\ G,/////
=TT T <
v ~N
/ N\

\\/ Sekil 13.6

Silindir, yiiksekligi dz olan ince disklerden meydana gelmis diisiiniiliirse, bu ince disk i¢in

I —1(%m)r olur.
2 h

Toplam silindir i¢in

h
I d— r’ 1mr2 dir.
5 h 2

IZ=1mr2
2

b) Silindirin agirlik merkezinden gecen x eksenine gore kiitlesel atalet momentini

bulalim.Bu ince diskin X eksenine paralel x' eksenine gore kiitle atalet momenti

L, %(%m)r dir.

Paralel eksen teoremine gore:

=1 + (gm)z2 =1%mr2 + dz.m
¥ h 4 h

z’ bulunur.

73



Silindirin Iy i bitiin disklerin I’ lerin toplamu ile bulunur:

h h h
2 2 L) 2
I = j'(l—zmr2 4 Mz dZ)= o Idz +Ejzzdz=
44 h h 4h % h3
2 2 2
=—mr’+—mh’=—(3r* +h?)
m
I =—@Gr’+h’
x 12( )
A Z

13.5. ici Bos Homojen Dik Dairesel Silindir ( Sekil 13.7) :

Silindirin geometrik eksenine gore kiitle A \ I,

atalet momentini bulalim.

Das silindir i¢in
1 1 h
I'=—m,r, = E(nrdzhﬁ)rd2

I¢ silindir i¢in
v
\_/

I = 1miri2 = (nrhd)r;
Sekil 13.7

i¢i bos silindir igin
[ =I'-1 = l7ch8rd4 — %nhSr{‘ = %nhS(r: -r')

I = 1ﬂ:héi(rd4 -r')= %ﬂ:hfi(rd2 —r}).(r; +1))
Parantezler agilirsa

I = (%TCS hr; — %TCS hrl)(r; +1))= %(md —m,)(r; +r))= Em(rd2 +r])

z

1
I = Em(rd2 +1’) elde edilir.

Burada m i¢i bos silindirin kiitlesine karsilik gelmektedir.

13.6. Kiitlesi m ve Yaricapi r Olan Kiire (Sekil 13.8):

Kiirenin ¢apina gore kiitle atalet momentini

Vi<

bulalim. X0y diizleminde paralel bir ince disk

secelim.Yogunluk & kabul
Sekil 13.8
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ediliyor.Yaricapt X olan ince diskin Z eksenine gore kiitlesel atalet momenti

dir.Biitiin kiirenin I, sini bulmak igin her bir atalet momenti toplanur.

Burada dm =38dv = §(nx’dz)

I = _j%(&cxzdz).xz =%n8_jx4dz

Kiirenin Xz diizleminde bir kesiti (bir daire)

xX>+z’=r oldugundan
1 % 8

I = —TCSI(I‘Z —2’)dz=—ndr® bulunur.
2 5 15

| =£758r5
15

z

4 2 .,
burada m= gﬂ:r O dir. O halde I, = —mr” bulunur.

5
n \F _
Atalet yarigapi k=,-—*=,—-r dir.
m 5

Lmy
2
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