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Kontextfreie Grammatiken ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Gegeben ist eine Regel | — r.
& Wenn in einem Wort w das Zeichen / vorhanden ist, darf / in w

durch r ersetzt werden.

® Wir schreiben w — z, wenn w durch Anwendung einer
Ableitungsregel in z umgewandelt werden kann.

. . * . .
@& Wir schreiben w — z, wenn w durch Anwendung einer, keiner
oder mehrerer Ableitungsregeln in z umgewandelt werden kann.

Die von einer Grammatik G = (2, V, S, R) erzeugte Sprache L(G) ist
die Menge aller Worter z € X* fir die gilt S 5z
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Beispiel Kontextfreie Grammatiken

Welche Grammatik erzeugt die Sprache tber dem Alphabet > = {0, 1} deren vorletztes Zeichen 0 ist?
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AKIT

Beispiel Kontextfreie Grammatiken

Welche Grammatik erzeugt die Sprache tber dem Alphabet > = {0, 1} deren vorletztes Zeichen 0 ist?

Grammatik G = (2, V, S, R) mit

> = {0,1}
V = {SAB}
R = {S— A0|A1l, A— B0, B — ¢|B0|B1}

Ableitung:
S — A0|A1 — B00|B01 — ...
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Kontextfreie Grammatiken

In TGl werden wir Grammatiken kennenlernen, deren Produktionen
mdchtiger sind, als die von kontextfreien Grammatiken.

Wir werden auch Sprachen kennenlernen, die nicht von Grammatiken
erzeugt werden kénnen.
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Endliche Automaten und Regulare Sprachen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

>={0,1}

L"={wlz|weXzel}
Sprache aller Wérter Gber 3 = {0, 1},
deren vorletztes Zeichen eine 0 ist.

L"=({oyu{1h*-{0}- ({0} u{1})

ist regular.

Ein DEA der L’ erkennt.

® Gibt es zu jeder regularen Sprache einen endlichen Automaten,
der diese erkennt?

® Falls ja: Wie kann man diesen konstruieren?

® Welche Sprachen werden durch endliche Automaten erkannt?
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Reguléare Sprache = Endlicher Automat

Jede regulare Sprache L wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

Erinnerung:
Eine Sprache L C ¥* heif3t regular, wenn flr sie einer der folgenden Punkte gilt: (induktive Definition)
® Verankerung:
a [ ={a} mitae X oder
@ [ ={¢} oder
a[=0
® |nduktion: Es gibt reguldre Sprachen L¢, L, sodass
@ | =[4-Lsoder
® [ =/[4ULpoder
w L=
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Reguléare Sprache = Endlicher Automat

Jede regulare Sprache L wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

@ |nduktion Uber n = Anzahl der Schritte in induktiver Definition von L
® |nduktionsanfang n = 1:

pY
15, i
b))
L=0 L=1e}

® [nduktionsannahme: Fir alle L, die durch weniger als n Schritte
induktiv definiert sind, existiert akzeptierender DEA
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Reguléare Sprache = Endlicher Automat

Satz.
Jede regulare Sprache L wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

® Induktionsschluss:
® Firn>1gqiltL=L;ULlyoderL=Ly-LyoderL=L mitLq, L, regular.
® Fall1:L=Li ULy
® Sei Ay DEA der L akzeptiert und A, DEA der L, akzeptiert
® |dee: ,Baue” aus Ay und Az Automaten der L akzeptiert
® 1. Versuch: A

<8
K
® (9
O
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Reguléare Sprache = Endlicher Automat Q(IT

Satz.
Jede regulare Sprache L wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

® Induktionsschluss:
® Firn>1gqiltL=L;ULlyoderL=Ly-LyoderL=L mitLq, L, regular.
® Fall1:L=Li ULy
® Sei Ay DEA der L akzeptiert und A, DEA der L, akzeptiert
® |dee: ,Baue” aus Ay und Az Automaten der L akzeptiert
[

1. Versuch: Y\ .
1 @ ® Brauche Ubergang ohne
*@ ©>F1 Lesen eines Zeichens mit

WahImdglichkeit

A
? @ ® DEA’s erlauben das nicht

@ ® Rest des Beweises: spater!
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Nichtdeterministische endliche Automaten

® Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) besteht aus:
& (), einer endlichen Zustandsmenge; ® g, einem Startzustand;
® 3 einem endlichen Alphabet; ® F einer Menge von Endzusténden;
® §, einer Ubergangsfunktion
5: Qx (Zufe}) — 29
® |[nterpretation von §:
® Bei Abarbeitung eines Symbols a von Zustand g kann der Automat
sich nichtdeterministisch ,,aussuchen® in welchen Zustand aus

der Teilmenge §(q, a) er Ubergeht
®  Auch mdglich: Springe spontan ohne Lesen eines Zeichens aus ~

in neuen Zustand aus Teilmenge 6(q, ¢) (¢e-Ubergang)
z.B.. 6(g.a) ={q1,Gs,.q12}; 6(q.¢) ={as.a7}; 6(q.b) ={aq1}
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Beispiele fur NEA’s

Beispiel 1:

" 5(s,0)={sq}
® peim Lesen von 0 im Zustand s kann NEA zu Zustand g
oder s wechseln
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AKIT

Beispiele fur NEA’s

Beispiel 1:

" 5(s,0)={sq}
® peim Lesen von 0 im Zustand s kann NEA zu Zustand g
oder s wechseln

® w = 10 wird nicht akzeptiert
® w = 01 wird akzeptiert

® Sprache aller Worter Gber {0, 1},
deren vorletztes Zeichen 0 ist

® Ein NEA akzeptiert eine Wort w € *, wenn es eine Folge von
Ubergangen gibt, so dass er bei Eingabe von w in einen
Endzustand gelangt,
d.h. bei Eingabe von w ein Endzustand erreichbar ist.
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Beispiele fur NEA’s

Beispiel 2:

P = 5(s.) = 51,52}

Ay O ® mit e-Ubergang kann der NEA ohne Lesen eines

7™ (@F Zeichens zu s; oder s, wechseln

> 1 ® Automat akzeptiert die Sprache L(A1) U L(A)
& (9
6

® Ein NEA akzeptiert eine Wort w € *, wenn es eine Folge von
Ubergangen gibt, so dass er bei Eingabe von w in einen
Endzustand gelangt,
d.h. bei Eingabe von w ein Endzustand erreichbar ist.
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Aquivalenz von NEA’s und DEA’s

Zwei endliche Automaten, die dieselbe Sprache akzeptieren, heiBen dquivalent.

Satz. NEA = DEA

Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es einen
aquivalenten deterministischen endlichen Automaten.
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Aquivalenz von NEA’s und DEA’s ﬂ(IT

Zwei endliche Automaten, die dieselbe Sprache akzeptieren, heiBen dquivalent.

Satz. NEA = DEA

Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es einen
aquivalenten deterministischen endlichen Automaten.

Beweis: durch Potenzmengenkonstruktion
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion

0,1

NEA
0

® Zustande des DEA «» Mengen von Zustédnden des NEA
® (Ubergange des DEA «v» Mengen von Ubergingen des NEA

10/19 05.11.2020
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion
! DEA
0,1 NEA
0
%m
1

® Zustande des DEA «» Mengen von Zustédnden des NEA
® (Ubergange des DEA «v» Mengen von Ubergingen des NEA
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion

1

NIEO=C)
0
O (q¥01]

DEA

® Zustande des DEA «» Mengen von Zustédnden des NEA
® (Ubergange des DEA «v» Mengen von Ubergingen des NEA
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion

! DEA
0, 1 NEA 0
0
’
1 @

® Zustande des DEA «» Mengen von Zustédnden des NEA

® (Ubergange des DEA «v» Mengen von Ubergingen des NEA

10/19 05.11.2020 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



AKIT

Beispiel Potenzmengenkonstruktion

! DEA
0,1 NEA 0 @
: (1)
1 0
‘ (e

® Zustande des DEA «» Mengen von Zustédnden des NEA

® (Ubergange des DEA «v» Mengen von Ubergingen des NEA
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion

® Zustande des DEA «» Mengen von Zustédnden des NEA
® (Ubergange des DEA «v» Mengen von Ubergingen des NEA
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion

® Zustande des DEA «» Mengen von Zustédnden des NEA
® (Ubergange des DEA «v» Mengen von Ubergingen des NEA
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion

® Zustande des DEA «» Mengen von Zustédnden des NEA
® (Ubergange des DEA «v» Mengen von Ubergingen des NEA
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion

0,1 NEA
0
%m
1

® Zustande des DEA «» Mengen von Zustédnden des NEA
® (Ubergange des DEA «v» Mengen von Ubergingen des NEA
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion

0,1 NEA
0
%m
1

® Zustande des DEA «» Mengen von Zustédnden des NEA
® Ubergange des DEA «» Mengen von Ubergangen des NEA
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Erweiterung von §

Fir einen Zustand g € Q ist der e~Abschluss E(q) wie folgt definiert:

E(q) := {p € Q| pist von q durch e~Ubergange erreichbar}

Beachte, dass qilt:
" E(g)cQ E(q)e2?
® g e E(q), d.h. die Folge von e-Ubergéngen darf auch leer sein

E(q1)
a € a
(w0 —(i——w(1—>D)
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Erweiterung & von §
Idee: Beriicksichtige ¢-Ubergange bei der Ubergangsfunktion

® Beim Lesen eines einzelnen Zeichens

5:Qx (Zu{e}) - 29

E(q) falsa=-¢
5(qg,a) =
@d=1y [ U Ew| fraes
peE(q) \red(p.a)
S((lea)
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Erweiterung & von §
Idee: Beriicksichtige ¢-Ubergange bei der Ubergangsfunktion
® FErweiterung auf Mengen von Zusténden :
5: 29 (zu{e}) » 29

U E(p) fallsa=¢

5(P.a) = 4P _ )
U d(p,a) firaeX
peP
6({s,q1},0a)
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Erweiterung & von §
Idee: Beriicksichtige ¢-Ubergange bei der Ubergangsfunktion
® |nduktive Erweiterung auf Worter:
5:Qx3y —29
E(q) falls w=¢

S(q, W) = S(q’ W) fa”S w=aec Z

U d6(pa) falsw=va acs, |v|>0
ped(q,v)

0(s,w = aa)

(a1
® Esgiltwel(A) o 5sw)NF£0!
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Erweiterung & von §
Idee: Beriicksichtige ¢-Ubergange bei der Ubergangsfunktion
® Analog fur Mengen von Zusténden:
§5:29%x 3" — 29
5Pw)=|_)é(p.w)

peP

5({s,q1}, w = aa)
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Aquivalenz von NEA’s und DEA’s

Zwei endliche Automaten, die dieselbe Sprache akzeptieren, heiBen dquivalent.

Satz. NEA = DEA

Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es einen
aquivalenten deterministischen endlichen Automaten.
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Aquivalenz von NEA’s und DEA’s

Satz. NEA = DEA
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten A gibt es einen aquivalenten
deterministischen endlichen Automaten.

Beweisidee:

® Falls A Eingabe w akzeptiert, so gibt es eine Abarbeitung, die in
einem Endzustand endet

® Falls ein Zustand g bei der Eingabe von w erreichbar ist, so sind
das auch alle Zustéande in E(q)

@ Simuliere® A durch einen DEA
® Zustande des DEA sind Mengen von Zustédnden von A

® Endzustédnde des DEA sind alle Mengen, die Endzustédnde von A
enthalten
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i\quivalenz von NEA’s und DEA’s A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz. NEA = DEA

Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten A gibt es einen aquivalenten
deterministischen endlichen Automaten.

Beispiel: Mdgliche Abarbeitungen von w = ab in einem NEA mit
ab € L,a¢ L und dquivalenter DEA
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i\quivalenz von NEA’s und DEA’s A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz. NEA = DEA

Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten A gibt es einen aquivalenten
deterministischen endlichen Automaten.

Potenzmengenkonstruktion: Gegeben sei ein NEA A =
(Q.%,6, s, F). Wir konstruieren daraus einen DEA A := (Q,3,6,s, F):

® Q=292 d.h. die Zustande des DEA sind Mengen von Zustédnden
des NEA.

5 Qx> — Qmitd(ga) =5(ga) firac>. Esistalsog C Q
und jeder Zustand wird mit seinem e—Abschluss im NEA

identifiziert.
® 5:=E(s)
" F:={geQ|qnF +0}
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Aquivalenz von NEA’s und DEA’s A“(IT
Satz. NEA = DEA

Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten A gibt es einen aquivalenten
deterministischen endlichen Automaten.

@ Zeige per Induktion ber n = |w|, dass fiir alle w € X* gilt:
5G w) =58(s,w)
® Dann gilt:
wel(A) o sGw) eFoSEwWNF+0
& 5(swWNF#0o we L(A)
@ [Induktionsanfang n=0,d.h. w = ¢:
5(5,£) = 5(E(5), &) = Uper(s) E(p) = E(5) = 5(s,2)

14/19 05.11.2020 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



AIT

Aquivalenz von NEA’s und DEA’s

Satz. NEA = DEA

Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten A gibt es einen aquivalenten
deterministischen endlichen Automaten.

® Induktionsannahme: Fur alle Wérter w’ mit |w’[ < n gilt:
S(s,w’) =8(s,w’)
® Induktionsschluss |w| = n+1:
Sei w = w’amit |w’| = nund a € X. Dann gilt:
SGw) = 808G w) a)
= §(6(s,w'),a)

= 50(sw)a) = U 5(p,a) =5(s, w)
ped(s,w’)
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion

a [=(0ut)*o(0uU1)

® NEA A akzeptiert L

@ Konstruiere DEA fiir L:
s=E(s)={s}
d({s},0) = {s . q}
d({st,1) = {s}
4({s,q},0) ={s,q.f}
5({s.q},1) ={s.f}
5({s.q.},0) ={s,q.f}
d({s,q.},1) ={s,f}
d({s,},0) = {s,q}
5({s.f},1) = {s}

Alle anderen Zustande kénnen
gestrichen werden
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Reguléare Sprache = Endlicher Automat

Jede regulare Sprache L wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

Erinnerung:
Eine Sprache L C ¥* heif3t regular, wenn flr sie einer der folgenden Punkte gilt: (induktive Definition)
® Verankerung:
a [ ={a} mitae X oder
@ [ ={¢} oder
a[=0
® |nduktion: Es gibt reguldre Sprachen L¢, L, sodass
@ | =[4-Lsoder
® [ =/[4ULpoder
w L=
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AIT

Reguléare Sprache = Endlicher Automat

Jede regulare Sprache L wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

@ |nduktion Uber n = Anzahl der Schritte in induktiver Definition von L
® |nduktionsanfang n = 1:

pY
15, i
b))
L=0 L=1e}

® [nduktionsannahme: Fir alle L, die durch weniger als n Schritte
induktiv definiert sind, existiert akzeptierender DEA
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AIT

Reguléare Sprache = Endlicher Automat

Satz.
Jede regulare Sprache L wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

® Induktionsschluss:
® Firn>1gqiltL=L;ULlyoderL=Ly-LyoderL=L mitLq, L, regular.
Fall1: L=L U L,
Sei Ay DEA, der L; akzeptiert und A, DEA, der L, akzeptiert
Idee: ,Baue” aus Ay und A, Automaten, der L akzeptiert
Aq @

O g

o "f0
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Reguléare Sprache = Endlicher Automat A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz.

Jede regulare Sprache L wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

® Induktionsschluss:
® Firn>1gqiltL=L;ULlyoderL=Ly-LyoderL=L mitLq, L, regular.

Fall1: L=L U L,

Sei Ay DEA, der L; akzeptiert und A, DEA, der L, akzeptiert

Idee: ,Baue” aus Ay und A, Automaten, der L akzeptiert

Ay

~5) O ® NEA's kdnnen Ubergang
dl ohne Lesen eines Zeichens
—= mit Wahimdglichkeit
2
@ ® NEA'’s kbnnen in DEA’s
@ umgebaut werden
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Regulare Sprache = Endlicher Automat

AIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Jede regulare Sprache L wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

Beweis (Fortsetzung):
@ Fall1: L=Li UL,
@& NEAA :=(Q,2,6,s, F),der Ly U L, erkennt:
B Q=QUQU{s}(s¢ Q)

a F=FUFR
a 5
{6i(g.a)} ,qeQ, ae>
,qe Q\{s}, a=¢
5(q,a) = q \{s}
{s1, 82} ,g=s8, a=¢
0 ,g=8, a#e¢
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Regulédre Sprache = Endlicher Automat

Jede regulare Sprache L wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

Beweis (Fortsetzung):

@ Fall2: L=L;- Lo I
®w NEA A :=(Q,3,8,s, F),der Ly - Lp G
erkennt: Ay
B Q=QUQ @
8 s:=g5
e F=F €
e 5 s
{6i(g.a)} ,9€Q@;, acX 2 y
6(g,a) =40 ,geEQ\Fy, a=¢ §
{s2} ,geF, a=c¢
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Regulédre Sprache = Endlicher Automat

Satz.
Jede regulare Sprache L wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

Beweis (Fortsetzung):
® Fall3:L=L]
® NEAA :=(Q26,s,F), der L] erkennt:

B Q:=QU{sf},(5f¢ Q)
"o {61(q.@} ,qeQ, acs
0 ,qE\F, a=¢
5(q.a) = {f} ,qeFiU{s}, a=¢
0 ,ge{sf}, a+e
{s1} ,q€{sf}, a=¢
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Zusammenfassung

® Regulare Sprachen L sind induktiv definiert.

® Regulare Ausdriicke o beschreiben regulare Sprachen, d.h. L = L(«a).
® Zu jedem regularen Ausdruck a gibt es einen NEA der L(«) erkennt.
® Zu jedem NEA gibt es einen DEA der die gleiche Sprache erkennt.

reguldre regularer NEA A, DEA A,
Sp?ache L= Ausdruck a =  der L(a) der dlesellbe
mit L = L(a) erkennt Sprache wie A
erkennt
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AKIT

Zusammenfassung

® Regulare Sprachen L sind induktiv definiert.

® Regulare Ausdriicke o beschreiben regulare Sprachen, d.h. L = L(«a).
® Zu jedem regularen Ausdruck a gibt es einen NEA der L(«) erkennt.
® Zu jedem NEA gibt es einen DEA der die gleiche Sprache erkennt.

reguldre regularer NEA A, DEA A,
Sp?ache L= Ausdruck a =  der L(a) der dlesellbe
mit L = L(e) erkennt Sprache wie A
erkennt
Ausblick:

® Was kénnen NEAs mit Wahiméglichkeiten, aber ohne e-Ubergénge?
® Gibt es Sprachen, die NEAs erkennen, aber DEAs nicht erkennen?
® Gibt es Sprachen, die NEAs nicht erkennen?
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Testen Sie sich! ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Testen Sie sich:
Sei¥=1{0,1,2,3,4,56,7,89} U {, } U{.}.
Sei Lr C X* die Sprache aller endlichen Dezimaldarstellungen von positiven reellen Zahlen.
Beispiele: 1.024,48 € Lg und 42 € Ly
aber 1024,48 ¢ Lr und 042,00 ¢ Lg und ,,.123 ¢ Ly

~» Finden Sie einen DEA oder NEA flr Lg?
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