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Bases

Matematicas

Produtos Notaveis
(a + b)? = a? + 2ab + b?

(a — b)? = a? — 2ab + b?

a’? + b% = (a + b)?> — 2ab

a% — b% = (a + b)(a—b)

(a + b)3 = a® +3a?b + 3ab? + b3
(a - b)3 =a® —3a?b + 3ab? — b3
a® + b® = (a + b)(a® — ab + b?)
a3 — b® = (a — b)(a® + ab + b?)

a* — b* = (a® — b?)(a? + b?)

Jogo de Sinais
(H)xH)=+
(I x () =-
(I x () =+

Estudante Carneiro®

Simbologia Matematica
> — maior ou igual a ...
< — menor ou igual a...
> — maior que...
<— menor que...
= — implica que
oo — Infinito
V— Para todo
R — Conjunto dos numeros reais
Z — Conjunto dos numeros inteiros
R* — Todos os reais excepto zero (0)
R, — Todos os reais a direita de zero
R_ — Todos os reais a esquerda de zero
S.S — Sem solucdo para todo R
A — Nao existe
U — Uniao
€ — Pertence
® — Fechado
O — Aberto



Sobre

Fungoes

Funcao Polinomial Funcao Racional

As fungdes polinomiais sdo apresentadas na
forma:

f(x) = ax + b (Polindmio de grau 1)
f(x) = ax? + bx + c (Polindmio de grau 2)
f(x) = ax® + bx? + cx (Polinémio de grau 3)

fx) = apx™ + ap_(x" .. +ax + aq

(Polindmio de grau n)

O dominio de uma fungdo polinomial € sempre R,

entao:

D f(polinomial) — R

Exemplos: determine o dominio.

f)=x*+1=Df=R
g(x) =x*+100x = Dg =R

h(x)=x3+x2+x = Dp=R

As funcdes racionais (o termo racional indica raiz)

sdo apresentadas na forma:

f) =vx , f(x) = VxTO..

Quando se fala de uma raiz, temos a raiz de indice
par e a raiz de indice impar. Entdo o dominio
apresenta uma notacao diferente para cada uma

delas:

f(x) = Vh(x)

& Se n for par: Df={x € R:h(x) = 0}

= Sen for impar: Df = R & hforfuncio

polinomial, caso ndo, o dominio nem sempre
sera R.

Exemplos: determine o dominio.
f(x) =+vx+ 1 = indice par (n=2).
Condicdo:x +1=>0 » x = —1

entso: Dp ={x € Rix = —1}ou[-1;+oo[
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As funcdes fraccionarias sao apresentadas na forma:

_hx)
flx) = 700
Alguns exemplos:
f(x) - 9;2:11 g(x) - 3xx:51 hGx) = szo

O dominio de uma fungéo fraccionaria é:
Df = {x € Rig(x) # 0}

Onde g(x) € o denominador. Perguntas frequentes sdo: porque que o denominador
deve ser diferente de 0 (zero)?
Resposta: deve ser diferente de zero para que nao seja igual a Infinito, sabe-se que:

k k
—=+00 € —== —oo,
0 t 0

O objetivo do dominio é achar os valores em todo R que fagcam a funcao existir e nao
existir ao mesmo tempo. Isso funciona porque acha-se uma expressao que diz quais
sao os valores que deve-se substituir para a funcao existir e automaticamente tem-se

os valores que fazem a funcéo nao existir também em todo R.

Exemplos: determine o dominio.

x+1
x+ 2

f&) =

= x+2+#0=>x#* -2

Df={x € Rix# -2}
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Funcao Exponencial

GRAFICO

Estritamente

crescente:

a>1

ae R, \{1} eb€

R, \{1} xy € R

Regra Exemplo
a_X=aX_y 2_8=2_8=28—2=26
ay 4 22

X x a¥ = ax+y 28 x 22 — 28+2 — 210
a¥ Ay 28 2\3
=6 F=0)

95 x 25 =(9x2)5=18°

(53)3 = 53x3 = 59

(19999)° = 1

Estritamente

decrescente:

0<a<1

1 0 1

As funcdes exponenciais sao apresentadas na

~ Aaumasrearas de Potenciacao:  forma

f(x) =a*, a€e R, \{1}
Dominio: Dy = R
Conjunto imagem: |0; +oo[

Monotonia: Crescentesea > 1 e

decrescentese) <a <1

Intercesséo com Oy (0, 1)
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GRAFICO y

y Logaritmando \ Logaritmo

Log.b=x< a*=b

P

Base
0 X 0 X
Crescente Decrescente
~ —_ ~ h(x)
As funcoes logaritmicas s&o apresentadas na forma: f(x) = loga
. (hx) _ — AC +
Tendo: log, =c¢ = h(x)=a° & h{x)>0,ae R*"\{1}

O dominio de uma func&o logaritmica é: Df = {x € R:h(x) > 0}
Propriedades Logaritmicas

a>0eb>0 ece R"\{1}

1) log,(xy) =log,|x| +log,|y|;paraxy > 0;paraa>0ea # 1

2) log, G) = log,|x| — log,|y| ; para § > (0;paraa>0ea#1

3) log,x™ = nlog,|x|; paranpare log,x™ =nlog, x; paranimpar & a>0ea # 1;

4) log,n (x) = % log|q x; paranparelog,nx= % log, x; paranimpar ©®a>0ea# 1;

__logy(b) _ 1 )
5) log,(b) = e (@ — Toan (@’ b>0 k#1ek>0

6) log,(a) =1;a>0ea=+1

7) In(a) =log.(a), onde In significa logaritmo natural ou logaritimo neperiano e e indica euler e

> 1
éiguala: e = Z— ~ 2,7182.
n!

n=0
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Funcodes trigonométricas

f(x) = sen(x)

Periodo

+ O dominio da func&do:R

+ Imagem da funcéo: [—1; 1]

4+ Afuncdo é impar, ja que: sen(—x) = —sen(x);

f(x) = cos(x)

+ O dominio da funcéo: R
4+ Imagem da fungéo: [—1;1]

4+ Afuncéo é par, ja que: cos(—x) = cos(X);

Estudante Carneiro®
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Funcdes trigonomeétricas

f(x) = tan(x)

4+ O dominio da funcao:
4
Dy=R\{5 +km kel|

+ Imagem da funcéo: [—1; 1]

N[ A

f(x) = Cossec(x)

4+ O dominio da funcao:

4+ A funcao é impar, ja que:

D; = R\{km ,k€Z)}

+ Imagem da funcéo: [—1; 1]

4+ cossec(—x) = —cossec(X);

4+ A funcao é impar, ja que:

+ tan(—x) = —tan(x);

Estudante Carneiro®
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As funcdes modulares sdo apresentadas na forma:

f(x) = [h(x)]
Define-se uma funcéo modular como:
Seja uma funcao f:R— R e dada por f(x) = | h(x) | entao:
h(x) se h(x) =0
fx) =
—h(x) se h(x)< 0
Uma aluséo interessante para as fungdes modulares € que podemos imaginar que o

eixo x € um espelho para o grafico das funcoes.

Espelho,
espelho,
espelho meu
‘ existe alguma

funcao mais

impar do que

eu?

Entdo como ja referido acima é possivel analisar uma funcdo modular imaginando

um espelho no eixo x.

Estudante Carneiro®
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Tudo que esta abaixo da origem do plano cartesiano no eixoy, ou seja, valores

negativos de y, nao assumira valores.

Vejamos abaixo o exemplo de duas funcdes:

v=x . : y= x|

Espelho 2]

Estudante Carneiro® 13
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1
Considere as funges f e g definidas por f(x) = 3x2 -2 e g(x) = il

Determine:

1.1 f(0), f(—2),e f(3t),comteR
12 g(20), g(m),e g(t? — 1), comt e R\{—V2 ,V2}

. Este tipo de exercicios consiste em substituir o valor de x na

funcéo dada, assim sendo:

1.1 (a)- Tendo a funcéo dada no exercicio: f(x) = 3x%2 — 2 , calculando o f(0)

temos que:
f(0)=3(0)2-2=0-2=-2

(basta substituir 0 (zero) no lugar de x, e essa l6gica funciona para as alineas

restantes.

f(=2)

f(=2)=3(-2)?-2=03%x4)-2=12-2=10

f@3t),comt € R

f(Bt) =3(3Bt)2—2=(3x9t2) —2=27t2 -2

. 1
1.2 (a)- Tendo a fungdo dada no exercicio: g(x) = ;C—J_rl , calculando o g(20)

temos que:

Estudante Carneiro® 14



T+1

gm - glm)=—

-1
-g(t*-1)

X+ 1 - 1+1 ¢

t2—1 =
—1 8 b s B el R

g(x) = ,comt € ]R\{—\/E ,\/E}

Considere as funcdes f e g definidas por f(x) =Vxe gx) =x3 +1

Determine:

21-f(g9(2)

2.2- g(g(0)), g(m),e g(t> —1),comteR

2.1- Tendo a funcédo dada no exercicio: f(x) = Vx e g(x) = x3 + 1, calculando o

f(g(2)):

emos: f(g(2))

N\

Funcao externa Funcéo interna

resolver o exercicio de dentro para fora, ou seja, da

funcéo interna para a fungao externa, resolvendo temos:

g2)=(2)3*+1=8+1=9 = sendo g(2) =9entdo f(g(2))=f(9)

f(9)=v9=3

g9(9(®) =
12 passo: calcular g(0) = (0)3+1=1
29 passo: calcularg(1) = (1)3+1=1+1=2

Estudante Carneiro®
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gm)=? = gn)=n3+1
gtt—-1) = gt>?-1D=>{>-1)3+1

Para desfazer (t? — 1)3 usa-se conceitos basicos de algebra - produtos notaveis

como: ,onde a=t?e b=1.

(t? = 1)° = (t%)° = 3(t*)*(1) + 3(t*) (1 - (1)° =t° - 3t* + 3t - 1

Juntando temos:

g2 -1 =2 —1)34+1=t-3t* +3t2 -1+ 1

gt? -1 =0@?-1)3+1=1t%—-3t*+ 3¢t2, comt € R

Seja h a funcéao definida, em R por:

, Se x<3
h(x) =

k\/x+1, x >3

Determine: h(—20), h(8),e h(24)

analisar os valores de x e ver se cumpre com a condicao de
alguma funcao presente no exercicio, caso for verdadeira substituir o valor de x na

funcéao.

h (-20) =? Entao x=-20

1 (1
I 5 Sex <3 | 20’ €~ 20 < 3 (verdadeira)
h(x) =4 = h(-20) = {
| |
Wx+1, x>2 \WV=20+1, —20>3 (falsa)
Entdo h(-20) = 1
ntio = ~33

Estudante Carneiro® 16



h (8) =? Sendo x >3 entdo h(x) = Vx+1
h(8)=+V8+1=v9=3
h (24) =? Sendo 24>3 entdo h(x) = Vx+ 1

h(24) = V24+1=+V25=5

4_ Determine o dominio da funcéo f definida por:

|
N
— -
/;_\
-

O dominio de uma fungéo € o conjunto de numeros que podem entrar em uma
determinada funcdo. Em outras palavras, € o conjunto de valores x que vocé
pode colocar em uma funcdo. O conjunto de possiveis valores y € chamado
de intervalo . Se vocé deseja saber como encontrar o dominio de uma funcgao
em varias situacoes, basta seguir estas etapas.

Notacdo para escrever um dominio corretamente

A notacdo adequada para o dominio é facil de aprender, e € importante que
VOCE a escreva corretamente para expressar a resposta correta e obter pontos
completos em tarefas e testes. AqQui estdao algumas coisas que vOCé precisa

saber sobre como escrever o dominio de uma funcgéao:

Por exemplo, [-1,5). Isso significa que o dominio vai de -1 a 5.
+ Use colchetes como|[e]para indicar que um nimero esta incluido no

dominio.

Portanto, no exemplo [-1,5), o dominio inclui -1.

Estudante Carneiro® 17
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+ Use parénteses como ( e ) para indicar que um niimero nao esta incluido no
dominio. Portanto, no exemplo, [-1,5), 5 ndo esta incluido no dominio. O
dominio para arbitrariamente aquém de 5, ou seja, 4.999...

+ Use "U" (que significa "unido") para conectar partes do dominio que séo
separadas por uma lacuna. '

Por exemplo, [-1,5) U (5,10]. Isso significa que o dominio vai de -1 a 10, inclusive,
mas que existe uma lacuna no dominio em 5.

Por exemplo, uma fungcdo com "x - 5" no denominador.

Vocé pode usar quantos simbolos "U" forem necessarios se o dominio tiver varias
lacunas.

+ Use sinais de infinito e infinito negativo para expressar que o dominio continua

infinitamente em qualquer direcéo.
Sempre use (), nao [ ], com simbolos infinitos.
Nota: Podemos usar também ] [ para descrever intervalos abertos, exemplo:

- (0, 1) pode ser escrito como ]0, 1] ;

- [0, +0) pode ser escrito como [0, +oo|.

Estudante Carneiro®
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1
) = —

x—3

Passos para determinagcéo do dominio:

1° Passo: analisar o tipo de funcao

2° Passo: saber a condicao de existéncia desta funcao;

OBS: condicdes da existéncia de funcao na pagina

3% Passo: determinar/ escrever o dominio.

Entdo: f(x) = ﬁ

g(x)

+ E uma funcéo fraccionaria na forma f(x) = ——, onde g(x) é uma constante

h(x)

e h(x) uma funcao polinomial de grau 1.

+ A condicéo de existéncia para uma fungao deste tipo € h(x) # 0 entéo:

1
=— ~3%0
f(x) o - X
X+ 3

£ Df={x € Rix # 3}

fo) ==
x) = —
|x|
+ E uma fungéo fraccionaria na forma f (x) =

+ Condicéo de existéncia: h(x) # 0 ent&o:

X
f(x)=m — x#0

«+ Dp={x € Rikx #0} ou R"

Estudante Carneiro®
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OEE

— sen(x)

. ~ L _9x) .
+ E uma funcao fraccionaria na forma f(x) = % , onde g(x) € uma constante

e h(x) funcao trigonométrica.
+ Condicéo de existéncia: h(x) # 0 ent&o:

Flx) = — () # 0

X)=——""—F=< - 1 —sen(x) #
1 — sen(x)

—sen(x) # -1 /x (—1) sen(x) # 1

sen(x) # 1, € uma equacao trigonométrica o processo de resolucdo € o mesmo
de quando temos sen(x) = 1 e para a resolugao usa-se:

Quando temossen(x) =sen (a) > x=a+ 2kn, kez

sen(x) # 1 - sen(x) # sen (g)

T
X # E+2kn’ kez

" Df={x€]R:x¢§+2kn}

9x2 — 4
[ =53
+ E uma fungéo fraccionaria na forma f (x) = %
+ Condicéo de existéncia: h(x) # 0 ent&o:
9x* — 4 8
f(X)=m - 3x—8+0 —>X:/:§

+Df={x € R:x;eg}

Estudante Carneiro® 20



3x

fe) =777
+ E uma fungéo fraccionaria na forma f (x) = %
+ Condicéo de existéncia: h(x) # 0 ent&o:
f() = — 241 £0
x) = - x* +
x?+1

x*#—-1 = x#*-134VR

E possivel ver que n&o existe um valor em todo R que anule o denominador ou seja

h(x).

i—sz]R

f(x) =v3—x
+ E uma fungao racional na forma f(x) = 1/h(x) onde n é par (n=2);

+ Condicéo de existéncia quando n é par: h(x) = 0 ent&o:

fx)=v3—-x - 3-x=20 -» —-x=-3/x(-1) - x<3

f Y

£ Dy ={xe€R:x<3}0uU]|-00;3]

Estudante Carneiro® 21



fx) = /x2 —4x + 3

+ E uma funcéo racional na forma f(x) = /h(x)

+ Condicéo de existéncia: h(x) = 0 ent&o:

X -3
X -1

(x =3)x—-1)=0
xX<1 oux=3

+ Dy =]—00;1] U [3; +oo]

R

4+ E uma fungao racional na forma f(x) = /h(x) onde n é par (n=2);
h(x) =1- \/3? , entéo é possivel ver que temos outra raiz dentro da raiz.

g(x) = Vx.

+ Condicéo de existéncia para este tipo de funcédo: h(x) >0 e g(x) = 0 entéo:

Lt f)=J1-vVx = 1-Vx=>0 e x>0

—/x=>-1/x(-1) e x>0
x<1 e x=0

Juntandotemos: 0<x <1

+ Dp=[0;1]

Estudante Carneiro® 22



f(x)=3++x

+ E uma funcéo racional na forma f(x) =a-+ W onde n é par (n=2);
+ Condicdo de existéncia quando n é par: h(x) = 0 entdo:
fX)=3++vx - x=0

+ Df={x € Rix = 0} ou [0; +oof

f(x) =\/—x2+5x—6

4+ E uma fungao racional na forma f(x) = 4/h(x)onde n é par (n=2);
+ Condicéo de existéncia quando n é par: h(x) = 0 ent&o:

£ f(x) =vV—-x%2+5x—6- —x*+5x—6 =0

Quando se usa este método para a resolugcdo da equacao do 2° grau, cComo

provar se o0 método esta certo ou se aplica para este caso?

R.: é simples basta:

—x>+5x—-6=>0

@ — 2 Basta fazer o sistema cruzado multiplicando
)<A \u (—x) x (=2) =2x (x) x(3) =3x

@ 3 A soma deve ser igual ao b na equacéao
(x = 2)(—x + 3) =0 axz+bx+c=0
Entdo somando 2x+3x= 5x (esta correto)

Entdo —x2+5x—6>0 = x>20ux<3 — T %

2 3

+ Dp={x €eR:2 <x <3} ou(2;3]

Estudante Carneiro®
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fl) =V4—x?

+ E uma funcéo racional na forma f(x) = W onde n é par (n=2);
+ Condicéo de existéncia quando n é par: h(x) = 0 ent&o:
L f)=Vd—-x2 > 4—x2>0
—x?=—4 /x(-1)
x* <4

x<+V4 = x<+2
—2<x<2

Entéo4—x220 = x>-20ux <2 — T /T

+ Dp={x €eR:—2 <x <2} ou[-2;2]

x?—4

fo) = x+1

. h
+ E uma funcdo racional na forma f(x) = n/% , onde n é par (n=2);

h
+ Condicdo de existéncia quando n é par: % >0 com g(x) # 0 entéo:

x2 —4
x+1

>0 ex+1+#0 — x#-1

Para casos como este o primeiro passo deve ser achar os zeros do numerador e o
dominio desta fungao fraccionaria: x> —4=0 = x*=4 = x=+V/4, x =12
Proximo passo € construir a tabela de sinais usando todos os pontos achados tanto os

zeros do denominador como também o dominio.

Estudante Carneiro® 24



Mais antes disso deve-se saber como construir esta tabela.

A construcao desta tabela varia de bibliografia para bibliografia o que € muito
normal, o importante é saber como construi-la para poder achar o dominio deste

tipo de funcdes.
1° Passo: achar o dominio da funcéo fraccionada dentro da raiz;

2%Passo: achar os zeros do numerador: isso implica igualar a funcao a zero e resolvé-

-la.

32Passo: construir a tabela.

X —0 Zeros do numerador e o dominio +o00
Funcao do
numerador
Funcao do

denominador
Funcao geral

A tabela deve ser preenchida tendo em conta o tipo da fungéao.

E o0 jogo de sinais deve ser efectuado para as colunas apds o preenchimento.

Se a>0 (crescente- do menor para o maior) | Se a<0 (decrescente- do maior para o menor)

+ +

Se a<0 (Parabola voltada para baixo) Se a>0 (Parabola voltada para cima)
Esses
pontos
indicam os
+ / zeros das + +
—0 = - +oo funcdes —00 +o0
L

Estudante Carneiro®



Entdo aplicando a tabela para o exercicio temos:

—00 -2 -1 2 +o0
X
X2 -4 + 0 - - 0 +
x+1 - 0 +

f(x)

- +

Como o exercicio esta explicito a funcao racional deve ser sempre maior ou igual a zero

para a mesma existir em todos os reais, entao na tabela o que esta pintado de laranja

indica o sinal da funcédo quando ela é positiva.

4 D;=[-2; —1[ U [2; 4+oo[

6|x —3
X) =
&) x+ 2
. » . n |h(x) ;
+ E uma funcéo racional na forma f(x) = |——, onde n é par (n=6);

gx)

h
4+ Condicao de existéncia quando n é par: % >0 e g(x) # 0 entéo:

x—3
X+ 2

()

>0 e x+2#0 — x+ -2

Zerosdo numerador: x —3 =0 —x =3

Tabela de sinais

X — -2 3 +00
X-3 - - 10| +
X+2 - 0 + +

* D¢ = ]—00; —2[ U [3; 4o0]

Estudante Carneiro®
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1

FO) =

+ E uma fungéo fraccionaria na forma f(x) = %
+ Condicao de existéncia: h(x) # 0 entdo:
Fl) =— >0
X)=—"—— — X =
1+Vx
D¢ = [0; +oof

1 N 1
Vx—1 x-—5

+ F(x) € a soma de funcoOes fraccionarias;

f&x) =

+ Condicao de existéncia: h(x) # 0 entdo:

vx—1=+0 x—1=0
(ﬁx—l)z/;e (0)2 x=>1

x#*1 x=1

x—5=%0

X #5

X #5

Juntando e analisando se temos que x # 1 entao nao podemos manter x > 1, porque

h& condicao de igualdade aqui, entéo alterando ficamos com x >1.

Analisando o x # 5 é possivel escrevé-lo de uma outra forma se aqui temos x diferente

de5entdo:x>5 e:x <5.Entao:

+Df={x €R: ]1;5] U |5;+0[ }

Estudante Carneiro®
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JIx—4| -8

Vv—lx]+9

f&x) =

Para este exercicio:

1° Passo: encontrar os valores nao negativos para radicais neste caso:

L\/Ix—4|—8 = Ix—4]-8 >0 = |x—4|=>8

Aplicar propriedades do valor absoluto || > a ,a>0 — u<-aouu=a

Ix —4]>8 = x—4<-8 ou x—4=>8 = x <-4oux =12

£ /—|x|+9 = —|x|+9=>0 = —|x|=-9

—|x|=>-9 /x(-1) = [x] <9

Aplicar propriedades do valor absoluto || <a ,a>0 — —a<u<a

x| <9 = -9<x<9

X
Como estamos presentes a uma fungéo na forma: f (x) = % entdo h(x) # 0 sendo

que a funcao h no exercicio é: h(x) =/ —|x|+9 — /—|x|+9 #0 = x#*9 oux+# —9

quando se obtém esses valores deve-se analisar o seguinte:
Temos "9 <x <9 esendox+9 oux=+ —9 altera a condigado para:

-9 <x <9 |istoporque x ndo pode serigual a 9 ou -9 para nao indefinir a funcao.
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Tendo asrectas: -9<x<9,x <—4 ou x =12 construir aretareal e combinar as regides

reais para obter o dominio final da funcéo:

Aberto
Fechado

&
¥

+D;={x€R: —9<x<—4}

f) =Vx3—x

+ £ uma fungao racional na forma f (x) = 1/h(x) com nimpar (n=3);
+ Condicdo de existéncia quando n é impar: Permite qualquer niimero em todo [R;

Lsz]R
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Como esbogar um grafico?

Para fazer a construcao de graficos deve-se ter nogcado basica dos graficos,
nocoes do comportamento de cada funcao, e isso pode ser encontrado na
pagina

Passos para a construcao de um grafico:

1° Passo: analisar qual € o tipo de funcao, o tipo de funcéo varia porque ela pode
ser. polinomial do 1° grau, polinomial do n-ésimo grau, exponencial,

trigonométrica, entre outras;

2° Passo: determinar o dominio da funcao. A determinagcdo do dominio da funcéao
€ muito importante porque o dominio dara a informacéao dos valores que poderao

ser substituidos na tabela para a construcao do gréfico;

3° Passo: construir a tabela fazendo a atribuicdo de valores:

X y

4° Passo: esbocar o grafico no plano cartesiano de acordo com os valores
encontrado na tabela para cada valor de x ha uma imagem y desse valor que
em coordenadas tem-se um ponto (X; y).

AY
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GRAFICOS DE FUNCOES

y, A
y =X ya\
1 1 y=a
y=-x
-1 1 >X -1 0 1 >X
=X
-1 _1
y=-a
y. Para construir o grafico de uma funcdo do segundo grau
(parabola) na forma: : y = ax? + bx + ¢ devemos analisar:
X = —a Xx=a (1) O coeficiente “a” de uma funcao do segundo grau indica
a concavidade:
X a>0 a<o

. . - b A
(2) achar o vértice e a intercessdo com os eixos. Férmula para o Vértice: V = (— 2 4—3)
a>0 y
a<o Y

y = x? y = —x?2
Img = [0, +oof Img = |—o0,0] 1 X

1 -

0 1 X
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y.

Parabola (ramo superior)
11 y =X
0 1

X

Estudante Carneiro®

¥y
y = [x] ,
X
21
1 i L]
-2 10 1 > X
y yl\ . B ] ) 1
1 Hipérbole equiaxial: y = o
a>0 a<o A
11 y = x3 . ]
y=-Xx
X S0 1

“v

N\f
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2

4 ile:v = x3 Y. ~ L 1
Parabola de Neile:y = x3 ¢ Fung3o fracciondria:y = —
x

y

2.

1 |

4 3 2 4 o 1 2 3 1 X 2 a0 ] > X

Grafico de fungao logaritimica: In(logaritmo natural)

FA y,.,
2 i
1 y = In(x)
1 y = —In(x)
0 1 2 3 "X
0 X »
-1
x? y? <2 2 s
Quando a > b: b Quando a < b:

N
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Curva de Gaus:y = e *’

1 2 X

y.

L

Estroféide
a+x
2 — 2
= ()
-a

Circunferéncia

Circunferéncia é o conjunto de
todos os pontos de um plano

equidistantes de um ponto fixo

desse mesmo plano, denominado

centro da circunferéncia.

Y,

N
¥

X

>4v

R
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Esboce o grafico da funcéo h definida por:

h(x) = x?

+ Funcao quadratica (2° grau) incompleta - na forma ax2 onde a=1;
+ Dominio da fungédo: D¢ = R (entdo podemos substituir qualquer valor em todo R);

+ Temosy = h(x) = y = x?2:

X y
Basta substituir estes valores na funcao,
= & exemplificando:
-1 1
y=nh(x) =x%sex =—2
0 0 5
=h(-2)=(-2)"=4
. 1 y =h(-2) = (-2)
2 4
Gréfico
y
A
o s o-
3_
2_
. D
@ 1 ®
C
-2 -1 [ZII.I 1 2 X
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h(x) = x2+1

+ Funcao quadratica (2° grau) incompleta - na forma ax2 +c onde a=1 e c=1;

+ Dominio da fungdo: Dy = R (entdo podemos substituir qualquer valor em todo R);

£ Temosy = h(x) =y =x?+1:

Ponto X y

A -2 5

B -1 2

C 0 1

D 1 2

E 2 5
Grafico

Sempre que tiveres uma
equacado do tipo y=ax?+b
onde a é uma constante,
entdo para achar o vértice
igualando x a zero (x=0) e
achar o valor de y. Ou seja

(0, valor de y).
Tendo y = ax? + b:

se a> 0 curva voltada para

cima:

Estudante Carneiro®

Basta substituir estes valores na funcao,
exemplificando:

y=h(x)=x*>+1sex =—2
y=h(-2)=(-2)*+1=4+1=5

y
E-
A
S 5 - o-
4-
3-
B D
® 2 ®
C
@
-2 -1 i 1 2

36



h(x) = (x — 1)°
+ Fungdo quadratica na forma (x — a)? = x? — 2ax + a®. onde a=1;
+ Dominio da fungédo: D¢ = R (entdo podemos substituir qualquer valor em todo R);

+ Temosy = h(x) =y = (x — 1)%

Ponto X y Basta substituir estes valores na fungéo,
A -2 exemplificando:

B 1 y=h(x)=(x—-1)?%sex=-2
V vertice) 0
D 1
E 2

y=h(-2)=(-2-1)?=(-3)*=9

ROk |h~|O©

Grafico
Quando estamos presentes a

uma equacado do segundo
grau e pretende-se construir o A E
gréfico deve-se achar o vértice
e a intercessdo com o eixo x e
O eixo y. Formula para o
Vértice: 5]

V—( b A)
"\ 2a’ 4a

Intercessado com 0s eixos: 2

Com o eixo x: basta supor que
x=0 e calcular o valorde y, e a B D

coordenada o ponto sera

(0, valor de y calculado)

Com o eixo y: basta supor que

y=0 e calcularovalordey,ea No grafico é possivel observar que foram calculados o
coordenada o ponto sera vértice e as intercessdes com o0s eixos. Tendo:

(valor de x calculado, 0) h(x) =(x—1)?=x>-2x+1aquioA=0,b=-2,a=1

Intercess&o com eixo x: (0, 1) V= (_ zi’ — A) — (_ %, _ %) = (1,0)
Intercessdo com eixo y: (1, 0) a 0 ) (1
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h(x)=|x|+1

+ Funcao modular;
+ Dominio da fungdo: D¢ = R (entdo podemos substituir qualquer valor em todo R);

+ Temosy = h(x) = y = |x| + 1:

Ponto X y
Basta substituir estes valores na funcao,
A -2 3 J exemplificando:
B -1 2
V(vénjce) O 1 y = h(x) = |x| + 1 sex = _2
D 1 2 y=h(-2)=|-2|+1=2+1=3
E 2 3
Gréfico
y
A
[ ] 3 E.
B
D
@ 2 [
19
AV X
2 -1 0 1 2 X
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1° Passo: abrir a parte modular

x+1 sex=0
h(x) =|x|+1=
—x+1 se x< 0

2° Passo: tracar as rectas

I\y

Outra forma de analisar o exercicio

Nos casos em que temos uma funcdo modular podemos abrir a fungdo modular de

modo a ver quais serao as rectas resultantes. Entao sabendo que: h(x) = |x|+1 -

Temos as rectas:
h(x)=x+1sex=0 e

h(x) =—x+1sex<0

a parte x > 0 serd apagada.

Depois de tragar as linhas/rectas, apaga-se as partes

gue ndo correspondem ao intervalo da respectiva

I
I
I
I
recta, por exemplo h(x) =x+ 1, x > 0, entdo a :
parte x < 0 serd apagadae h(x) = —x+1,x <0, :

I

I

Estudante Carneiro®
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h(x) = x|x|
+ Funcao modular;
+ Dominio da fungdo: D¢ = R (entdo podemos substituir qualquer valor em todo R);
+ Temosy = h(x) = y = x|x|:

Tendo conceitos de fungcado modular entado temos que:

Ponto X y
A -2 -4 Basta substituir estes valores na funcao,
B 1 1 1 exemplificando:
C 0 0 y = h(x) = x|x| se x = =2
D 1 1
E 2 4 y=h(-2) ==2|-2| =-2(2) = -4
Grafico
y
4 E.
3 -
2 -
1 D.
-2 -1 D.C 1 2 X
E. »
-2
—
o 4
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1° Passo: abrir a parte modular

h(x) = x|x| =
x(—x) se

2° Passo: tracar as rectas

x(x) sex=0

x< 0

-3 2 -1 0 1 2 3
_1 -

-2 ){: _)(2

Outra forma de analisar o exercicio

Nos casos em que temos uma funcdo modular podemos abrir a fungdo modular de

modo a ver quais serao as rectas resultantes. Entado sabendo que: h(x) = x|x| —

Temos as rectas:

h(x) =x*’sex>0 e

ndo correspondem com o intervalo da respectiva recta, por
exemplo h(x) = x?, x>0, entdo a parte x <0 serd

apagadaeh(x) = —x?,x < 0, a parte x > 0 serd apagada.

Depois de tracar as linhas/rectas, apaga-se as partes que

-2

—

Estudante Carneiro®
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+ Funcao modular;

h(x) = |x — 2|

+ Dominio da fungdo: Dy = R (entdo podemos substituir qualquer valor em todo R);

+ Temosy = h(x) = y=|x—2|:

Ponto X y
Basta substituir estes valores na funcao,
= = “ exemplificando:
B 0 2
y=h(x)=|x—2| sex = -2
c 2 ° h(-2)=|-2-2|=|—-4|=4
D 4 2 Y= B B B
E 6 4
Gréfico
y
A E
[ 4- [
3_
B
' ‘o
1
C
-2 -1 0 1 ¢ 3 1 5 g 7
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Outra forma de analisar o exercicio

Nos casos em que temos uma funcdo modular podemos abrir a fungdo modular de

modo a ver quais serao as rectas resultantes. Entao sabendo que: h(x) = |x — 2| -

1° Passo: abrir a parte modular

Temos as rectas:
x—2 sex—220

h(x) = |x—2| = h(x)=x—2sex=>2 e

—(x=2)se x-2<0 h(x)=2—x sex<?2

2°Passo: tracarasrectas =000 @ m e e e e e e e e e e e e e e e e e I
Depois de tracgar as linhas/rectas, apaga-se

as partes que ndo correspondem com o

I
I
I
I
I
; intervalo da respectiva recta, por exemplo
I
i h(x) =x—12, x> 2,entdoapartex < 2
I
I serd apagada e h(x) =2-xx<2, a
I
I

parte x > 2 serd apagada.

T T T T 3
-2 -1 5 i} X

yf\
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h(x) =14+ x + |x|

+ Funcao modular;

+ Dominio da fungdo: D¢ = R (entdo podemos substituir qualquer valor em todo R);

+ Temosy = h(x) =2 y=14+x+|x|:

X y
Basta substituir estes valores na funcao,
-2 1 exemplificando:
-1 1 y=h(x)=1+x+|x| sex =—2
0 1
y=h(-2)=1-2+|-2|=-1+2=1
1 3
2 5
Gréfico
y
5 .
_-_1_ .
3 .
2 .
-3 2 10 1 2 X
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Outra forma de analisar o exercicio

Nos casos em que temos uma funcdo modular podemos abrir a fungdo modular de

modo a ver quais serdo as rectas resultantes. Entado sabendo que: h(x) =1+ x + |[x| -

1° Passo: abrir a parte modular

x+x+1 sex=0 2x+1 sex=0
h(x) =1+x+ x| = =
—X+xXx+1 se x< 0 1 se x<O0
2° Passo: tragar as rectas
Ya -~~~ ~~~~—~=—~=======-=---~

Depois de tracar as linhas/rectas, apaga-se
as partes que nao correspondem com o
intervalo da respectiva recta, por exemplo

y=1+2x h(x) =2x+1, x> 0,entdoapartex <0

serd apagada e h(x) =1,x <0, a parte

x20 x > 0 serd apagada.

Intercessao

3 3 / 0 ] 3 X Yo

hd
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(1 <0
> se x<

h(x) =

 1,se x>0

+ Funcao definida por parametros;

+ Temosy = h(x) =>y=%sex <0 ey=1lsex>0

X y
-1 1
2
0 1
2
1 1

Basta substituir analisar
~ 1
se x = —2entao x SOeovanrdeyeE

sex=1entdox >0eovalordeyél

Entado para valores maiores que zero (0) y=1 e

1

para valores menores e para o proprio zero y= >

1

\

-2

Estudante Carneiro®
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—x, se —2<x<0

X, Sse 0<x<?2

+ Funcéao definida por parametros;
+ Dominio da fungdo: D¢ = R (entdo podemos substituir qualquer valor em todo R);

+Temosy =h(x) =2y=—-x se—-2<x <0 e y=x se(0<x<2

X y Basta substituir os valores nos intervalos mencionados.
-2 2 1 No qual, os valores no intervalo [-2; 0] devem ser
-1 1 substituidos em h(x) = —x e os valores no intervalo
0 0 10; 2] devem ser substituidos em h(x) = x. Exemplo:
1 1
> > Se x=-2, sabendo que pertence em -2 <x <0 entao
Gréafico y=hkx)=—-(-2)=2
Os graficos para as
funcdes devem y
obedecer as 7
condicOes dadas, isto
€, o grafico da funcéao .’ﬂ" - BO
h(x) = —x deve estar
em [-2,0] e o da
funcdo h(x) = x no B
intervalo 10, 2[, fazendo
com que seja limitado |
pelas rectas x=2, x=-2 e -2 - 0 ! . X

y=2.
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h(x) =<1, se 0<x<2

+ Funcao definida por parametros;
+ Dominio da funcao: Df = R (visto que as funcdes dentro do parametro sdo
polinomiais);

+ Temosy =h(x) = y=x>sex <0, y=1se0<x<2 ey=x%sex=>2

X y
> 8 Grafico v
-1 -1
5 o
0 1
4] ®
1 1 2. 4
2 1 3 ]
3 9
2 o
(2, 1
10 o)
2 G Moo ¢ 5 X
_1 s
_2-
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-1, se x <0

+ Funcéao definida por parametros;

+ Dominio da fungdo: Dy = R (visto que as fungBes dentro do parametro s&o
polinomiais);

+ Temosy =h(x) = y=—-1sex <0 ey=x*se 0<x<1
X y Basta substituir os valores nos intervalos mencionados.
-2 -1
Os valores no intervalo |—o;0[ sdo iguais a -1 e 0s
-1 -1
valores no intervalo [0;1] devem ser substituidos em
0 0
h(x) = x2. Ex: se x=-2
1 1
y=h(-2)=-1
Gréfico y
(1,1
1 ®
-2 2 1 D.,\{,:]_ 0) 1 X
(0, -1)
=10
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Como determinar o conjunto imagem?
Diferente do dominio, a imagem de uma funcao é analisada no eixoy.

AY

Para analisar ou determinar a imagem de uma
IMAGEM

funcdo, graficamente Dbasta analisar o

comportamento do grafico no eixoy.

Exemplos:

Temos a fungcédoy = x%+1 e oseu grafico abaixo:

y
a
Uma reta tem sempre uma variagao

+ de valores compreendidos de
4 ]—o0; +o0[ que em outras palavras é
desighado R, entdo o0 eixo y nao

foge desta regra.

Analisando o grafico é possivel
observar que o vértice esta em (0, 1)
2 entado inicia em 1 para y e vai
crescendo Vvisto que o grafico

continua até +oo.

Entdo é possivel observar que inicia

em 1 e vai ate +o. Entao:

) 1 0 1 2 X

Imf = [1, +OO[
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6— Determine o conjunto imagem da funcao g definida por

| s
~
-~
Imagem de uma fungao

Para entender muito bem qual € a imagem de uma funcao, deve primeiro saber

claramente o que € o dominio de uma funcéo.

Lembra que o dominio de uma funcéo é o intervalo de valores de x para o qual
existe f(x), ou seja, os valores de x, para os quais f(x) tem resultado.

Graficamente, o dominio € visto no eixo X, pois esses Sao 0s valores x para 0s quais
a funcao existe, ou seja, a funcao é representada acima.

Como é calculada a imagem de uma funcao?

A imagem esta intimamente relacionada ao dominio de uma funcao, pois para
calcular aimagem, é necessario calcular o dominio antecipadamente. A maneira

como é calculada dependera do tipo de funcéao.

Nessas funcdes, o dominio é todo R. Enquanto o dominio for todo R, a imagem
sera todo R também, exceto as funcgdes quadraticas (segundo grau).

Im =R (excepto para fungdes quadraticas)

Em funcgdes irracionais como, por exemplo:
fx) =vVx+2

Para calcular a imagem, primeiro precisamos calcular seu dominio. O dominio

dessa funcéo é:

Df(x) = [—2, +00[

Estudante Carneiro®

51



Depois de termos o dominio, calculamos o valor de f(x) para cada extremidade

do dominio:
f(=2)=vV-2+2=0
f(+0) =V+0 +2 = +oo

Esses dois valores de f (x) correspondem aos fins do intervalo de valores naimagem,;

portanto, a imagem dessa funcéo é:

Im = [0, 4+oo[

A imagem das funcdes logaritmicas é toda R, por definicdo, independentemente

do seu dominio.

O calculo da imagem das fungdes racionais € um pouco mais complexo do que
0s casos anteriores. Para calcular o dominio de uma funcéo racional, devemos

primeiro calcular sua funcao inversa, que € designada como:
)
Entre uma func&o e sua inversa, essas duas condi¢gdes sao atendidas:
1- O dominio da funcéo inversa € igual a imagem de f:
D100 = 1M p(x)

2- Aimagem de f-1 é o dominio de f:

Im g-1(x) = Dp(x)

Estudante Carneiro®
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Portanto, uma vez obtida a funcao inversa, temos que calcular seu dominio, pois

o dominio da funcéo inversa sera a imagem da funcao original.
Aqgui estad um exemplo passo a passo: Qual € a imagem da proxima funcao?

1
1+x

fx) =
Vamos calcular sua funcéo inversa. O dominio da funcao inversa sera a imagem
dessa funcao.
Etapas para calcular o inverso de uma funcéao:
Chamamos f(x)=y:

1
T 1+4x

y

Agora devemos isolar o x, deixando-o sozinho no primeiro membro. Para fazer isso,
passamos o denominador (1+x) para o membro a esquerda multiplicando o y, e

este passa para o membro a direita como denominador do 1:

1
1+x=-
y
Agora isolamos x:
1
x=—-—1
y

Depois de encontrar o x, trocamos: pelo x chamamos de f1(x) e pelo y chamamaos

de x:

Estudante Carneiro®
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Friw ==—1
X) =——
X
Agora que temos a funcéo reversa, podemos calcular seu dominio:
D = R\{0}
f \

O dominio da funcéo inversa € a imagem da funcao original:

Im ) = R\{0}

O conceito de inversa de uma funcao aqui € apenas para o estudante ter a nogao

gue a partir da inversa de uma funcao racional podemos determinar a imagem.

g(x) = x*

A funcéo tem um inicio em y=0
e vai até +o entdo a imagem

OBSERVADOR da funcéo é:

DO EIXO Y ® | B

Im, = [0; +oo[

1 OBS: para construir o grafico

basta seguir os passos do

exercicio 5. Crie uma tabela

® - - ‘ para ajudar na construgcao do

grafico s6 depois analise a

imagem.
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+oo Y
A funcao tem um inicio
3 .
em y=0 e vai até +o
entdo a imagem da 2
funcéo é:
1 .
Im, = [0; +oo] T oloo 7 2 5 4 5 «x
g » - (0, 0)
-1 1
() = ——
g\x) =
1++/x
AV E possivel observar no
) grafico que a funcao vai
decrescendo de y=1 até
;] quase y=0. Se construirmos
uma tabela analisando
. quando supormos valores
1 0 1 2 3 4 5 X de X, Yy vai decrescendo e
1 nunca se aproxima a zero.

Considerando o dominio da funcdo que €& Dy =[0; +oo[ issO para x, entéo
substituindo varios valores de x compreendido neste dominio y nunca vai dar zero

sempre dara um valor aproximado de zero. Entao temos inicio em y=1.

Ent&o a imagem sera: Im, = ]0; 1]
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90x) = —

| x|
~ Y~
Temos uma funcédo modular
no denominador entao:
1@
X
— se x=0
X
g(X) = m = 1 . i i . . . . S
X -3 -2 -1 0 1 2 3 4
\— se x <0
—X
(1 se x>0 =1Q
=X
-1 se x<0 -2 1

Entdo quer dizer que substituindo qualquer valor de x na fungéao o valor de y nunca

ultrapassarao-lelentdo: y=1ey = —1.

glx) =+vx—3

Olhando para o grafico a funcao tem inicio em y=0 e cresce até +oo entdo:
Im, = [0; +oof
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g(x) =3+ x

A funcéo tem um inicio em y=0

e vai até —oo. E possivel
observar isso olhando para o
grafico y sai de 0 e vai

decrescendo, ou seja, vai

tomando valores negativos,

entdo a imagem da funcéao é:

Img = |—o0;0]

Estudante Carneiro®

A funcéo tem um inicio em y=3
e vai até +o entdo a imagem

da funcéo é:

Im, = [3; +oo[
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glx) =4 —x?

E possivel observar que é uma
semi-circunferéncia  olhando
para o grafico especificamente
no eixo y tem inicio em y=0 e fim
em y=2 como os dois valores
pertencem ao dominio da
funcdo entdo o intervalo sera

fechado, entdo aimagem sera:

Im, = [0; 2]

glx) =x%-1

A funcdo tem um inicio em y= -1 e
vai até +o entdo a imagem da

funcéo é:

Im

g — [_1; +OO[

Estudante Carneiro®
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g(x) = 1

N -
©

Q

=

I

o

Portanto a imagem sera:

deyé1lequandoxigual a0 y:%.

Nesta funcao para todos os valores
de x, quando x<0 o valor da

funcéo (y) € 0, quando x > 0 o valor

1
Img— 0,5,1
—2<x<0
O0<x<?2
v/\
De 0 a 2 a nossa
funcGioéxede-2a0 @~~~ — — A
y =X
é X, parax=2,ye2e
para x=-2, y €& 2
11 y =X

também, portanto a

nossa imagem sera:

Img = [0; 2]

Estudante Carneiro®
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x3 | se x<0

glx)=41 , se 2<x<0
kxz, se x> 2
)
B.
5-
41 —8C = (2 4)
3-
7
O - O
B=(2 1
2 7 A= 0 2 3
_1-
—2

Para valores menores que 0, a funcédo decresce para —, no intervalo ]0; 2[ a funcao
tem valor 1, enquanto que para valores iguais ou maiores a 2, a funcao cresce. A

imagem é:
]mg — ]—OO; 0] U {1} U [4, +OO[
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N

-1 -

A funcdo tem um inicio em y= 0 e vai até 1 entdo a imagem da funcéao é:

Img, =[0,1]

Observacao

O gréfico ajuda muito na andlise da imagem de uma funcao, bem como o

comportamento dos valores quando construimos uma tabela.
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Paridade De Funcoes

Dada uma funcao f: A— B, dizemos que f é par se, e somente se, f(X)=f(-x) para
todo x € A. Ou seja: os valores simétricos devem possuir a mesma imagem.

Por exemplo, a fungdo f: R — R definida por f(x) = x* € uma fungéo par, pois
f(x) = x? = (—x)? = f(—x). Podemos notar a paridade dessa fungdo observando o

seu grafico: y

Notamos no grafico que existe uma simetria em relacdo ao eixo vertical.
Elementos simétricos tém a mesma imagem. Os elementos 2 e -2, por exemplo,

sao simétricos e possuem a imagem 4.
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Por outro lado, dada uma funcao f: A— B, dizemos que f € impar se, e somente
se, f(-x)= -f(x) para todo x = A. Ou seja: valores simétricos possuem imagens

simétricas.
Por exemplo, a funcéo f: IR=IR definida por f(x) = x® é uma func&o impar, pois

f(—x) = (—x)% = —f(x). Podemos notar que a funcdo é impar observando o seu

gréafico: Y1

v

-2 -

Notamos no grafico que existe uma simetria em relacdo a origem 0. Elementos
simétricos tém imagens simétricas. Os elementos 1 e -1, por exemplo, sao

simétricos e possuem imagens 1 e -1 (que também sao simétricas).

Obs: Uma funcao que nao € par nem impar € chamada funcédo sem paridade.
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Classifique as funcles representadas graficamente em par,

impar ou nem par nem impatr.
y

® f (9

OBS: analise a paridade dos graficos baseando-se nos contetidos citados no tema PARIDADE DE FUNGOES.

Analisando:

%+ Para o gréafico “ i " a funcao é impar;
%+ Para o gréafico “ g " a funcéao é par;
%+ Para o grafico “ h 7 a funcao nao é par nem é impar;

+#+ Para o grafico “ | " a fungcao é impar.
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Estude a paridade da funcao g definida por:
P(x) = |x]|

+ Resolucao:

1° Passo: calcular P(-x)

P(—x) = iP(x)i — Funcdo PAR,V X € R

P(x) = x3
+ Resolucao:

1° Passo: calcular P(-x)

p(—x) = (—° = —°

2° Passo: fatorizar o sinal de P(-x) se possivel e analisar a paridade:

P(—x) = —! x3 i sabendo que p(x) = x3 entao:
| P(—x) = —P(X)|— Funcéo IMPAR, V x € R
5
X" —X
P(x) = ————
(x) x%+1

+ Resolucao:
1° Passo: calcular P(-x)

—x°+x —(x>-x)
P= o317 T vt

2° Passo: fatorizar o sinal de P(-x) se possivel e analisar a paridade:

" 5 __ )I 5

(x* —x), 5
P(—x) = — :mi sabendo que p(x) = . entdo:

——————————— q=======4

P(—x) = = P(x) E—»Fungéo IMPAR, VX € R

e L
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P(x) = 3x°% — 4x* +2
+ Resolucao:

1° Passo: calcular P(-x)
P(—x) = 3(—x)® —4(—x)*+ 2 =3x% —4x* +2

2° Passo: fatorizar o sinal de P(-x) se possivel e analisar a paridade:

(OBS: nao é necessario factorizar o sinal)

P - ——— -

-———r-——-

,_
|
|
|
|
|
|
|
|
-
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

+ Resolucao:

1° Passo: calcular P(-x)
P(—x) = 5(—x)° — 2(—x) = —=5x° + 2x
2° Passo: fatorizar o sinal de P(-x) se possivel e analisar a paridade:

P(—x) = —5x° + 2x = —(5x° — 2x)

1 ,
P(x) ! — Funcgdo IMPAR,V x € R
5

b o o e e e e
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3x® —4x* + 2| , sabendo que p(x) = 3x® —4x* + 2 entdo:
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3% 4 37%
P(x) = —"—

+ Resolucao:

1° Passo: calcular P(-x)

30 4 370 37X 4 3%
2 2

P(—x) =

2° Passo: fatorizar o sinal de P(-x) se possivel e analisar a paridade:

| 37X 4 3%
P(—X) =\— 3% 437X _
! 2 Ly sabendo que p(x) = > entio:
:_i;(_—_);)“:_:_i)_(;(i_"_}ﬂFunc;éo PAR,V X € R

P(x) =+/1+x+x2 —1—x+x2
+ Resolucao:

1° Passo: calcular P(-x)

P(—x) = Y1+ (=) + (-2 =1 = (=) + (-2

P(—x) = 1 —x+x2—/1+x+x2

2° Passo: fatorizar o sinal de P(-x) se possivel e analisar a paridade:

P(—x) = 1 —x+x2—1+x+x2

| . , sabendo que
P(—x) = —i(J1+x+x2—/1—x+x2) %2
(=) :(\/ v ): p(x) = V1+x+x2 —V1—x+ a2
R e \ entao:
| | ! ,
'P(—x) = -1 P(x) '\ — Funcéo IMPAR, V X R
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P(x) =Y (x+1)2% - (x —1)2

+ Resolucao:

1° Passo: calcular P(-x)

P(—x) = Y(—x+ 1) = {(—x—1)?

2° Passo: fatorizar o sinal de P(-x) se possivel e analisar a paridade:

P(—x) = Y(—x+ 1% = {(—x— 1)

Factorizar (-1) dentro da raiz:

P(—x) = Y[(-D(x - D2 - Y-+ ]2

P(—x) = Y(=12(x = 1)2 = (-D2(x + 1)?

P(—x) = {(x —1)2 — {(x +1)2 Factorizando o sinal:

i

P(—x) = — P(x) — Fungéo IMPAR, V x R
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P(x) =log (1 il x)

+ Resolucao:

0 . _
1° Passo: calcular P(-x) Usando a regra de logaritmo:

log (%) = log(a) — log(b)

P(x) = log (1 il X)

1+x
P(x) = log (m) = log(1 + x) — log(1 —x)
P(—x) = log(1 + (—x)) —log(1 — (—x)) = log(1 — x) — log(1 + x)
2° Passo: fatorizar o sinal de P(-x) se possivel e analisar a paridade:

P(—x) =log(1 — x) —log(1 + x)

P - - - - — o ——— ——

EP(—X) = — P(x) |— Fungdo IMPAR,V x €]1,—1]

P(x)=1In (x +41 +x2)
+ Resolucao:

1° Passo: calcular P(-x)
P(—x) =In (—X +1+ (—x)z) = ln( x2+1- X)
2° Passo: fatorizar o sinal de P(-x) se possivel e analisar a paridade:

_ Vx2 +1+x (Vx2 +1—-x)(Vx* + 1 + x)
P(—X)—ln[\/xz+1—x X\/ﬁ—kxl_n[ N

W—ﬂ) l<;c2+1 x2> 1( 1 )

P(—x) =In —_—
) <m+x it "\

Estudante Carneiro® 69



) = In [( x2 4+ 1+ x)_l],\ Regra de logaritmo:
log(a)? = blog(a)

— Funcédo IMPAR,V x € R

9 Caracterize as funcoes f+g,f — g, i,f X g determinando a

expressao analitica e o dominio.
\l /
-@C
- f+g, f'g ’ fxgl f/g

Conceito: A funcéo f + g é definida pela equagao (f + g)(x) = f(x) + g(x), no
qual x deve pertencer tanto ao dominio de f quanto ao de g. Assim, se o dominio

de f € o conjunto Df e o de g é Dg, o dominio de f + g sera a interse¢do dos

dominios, Df N Dg. Analogamente, aplica-se tambémparaf —ge f X g.

Para 5, devemos lembrar que o denominador deve ser diferente de 0, entao

g(x) =0, € um ponto que deve ser excluido do dominio.
fx)=2x e gx)=x*+2

Primeiro devemos achar o dominio das funcdes. Se olharmos para as funcdes, elas

sdo ambas polinomiais, por tanto o dominio sera&: Df =R e Dg = R
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a)f+g

b)f—g

c)fxg

Estudante Carneiro®

Aplicar a propriedade (f + g)(x) = f(x) + g(x)

F+g9)x) =fx)+g(x) =2x+x*+2

Dfg=DfNDg=RN R=R

Aplicar a propriedade (f — g)(x) = f(x) — g(x)

F—9)x) =fx)—g) =2x—(x* +2) =2x— (x* + 2)
f—g)x) = 2x—x* -2

D ,=DfNDg=RNR=R

Aplicar a propriedade (f X g)(x) = f(x) X g(x)

fxg)x) =fx)xglk) =2xx (x?+2) =2x3+4x

Dfxg=DfNDg= RNR =R
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d)

Q |~

Aplicar a propriedade (5) (x) = % com g(x) # 0

f 3 f(x) X
<5> (%) = g(x) x2+2

Dr={xeDfnDg:g(x) # 0} ={x e Df N Dg:x? + 2 # 0};

Q [~

Para x? + 2 A nao existe em todo R um niimero que anula esta equacéo, portanto:

DfnDg=Rn R=R

f(x)=3x—-2 e gk)=|x+2]

Df=Re Dg=R
a) f+g

(f+9)®) =fx)+gx) =3x—2+[x+2

D1y =DfNDg=RN R=R

b) f—g
fF—9)x) =fx)—gkx) =3x—2—[x+2

D; ,=DfNDg=RN R=R
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c) fxg
(f xg)(x) = f(x) x g(x) = Bx — 2)|x + 2|

Dfxg=DfNDg=RN R=R

d)

Q |~

f\,n fG) _3x—2
(5) (x) = g(x) x4+ 2|

Df={xeDfnDg:g(x) =0} ={x€Df nDg:|x + 2| # 0}

Q™

=DfnDg:x # —2 = RNR\{—2} = R\{-2}

fX)=vx+1 e gkx)=x*>—-1

Df={xeRx+1>0}={xeR:x>—-1}=[-1;+] e Dg=R

a)f+yg
F+9@E) =fx)+gx) =Vx+1+x*-1
Df,g=Df NDg =[—1,+00[ N R=[—1,+0o[
b) f—g
F-9@ =fx)—gx)=Vx+1-x*+1
Di_y=Df NDg =[-1;+0[ N R =[—1; +oo[
c) fxg

(fx @) =fx) x glx) =vx+1x (x* - 1)

Divg =Df NDg =[—1; +o[ N R=[-1; +oof
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d)

Q |~

([) () = f(x) _Vx+1
S gx) x2-1

D

Q™

={xeDfnDg:g(x) #0}={x e Df N Dg:x?> — 1 # 0}

=DfNDg:x # +1 =[-1;40[ NR \ {-1;1}

A intersecao para melhor entendimento pode ser representada por intervalos:

[=1;+oo[ — —* —
RACLT) 2 0 o
DfFNDg:x #+1 _= T WAASNAAAN

Dy = ]-1;+oo[ \ {1}

fx)=vx+1 e gx)=+vVx+3

Df={x€€R:x+1=0} Dg={x€R:x+3=0}
Df ={x € R:x = —1} Dg ={x € R:x = -3}
Df = [-1;+oo[ Dg = [-3;+o[
a) f+g

F+g@)=fx)+gx)=vx+1+Vx+3

D,y =Df nDg = [—1;+00[ N [-3; +oo] = [-1; +oo]
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b) f—g

fF-g)@=fx)—gx)=vx+1-vx+3

Dfrg=Df NDg = [—1;+o[ N [-3;+oo[ = [-1; +oo[
c) fxg
Fxg)x)=fx)xgx) =vx+1xvVx+3=(x+1)(x+3)

Dfyg=Df NDg = [-1;+oo[ N [=3; +oo[ = [-1; +0o[

d) !
9
([) o =f(x) =\/X+1
9 gx)  Vx+3
D;={x€eDfNnDg:g(x) #0}={x e Df NDg:Vx+3 #0ex+3>0}
Df={x€eDfNDg:x+3>0=[-1;400[N]=3;4+0o[ = [-1;+00[

[—1; +oo[ . _

oo 1 +4oo
[—3; +oo] | = r T
[_lr +OO[ —n -1 +oo

Dy = [—1; 4o
9
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4

f=x e gw=(3)

Df =R e Dg = R\{0}

a) f+g
1 x8+1
(F+9® = +90) =x+(5) =3
D;,y = Df N Dg = RN R\{0} = R\{0}
b) f—g
(- 960 = £ - 900 = x* = (3) = xt -y = 2
f- 9@ =) - g0 =x* - (1) =x*—— ="
D;_, = Df N Dg = RN R\{0} = R\{0}
c) fxg
1\* 1
(F x @) = () x () =x* % (3) =K X =1
Df., = Df N Dg = RN R\{0} = R\{0}
d) !
g
£y f@ x
<g>(x)_g(x)_(i4)_x
X
D£={xEDang:g(x)¢O}={xEDang:xé;tO}=]Rn]R\{O}=]R\{O}
g
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1
Fe== e gx)=x

Df =R\{0} e Dg=R

a) f+yg
1 1+x3
(f+g)(x)=f(x)+g(x)=;+x2=
D;., =Df nDg = R\{0} n R = R\{0}
b) f—g
B 1,1 2_1—x3
(f—g)(x)—f(x)—g(x)—;—x —;—X—— -
D;_, =Df nDg = R\{0}nR = R\{0}
o fxg .
xeDfﬂDg:(fXg)(x)=f(x)><g(x)=/§><%2=x
Dfv, =Df nDg = R\{0} n R = R\{0}
f
d)g

GISON 6

o)y T

Dy ={g(x) # 0} = {x e Df n Dg: x> # 0} = R\{0} N R\{0} = R\{0}
g9
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fxX)=x3+x% e gx)= (x_12)4

Df =R e Dg = R\{0}

a)f+g
F+9) @) =Fx)+gx) =x3+x2 +<Xi2>4 = x3 4 x2 +X18=X11 +;810+1
Df.g =Df NDg=RNR\ {0} = R\{0}
b)f —g

1y\* 1 xM+x0-1

(f—g)(x)=f(x)—g(x)=x3+x2—<x—2> 34 x? =

x8 x8

D;_,=Df NDg = RNR\{0} = R\{0}

c)f xg
1\* 1 1 1
(F 9@ = F0)x g0 = (& +x) x (5) = (¢ +xD) 5=+
Djvy = Df N Dg = RN R\{0} = R\{0}
d)i
g 3 2
f\on fG)_ta? o
<5>(x)_g(x)_ (i) = x%(x% +x%) = x' +x1°
x8
D£={xEDang:g(x)¢O}={xeDang:x—lgth}=]Rn]R\{O}=]R\{O}
g9
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1
fO== e g =x

Df =R\{0} e Dg=R

a)f+yg
1 1+ x*
(f+g)(x)=f(x)+g(x)=x—2+x2= =
Ds,, = Df N Dg = R\{0} N R = R\{0}
b) f—g

1 1 1—x*
f-9x) =fx)—gkx) == —x? =x—2_x2_=

X

xz

D;_,=Df nDg = R\{0} N R = R\{0}

c) fxg
1
(f x g)(x) = f(x) X g(x) =2 x x> =1
Djyg = Df N Dg = R\{0} N R = R\{0}
d) !
¢ 1
(D =1@ ) _
g/ gl x o x
Df={x e Df NDg: g(x) # 0} = {x € Df N Dg:x3 # 0} = R\{0} N R\{0} = R\{0}

Q™
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X
x2+4+1

1
) = e gt =~

Df =R e Dg = R\{0}
a) f+g

+ =
x24+1 X x3 +x x3 +x

2 2 2
fF+g9)x)=fx)+gkx) = X 1=X +x*+1 2x°+1

Dfry = Df N Dg = RN R\{0} = R\{0}

b) f—g

X 1 x?2—-x%-1 1

x2+1 x  x3+x  x3+«x

f -9 =flx) —gx) =
D;_,=Df nDg=RNR\{0} = R\{0}

c) fxg

X 1 X X 1
X — = = =
x2+1 x x3+x x(x?2+1) x2+1

(fxg)x) =fl)xgkx) =

Dy, =Df N Dg = RN R\{0} = R\{0}

d)i
g )
f f(x) 2 x?
<5>(x)=g(x)= X(1+)1 X241
X
D£={x€Dang:g(x)¢O}={x€Dang:%¢O}=]Rn]R\{O}=]R\{O}
g
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Caracterize as funcdes fog e gof determinando a expressao
analitica e o dominio:

A funcdo composta de f com g € representada por fog e a
funcéo composta de g com f por gof.

fx)=2+x e glx)=3x+1
Df=R e Dg=R

Aplicar a propriedade (fo g)(x) = f(g(x))
Dfog = {x ERix €Dy A g(x) € Df}

(Fog)®)=f(g(x))=2+g(x)=2+3x+1=3x+3

Drg={x ERix €D, A g(x) EDg} ={RABx+1) ER} =R

Aplicar a propriedade (g o f)(x) = g(f(x))
Dy ={x € Rix € Dy A f(x) € Dy}

Ge N =9(fx)=3fx)+1=32+x)+1=6+3x+1=3x+7

Dgs={x e Rix EDsAf(x) EDg} ={RA(2+x)€ER} =R
fX)=x>+2 e gx)=x

Df =R e Dg={x €R:ix>0}=[0;+oo]

Fog)® = f(g) = (x) +2 = x+2
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{xeR:x€eDyAg(x) € Ds}={[0;+0o] A Vx € R} = [0; +0o]

@GN =g(f) =x? +

gof ={(XER:x €D Af(x) €Dy} ={RA(x?+2) €[0;+00[ }

Dfog -

=R

FO)=VEFT e gl =

Dg = {x € R:x # 2} = R\{2}

Df ={x eR:ix=>—-1}=[-1;+0] e

Aplicar a propriedade (fo g)(x) = f(g(x))
= {x ERix €Dy A g(x) € Df}

Dy =
! 1+x-2 [2x—1
000 =/ a@) = \/+2+1=JX+>:)2( =JXX_2

Dy.g = {x € Rix € D, A g(x) EDf}={xER:XER\{2} A
/

1
Sabendo quei € [—1; +oo[ devemos analisar: 2 > -1

X+1> { = X+1+1>0 _ Zx+1>
Xx—2 " X—2 B Xx—2 -
_ 1
X 0 —= 2 o 1
2 Solugdo: ]—00; — —] U ]2, +oof
2x-1 - 0 + + 2
X-2 - -1 0 |+
2x+1 + 0 - | IND | =5
X—2
1 1
Dr.g = { x € R:iR\{2} A |—00;— 5| U2, +oo[ ¢ = |—00; — 5| U]2, oo

82
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Aplicar a propriedade (g o f)(x) = g(f(x))
Dy ={x € Rix € Dy A f(x) € Dy}

vV 1+1
(92N = g(f) = =

Dgor = {x € Rix € D Af(x) € Dy} = {x € Rix € [—1; +00[ /\
=

Sabendo quevx+ 1 € x # 2 devemosanalisar: Vx+1#2 = x+1#(2)? = x#3

Dgof={x ER:[-1;+00[ A x#3 }={x€R:[-1;+0o[ A R\{3}}

] |

2

fx)=x+1 e g(x)szZ

Df =Re Dg ={x € R:x # 2} = R\{2}
2+x-2  x

x—2  x=2

2
Fog)=flgl)=—+1=

2
Dy.g = {x € Rix € Dg A g(x) eDf}={xeR:xe ]R\{Z}/\me ]R}

Df.g = {x € Rix # 2} = R\{2}

2 2

GoNW=9(f®) = —7—5=7=7

Dyr = {x € Rix # 1} = R\{1}
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FO) = —— e gl =

x+1 xr—1
Df =R\{-1} e Dg=R\{1}
(feg)®) = f(g(x) (ii}) (ii}) x+1 x+1
o ) “x+1 . X+t1l-x+1_ 5 =
=11 = c-D (=) 2

Dgo4 = {x ER:x€eD;Ag(x) E Df} = {x ER:x € R\{l}/\% € ]R\{—l}} =

1 1
Sabendo que% € R\{—1} devemos analisar: :—1 #-1=xXx+1+-(x-1) =2x+#0

|

Dfoy = {x € R:R\{1} A R\{0}}

3

—00

Dfog =]1-00,0[U]0,1[ U ]1, +oo[

(ztt) (5T _axen
X

1 T ox—-x—1 "
x+1 x+1

=-2x—-1

(ge ) =g(f(0) =

Dgot = {x € Rix € D Af(x) € Dy} = {x € R:x € R\{-1} /\ﬁ € ]R\{l}}

Sabendo quei € R\{1} devemos analisar: S 1= x#Ex+1 =0
X+1 x+1

Dy.r = (x € R:R\{~1} A @} = R\{-1}

Estudante Carneiro®
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fx)=x*+3 e gkx)=x*-1

Df=R e Dg=R
fegd)=fg))=C*-1D*+3=x*-2x2+1+3=x*-2x2+4
Dfog = R
Ge N =g(fx)=x+3)2-1=x*+6x>+9—-1=x*+6x>+8
Dg.c = R
Indique as expressdes analiticas de duas funcdes f © g tais que

h(x) = (f ° g)(x).

h(x) = (x* + 1)*

h(x) = (fo g)(x) = f(g(x)), assim sendo temos:

flx) =x* e glx)=x*+1

Verificando:

Sabendo que f(x) =x*e g(x) =x? + 1 entéo: f(gx)) = fx?+1) = (x* + 1)*

h(x) = V3x+5
f)=Yx e gx)=3x+5
Verificando:

Sabendo que f(x) = VX e g(x) = 3x+ 5 entdo: f(g(x)) = f3x+5) = Y3x+5
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1
h(x) = ex
Resolucao: Aplicar: h(x) = (f o g)(x) = f(g(x))

1
fe)=e e g =~

X

Verificando:

Sabendo que f(x) = eXe g(x) = % entdo: f(g(x) =f (i) = e%
h(x) = tg(lnx)

f)=tg x) e g(x)=Inx

Verificando:
sabendo que f(x) = tg(x) e g(x) = In(x) entdo: f(g(x)) = f(In(x)) = tg(Inx)
1
h(o) =1n (=)
X
1
fG) =) e g) =3
Verificando:

sabendo que f(x) = tg(x) e g(x) = In(x) entdo: f(g(x)) = f(In(x)) = tg(Inx)
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h(x) = sen(3x)
f(x)=senx e g(x)=3x

Verificando:

sabendo que f(x) = sen(x) e g(x) = 3xentdo: f(g(x)) = f(3x) = sen(3x)

h(x) =tg (;)

X

f=tgx e gl)=7

Verificando:

Sabendo que f(x) = tg(x) e g(x) = entao: fe®)=f (g) =g (%)

3

hx) = 54 cosx

3
f(x) = crx ¢ g(x) = cos(x)

Verificando:

3
5+cosx

Sabendo que f(x) = % e g(x) = cos(x) entdo: f(g(x)) = f(cos(x)) =

X
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h(x) = 3sen?(x) + 4 sen(x)

f(x) =3x*+4x e g(x)=sen(x)

Verificando: Sabendo que f(x) = 3x? + 4x e g(x) = sen(x) ent&o:

f(g(x)) = f(sen(x)) = 3sen?(x) + 4sen(x)

h(x) = (1 + senx?)3
f(x)=x3> e g(x)=1+senx?

Verificando:
Sabendo que f(x) = x3 e g(x) =1 + senx? entéo:

f(gx) = f(1 + senx?) = (1 + senx?)3

h(x) = |x? —3x + 5|
fxX)=1x| e glx)=x*>—-3x+5

Verificando:
Sabendo que f(x) = |X| e g(x) =x? —3x + 5 entdo:

f(gx) =fx?-3x+5) = |[x2 —3x+ 5|
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h(x) = [1-3%/x
f)=Vi-x e g) =

Verificando:

Sabendo que f(x) =Vl —x e g(x) =1 — X entéo:

fg®) = F(3x) = J1-x

Estudante Carneiro®

89



Sejam f e g duas funcbes impares. Mostre que:
fxgé par f+g éimpar

f/ gé par f—g éimpar
Primeiramente segundo o enunciado do exercicio sabe-se que f e g sao funcdes

impares entdo, condicao funcdes impares:

( f(—x) = —f(x) V x € D
4
I( g(=x) = —g(x) V x € Dy
fx g é par
irf_(:x_)"i= —f(0) | Multiplicar verticalmente f(—x) x g(—x) e
x|

! —f(0) x —g(x)
\ —g() '

f=x) x g(=x) = —f(x) x —g(x)
f(—x)g(—x) = f(x)g(x) «— condic&o de uma fungdo PAR

f/ gé par
o) = 70
Lig-ni= | —g(0
f(0 _ —f® - (0 f®
g(—x) —g(x) g(—x) g(x)

condicao de uma fungao PAR
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f+g éimpar

() 1=~ () |
{ o+
U lg(=0)i= | —g(x) |

______________

f)+9(=x) = —f(x) +[-g ()]

f(—=x) + g(—x) = —[f(x) + g(X)] < condig&o de uma funcéo IMPAR

f-géimpar

{ f(—x) = —f(x)

\ g(=0) = —g(x)
F=x) —g(—x) = —f(x) — [—g(0)]

f(x)—g(—x) = —f(x)+g(x) - Factorizar o sinal negativo

f(—=x) — g(—x) = —[f(x) — g(x)] < condic&o de uma fung&o IMPAR
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Seja f uma funcao real de variavel real qualquer, de dominio
R. Mostre que f pode ser escrita como a soma de uma funcao

par e de uma funcao impar.
Sugestao: comece por mostrar que a funcéao f1 definida por:
(X)+f(—x)
f1(x) = % é par

e que a funcao f2 definida por:

fz (.X') = f—(x)—zf(—x) é impar

Tendo a funcéo f1 entao:

fi ser& par se e somente se: fq(x) = f1(—x) Vx € Dy

Fio = LS
fi(=x) = fl=x) + ]Q(—(—x)) _ f(—x)2+ f(x) _ £(x) +2f(—x)

f1(x) = f1(—=x) A condicao é cumprida entéo f;(x) € par.

Tendo a funcéo f» entao:

f2 ser& par se e somente se: —f,(x) = f,(—x) Vx € Dy

fuo = L1

f) = f(=(=0) _fC0) &) [fG) = f(=x)]
2 2 2

f2(=x) =

f2(x) = f2(—x) A condicado é cumprida entéo f;(x) € par.

f1G) + fo(x)
FGO+f(=x)  fO)—f(—x)  fGO + (=) + fG) — f(—x) _2f ()
2 * 2 - 2 ==z —/®
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Funcao Inversa

Para determinar a inversa de uma funcao basta seguir os seguintes passos:
1° PASSO: igualar f(x) ay: f(x) =y,
2° PASSO: isolar x na funcéao;

3° PASSO: substituir na fungéio: X = f~1(x) e y =X ;

4° PASSO: determinar o dominio da funcéo inversa: Df—1 ;

Exemplo: determine a funcéo inversa e estime o dominio da funcéao.
afx)=x+2

1°passo: f(x) =y entdo:y =x+ 2

2passo:y=x+2 — y—-2=x

Ppasso:x=f"1(x) e y=x

Entdo:sex=y—-2 — flx)=x-2

4° passo: Df—l =R

OBS: para os exercicios que pedem para calcular a inversa da fungcéo basta seguir estes

passos e o problema estara resolvido;
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Estudante Carneiro®

Caracterize a funcao inversa de f, determinando a expressao

analitica e o dominio, sabendo que:

1
)=~
X
1°Passo: f(x) =y Isto significa que podemos
1 ST isolar x se o0 mesmo for
0Passoy =5 — X=5 SXxF0 o
y DR diferente de zero o que é o
3° Passo: x = f_l(x) e y=x indicativo do seu dominio.
1 4 1 A troca so é feita quando a
X == - [T == . . .
y X variavel x satisfaz o dominio
4° Passo: da funcéao inicialmente
Df(x)—1={x eR\x#0}= R calculado.
X+ 2
flx) =
x+1

1°Passo: f(x) =y

2° Passo: y,\f,%:-::%, —  yx+1)=x+2

Xyt+ty=x+2
Xy —X=2-—y — x(y—-1)=2-y
2-y
Ty-1
30Passo: x=f () € y=x — 1% :i%x

4° Passo:

Diy-1={x € R\ x # 1} = R\ {1}
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flx)=x* x>0
1°Passo: f(x) =y
2passoy =x* — x=1/y
PPasso: x=f (x) e y=x — [ 1(x)=Vx
4° Passo: Dy,y-1 = {x € R\ x = 0} Analisando a condig&o inicial termos:

Df(x)_l = R™" ou escrito de outra forma: |0; +oo .

O dominio é este por causa da condicao inicial x > 0.

3
— 24—
f(x) 1
3
+ f(.X')=2+m
+ f(x)=y
3 3
bys2ton o oyois oo
X+1=T2
3
X =yT2—1
+ x=f1x) e y=x
-1 . _
f (x)_x_z 1

* D1y ={x ER\x—2%#0}; x—2+#0;, x#2

Dp-10) = R\ {2}
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X

f(x) = —=

X2 +1
A funcao admite inversa vV x € R, entdo tem-se:

X

@)= =f@=y

2
X 9 X 9 X*
Jx2+1 Ix2+1 <fxz+1>
XZ
2 _ 2(2 — 2 2,2 2 _ 2
Y = a7 — yx*+1)=x — yXT 4y =X
—y? —y?
y2X2_X2=_y2 _)XZ(y2_1)=_y2 N X2=y2_1 x=i y2_1
—vy2 2 +
X:i —y2 RN X=i \/y_ NN X=i
—(1-y%) 1—y2 1—y?
Lx=flmey=x = fl0)=—m=2
Vi-x2  1-x2

£ Dp-1y ={x ER|1—x* >0}

Resolvendo: 1 —x2>0 = —x?2>-1 = —x?>-1/x(—-1) = x?<1

Regra: Para x™ < a,sen é par entdo — Ya < x < Va

ST
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x2

= <
fx) 2y X=0
Para x < 0 tem-se:
x2
*f(x) - x2+1 ) f(X) =y
2
+y=X§+1 —  y(x*+1)= x? —  yx’+y =x?
yX2 — X2 = -y — Xz(y— 1) = -y RN X2 l
y—1
-y y y
X% = X)=—"— —Sx=- [—
-(1-y) 1-y 1-y
+ x=f1x) e y=x
-1 _
f7 () T
X
+ Df_l(x) ={XER|1T2 O},
—00 0 1 +o00
X — 0 + +
1—x + + 0 —
Pl |- -
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f(x) =1+4log, x

+ f(x)=1+]log,x Para resolver esse
+ f(x)=y

- -

- problema usa-se a regra:

£ y=1+logt —oiy—1=

S - logg =c; =b=a‘

Para resolver esse
-1
b § problema usa-se a regra:
X)=Yy
1, (x+1 ST KA1\ Ina =log”
#y:—ll’l( ) — 2y = n( )1\4, e
2 x—1 \\\ x—1 _’
S~ __--" - e
x+1 . _ C
x—1
x+1
ezy—( ) — ex-1)=x+1
x—1
xe?Y —e? =x+1 — xe?V —x = 1+ e%
2y
e“’ +1
x(e¥-1)=eY+1 — X= 5T
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+ x=f1x) e y=x

e?X +1
e2X — 1

-1 —
f7) =
£ D10y = {x ER\ e** — 1 # 0} Obs: e°=1
e —1#0 - e* 21 — e%* ;t':g—?,‘—> 2x #0 — x¢§—> x#0

Df-10) = R\ {0}

f(x)=vx+3

+ f(x)=+vVx+3
+ f(x)=y

y=vVx+3 — (y)2=(M)Z — y2=x+3

x=y%-3
+ x=f1x) e y=x
f7l(x) = x* -3
+ Df—l(x) ZR
fG) = —V3—2x
+ f(x)=—-V3—2x
+ f(x) =y

2
y =—V3—2x — Paray < o,tem — se: (Y)2=(—V3_2X)
— y?=3-2x — y’—=3=-2x/x(-1) — 3-y’=2x
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+ Df—l(x) == ]—OO, 0]

f(x) = Vax +2
£ foo)=Vax+2
+ f(x)=y

5
y=Vdx+2 — °=(V4x+2) — Y =4dx+2

52
y®—2=4x —>x=y4
+ x=f1x) e y=x
Frig = 22
x) =
4
+ Df—l(x)zR
f(x) =x%—2x, x> 1
+ f(x) =y
y=X2—2X — X2—2X+1=y+1 — (X_1)2=y+1

x—1=4,/y+1 Comox>1entioxépositivo: x—1 =, y+1
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— x=,y+1+1 ;y>-1
+ x=f1x) e y=x

7o) = vx+1 +1

x=>-1
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Trigonometria

Circulo Trigonométrico Quadrantes

Sinais

++ﬁ

A C

cateto oposto  BC 1 hipotenusa _ AB

cosecx = = =—
senx cateto oposto BC

sen x =

hipotenusa _ AB

cateto adjacente  AC 1 hipotenusa AB
CoSX = . =— secx = = - =—
hipotenusa AB cosx cateto adjacente AC

cateto oposto BC 1 cateto adjacente  AC

tgx = - =— cotgx = = =—
& cateto adjacente  AC & sen x cateto oposto BC
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Tabela dos arcos notaveis

o o N (9l
m o~ _ﬁ _NTQ — _NTQ _ﬁ ~ m 7_~ _V_ 2W3 1_L 2W3 _V_ 7_~ m
_ﬁ ~ 8 ~ _ﬁ 373 — 373 _ﬁ ~ 8 _ﬁ ~
- 273 _V ™ + ! _ 2_ ! 2_ _ ! + 273 _V o
o o m o
I R e o i i B I S L I i A I e o B e S
olglm| = |2 |8 |2 |7 Flvlelgm « |2 |8 |8 |5 %l
I e N e B il e el e ol e el IR BT SN LI
S N L T R PN B T e e e N i e N R R
o k1o [riv [RIm |kin |Elo [&lv (Bl [& [Ele |Elv |Elo Bl o [E]+ |S|o |&
=) 01_ Ele nO/_ & M.UJO omZ m. m
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Equacdes Trigonométricas

As equacoes fundamentais podem ser solucionadas por meio de féormulas, que séo

obtidas fazendo uso do ciclo trigonométrico.

Considerando a aplicagao ao lado podemos alterar a amplitude de a, movendo o

ponto P, e verificar as solugoes deste tipo de equacao para qualgquer angulo a.
. - ~ A
Facilmente se verifica que as solugdes da

equacao sen x = sen o sao:

x= oa+2kn ,kE€Z ou -0

x=(m—a)+ 2kn ,k €z 1

Considerando a aplicacdo podemos alterar a amplitude de a, movendo o

ponto P, e verificar as solugoes deste tipo de equacao para qualguer angulo a.

A

Facilmente se verifica que as solugcdes da

equacao cos x = C0S o sao:
X= a+2kn oux = —a+ 2kn

» Ou ainda de forma condensada:

x=ta+2kn ,kEZ
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Considerando a aplicagcao ao lado podemos alterar a amplitude de a, movendo o

ponto P, e verificar as solugoes deste tipo de equacao para qualgquer angulo a.
A

Facilmente se verifica que as solugdes da

equacgao tg x = tg o sao:

x= o+ kmr ,kE€Z ou

Y

(mM+a)+ 2kn ,k €z

=
I

Considerando a aplicacdo podemos alterar a amplitude de a, movendo o

ponto P, e verificar as solucoes deste tipo de equacao para qualguer angulo a.

A

Facilmente se observa na aplicagao que:

A A
COSO(=S€H(E—O() equesena=cos(z—a)

= Portanto a resolucado de uma equacao do

\a tipo sen x = cos a é equivalente a resolugcdo da
L -

~ T .
equacao sen x = sen (E — 0() Usando o referido

num dos pontos anteriores as solugoes sao:

x=§— o+ 2km oux=§+ o+ 2km k €z

Ja aresolugcdo de uma equacéado do tipo cos x = sen a € equivalente a resolugcao

~ T . .
da equacao cos x = cos (5 — 0() . Usando o referido num dos pontos anteriores as

solugéesséo:x=§— o+ 2km oux = —(g— oc)+2k7r Jk € z.
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Inversas trigonométricas

A funcdo seno ndo é injectiva em todo R.

Gréfico
"""""" y=m/2 |
1 4
-2 -1 0 1 2
Tabela para arcseno
x arcsin( x )
=11 )] )]
y=-m/2 1 I
_____________________________________________ 2 E
=2 \‘E I_
V'3 s
2 3
— 1 =
Df(arcsenx) - [_1; 1] 2

mMT
Im(arcsenx) = [_ E;E

A funcéo arcseno é inversa da funcao seno de x se e somente se:

M T
y=sen(x) & x=arcsen(y), VyeE [-1,1]ex€ —55

sen(arcsen(y)) =y Vye€ [-1,1]

M T
arcsen(sen(x)) =x Vx € [_E’E]
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Gréafico
Tabela para arccosseno

X arccos|x )
-1 T
— . y=m 3
_Na am
2 B
V2 an
7 4
2 4
1 2m
2 3
0 3
1 p
1 =
2 3
V2 =
5 1
— 3 -2 -1 0 1
3 3 L
2 b
1 ]

Df(arccosx) = [_1; 1]

Im(arccosx) =[0,m]
A funcéo arco cosseno € inversa da fungcdo cosseno de x se e somente se:

y = cos(x) & x = arccos(y) , vye [-1,1]ex € [0, Tt ]
cos(arccos(y)) =y Vvye [-1,1]

arccos(cos(x)) =x Vx € [0, ]
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Gréafico

1 -
o 1 0 1 2 3
1 Tabela para arctan
x ai'ctazl{x)
y=-m/2 0 0
-2
V3 .
3 b
Df(arctgry = R ! 1
V' 3 3

M T
Im(arctgx) = ]_ E;E

A funcao arco tangente é o inverso da funcao tangente de x, se e somente

se:
1
Vye ]——— ex€eER

(18
y=tgx) = x=arctg(y), 5

LA | §
glarctg(y)) =y Vye ]—3,3

arctg(tg(x)) =x vx € R
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Calcule:

arccos (0)

Forma de resolver: uma forma de resolucao é igualar o que nos foidado a uma variavel

qualquer (por exemplo x), depois fazer a inversa da fungao em estudo.

arccos (0) =y — 0 = cos(y), conhecendo a trigonometria é possivel saber que a
~ . , T 3T -

funcédo cosseno no intervalo de [0, 27T] s6 anula em > e — ) € como a funcao

arccosseno tem como dominio [0, 7] ent&o:

) =0 >y= %dal’ resulta arccos (0) = g

T

COoS (2

arctan (1)

Aplicar arctan (y) =x & y=tan(x), Vx€R e VyE€ ]—%, g[
arctan (1) =x — 1 =tan(x)

Resolver a equacao trigonométrica:

tan(x) = tan(a) — x=a+kn,keEZ

. i T
tan(x) =t_ — tan(x) = tan (—) — x= —+ kn

T4 )

~ 14 Lo T T T
Entdo: x = 7 € este valor cumpre com a condicéo porque " € ]— > E[

1)
T

arctan (1) =x — arctan (1) = I
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2
arcsen 5

<1> 79
arcsen 5 =7t

Aplicar arcsen (y) =x < y=sen(x), Vx€ [—%, %] evVye]-1, 1]

) =
— | = b = -
arcsen 5 X sen(x 5

sen(x) = sen(a) — x=a+2kn,keZ

sen(x) = 5 — sen(x) = sen (%) ou sen(x) = sen (%T)

T 5w
x=6+ 2km  ou x=?+ 2km kE€EZ

Entdo temos dois valores possiveis de x mais deve-se analisar:

5t 51 [ 7 =
X == - -

c © este valor ndo cumpre com a condicao porque i’ gé --,

T C o ya T | -
X = 3 e este valor cumpre com a condigcao porque A € [—;, ; entao:

) @)=
— | = —_ -] = —
arcsen 5 X arcsen 2 6
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arctan (v3)
arctan (\/§) =77

Aplicar arctan (y) =x & y=tan(x), Vx€R e VyE€ ]—g, g[
arctan (\/§) =x — 3 =tan(x)
Resolver a equacao trigonométrica:
tan(x) = tan(a) — x=a+kn,keEZ
PR T T
tan(x) =‘\\E,' — tan(x) = tan (E) — x = §+ km,k €Z

!

o~ 14 Lo T T T
Entdo: x = 3 e este valor cumpre com a condicéo porque 3 € ]— -, —[

arctan (V3) =x — arctan (V3) = g

Caso tenha duvida podera consultar as tabelas encontradas no tema INVERSAS

TRIGONOMETRICAS este valor esta tabelado.
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(-2)
arccos 5

Aplicar arccos (y) =x & y=cos(x), Vxe[0,r] e Vye][-1, 1]

1
arccos (— E) =x — cos(x)= ~3

Regra: cos(x) = cos(a) — x=+a+2kn ke Z

1 21 21
cos(x) = —3 — cos(x) = cos <?> ou cos(x) = cos (— ?>
2T
x = —+ 2kn
2T 3
x =+ ?4— 2k — ke Z
2T 4
k x=—?+2kn=?+2kn

Entdo temos dois valores possiveis de x mais deve-se analisar:

4 - e 41T
X = 5 € este valor ndo cumpre com a condicao porque Y é [0, n]

2 . 21 ~
X = ?n e este valor cumpre com a condigcao porque Y € [0, n] entao:
( 1) ( 1) 2T
arccos (—=)=x — arccos |——= | =——
2 2 3
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(-5)
arctan | ——
3
3 3 Utilizou-se:
arctan <— ?> = — arctan <?> - arctan(—x) = —arctan(x)

mw T

Aplicar arctan (y) =x & y=tan(x), VXE€R e Vye]—z, E[

3 V3 V3
—arctan <?> =x — arctan <?> =-x — = tan(—x)

Resolver a equacao trigonométrica:

Regra: tan(—x) = tan(a) — —x=a+kn,k€ Z

tan(—x) 3. tan(—x) = tan (=) M kn ke
an(—x) ='—" — tan(—x) =tan(— s —x = — ,
13 I 6 6T
M kmkez
X =——— km,
6
= n o T T om
Entdo: x = — e este valor cumpre com a condig&o porque — ¢ € ]—5, E[
. V3 . V3 T
arctan(—— | =x — arctan|-—|=-=
3 3 6
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arctan <tan (— %))
A

arctan <tan (— Z)> =x — tan (— %) = tan(x)

Regra: tan(x) = tan(a) — x=a+kn, ke Z

/[
x=——-+ kn,k€ZL - x=-

T
4 4

arctan <tan (— g)) = — %

()
arccos | cos (?)

Regra: arccos(cos(x)) =x , V x € [0, ]

21 21
arccos <cos <?>> =x — coS <?> = cos(x)

Regra: cos(x) = cos(a) — x=ta+knm,k€ Z

( 21
| x= —+ 2kn
21 3
x=1?+2kn —>4 ke Z
I _ 2m ok _ A ok
k x——?+ T[—?-}' T

Entdo temos dois valores possiveis de x mais deve-se analisar:

Am

x=3

Do 41
e este valor nao cumpre com a condicao porque Y ¢ [0, n]

2m

x=3

. 2 ~
e este valor cumpre com a condi¢&o porque 5 € [0, ] entdo:

<21l') _21t
arccos | cos 3 =3
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()
arcsen | sen (— ?)

Regra: arcsen(sen(x)) =x , V x € [—g g]

2

( 21 V3 V3
arcsen <sen —?>> = arcsen <— 7) = —arcsen <7>

Sabendo que sen (— 2?“) —_¥

<\/§> :
—arcsen | — | =x — sen(—x) = —
2 2
sen(—x) = sen (g) ou sen(—x) = sen (%T)

Regra: sen(x) = sen(a) — x=a+kn, ke Z

T 2T
—x=§+ 2km ou —x=?+ 2km k€ Z

T T
x=—§—2k7r ou x=—?— 2km k€ Z

Entdo temos dois valores possiveis de x mais deve-se analisar:

T ~ .~ T mTom
X = — § e este valor nao cumpre com a COﬂdIQaO porgue — § € [— E' E]

27 L 2T T T ~
x = —=- e este valor cumpre com a condig&o porque ——- ¢ |- ~, - |entao:

( Zn) T
arcsen | sen 3 =3
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2T
arctan (tan (— ?)>

2
Sabendo que tan (— ?n) = \/§ entdo:

arctan (tan (— 2;)) = arctan (\/g)

arctan (\/§ ) ja foi calculado no exercicio 15.4

arctan (V3) = g entao:

¢ ¢ ( Zn) U
arctan | tan 3 =3

arccos (o (=)

Regra: arccos(cos(x)) =x , V x € [0, ] )

/A T

arccos (cos (— g)) =x — coS (— g) = cos(x)

Regra: cos(x) = cos(a) — x=ta+kn, k€ Z )

( T
x=—+ 2km
n 6
x=i<—€)+2kn —>! ke Z
I = n+2k = 7T+2k
k X = 3 T = 3 T
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Entdo temos dois valores possiveis de x mais deve-se analisar:

11w - L 11w
— © este valor ndo cumpre com a condicao porque e é [0, n]

T D T ~
X = — e este valor cumpre com a condicao porque A € [0, n] entao:

6
arccos <COS (— %)) = %

51
arcsen | sen (?)

Sabendo que sen (5?“) = %

) )
arcsen | sen 6 = arcsen >

1
arcsen (E ) ja foi calculado no exercicio 15.4
1 I -
arcsen (E) = g, entao:

5
arcsen | sen|—]) | =

T
6 6
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Determine o dominio da funcéo f definida por:

f(x) = arccos(+x)

Essa funcdo é uma funcao do tipo composta na qual temos uma funcao racional
dentro de uma inversa trigonométrica.

Para a funcao do tipo: Como estamos presente a um caso de
glx) = arccos(f(x)) uma funcdo composta e a funcdo vx
5 . . também apresenta uma condicao de
Entdo o dominio da funcéao é:
existéncia (dominio) para R, entao:
Dipy={x€R: —1=< f(x) <1}

Entao sendo:
fx) = arccos(\/}) Funcao interna: h(x) = Vx

-1<Vx <1

f(x) = arccos(f)

x=0

1< +x ou Vx <1

Apobs obter os valores, devemos juntar os valores de x e analisar:

Juntando: -1 < Vx e x>0

Vx = —1 condic3o falsa visto que ndo cumpre com a condi¢do de uma fungdo
racional:

g(x) = /f(x) entdo quando n é par f(x) = 0, entdose g(x) =vVx ,V/x =0

entdo nuca podera ser vx > —1.

No que resulta apenas x = 0.

Unindo: x <1 e x>0

d
<«

v

Entao: Df(x) = [0, 1]
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f(x) = arctan(In x)

interna

flx) = arﬁctan(lrf x)

externa

Essa funcédo é uma funcao do tipo composta na qual temos uma funcéo logaritmica

dentro de uma inversa trigonomeétrica.

Para a fungao do tipo: A funcéo interna € h(x) = In(x) entao:

9(x) = arctan(h(x)) Dy = (x € Rix > 0}

Caso h(x) seja continua em todo R Entdo é possivel concluir que: como a
Hi=ter funcdo arco-tangente tem dominio
Dg(x) =R todo R mais a funcao interna néao o
Exemplo: g(x) = arctan(x) dominio resulta em:
Dgiy =R

Df(x) ={xeR:x>0}=]0,+00[

f(x) = arcsen (%)

interna

v

f(x) = arcsen|—
# X

externa

Essa funcdo € uma funcdo do tipo composta na qual temos uma funcao

fraccionaria dentro de uma inversa trigonomeétrica.
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Para a fung&o do tipo: g(x) = arcsen(h(x))

Caso h(x) seja continua em todo R ent&o: Dy, = {x € R: —1 < h(x) < 1}

Entdo: g(x) = arcsen (i)

Dy = {x ER: —1< % < 1} deste dominio origina: —1 < i e %s 1
£ —1<- = I4+120 = >0
X X X
—00 -1 0 400
X - - 0 +
x+1 — 0 + +
x+1 — IND +
X
Entdo:x < —1 oux>0
£1<1 = 1-1<0 = EExo
X X X
—00 0 1 400
X — 0 + +
1-—x + + 0 —
1-x IND +
X
Entdo:x <0 oux=>1
Combinando os intervalos
1) x<-1 com x<0 = x< -1
2x<—-1 com x=>21 = 0
B) x>0 com x<0 = 0@
4)x>0 com x=>21 = x=>1
Temos o seguinte dominio: Dfyy =] —0,=1] U[1,+oo]
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1
f(x)=In(5—x) + <

Temos uma fungéo do tipo f(x) = g(x) + h(x)
No qual a fungéo: g(x) =In(5 —x) e h(x) = i

Dominio de g(x). Cumprindo com a Dominio de h(x)
condicao do logaritmo:

Dy ={x ER:5—x > 0} Dicoy = (x € Ri x # 0}

Dy = {x ER: x <5}

Diy={x ER:x <5ex # 0}

Dfiy =1-00;5[ \ {0}

FO) = o
x?—2x+1
x2 —2x+1#0
(x—1)2=+0
x—1#v0, x#1
Df = R\{1}

fx) =log,(x —3)

E uma funcéo logaritmica e para determinar o seu dominio o argumento

(logaritimando) deve ser maior que zero, entao:

x —3> = x >3
Df =13, +oo]
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f(x) =arccos(x+5)
Para o Calculo do dominio desta funcao deve-se saber que a fungcédo arco-cosseno
tem o seu dominio no intervalo fechado de -1 a 1:

y=arccos(h(x)) o seu dominio &: —1 < f(x) < 1 entdo f(x) a funcdo interna
f(x) € x+5, assim sendo temos:

—1 < x + 5 < 1 (bastaisolar x)
-1-5<x<1-5
-6 <x < —4
Df = [-6;—4]

f(x) =In(x* - 1)

A funcao é logaritmica entdo o zero argumento deve ser maior que, entao

temos:
x2—1>0 — x2>1

Regra: Para x™ > a,sen é par entdo x < —3/a ou x > Va

Entdo: x < —V1 ou x >+/1 o que resulta: x < —1 ou x > 1 agora basta unir, e

teremos:

Df =]_oo'_1] U [1'+Oo[
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-3

Temos uma funcao exponencial na forma f(x)= a®, normalmente o dominio de uma
funcé@o exponencial é todo R quando a funcdo que esta no seu expoente € uma
func@o continua em todo R, mais neste cado h(x)=tg(x). Entdo o dominio da funcéao
sera determinado pela funcdo que se encontra no expoente. O proximo passo é

saber o dominio de funcéao tg(x), assim sendo:
JIA
Dy = R\{5 + km, k € Z

f(x) = {/In(x)

Inx >0 e x>0
Trabalhando Inx > 0 temos: x = e? = x > 1, assim temos:

x=>21 e x>0 = Df =[1,+00]

f(x) = sen (%)

Temos uma funcao do tipo y=sen(h(x)) e h(x) = x_lz que resulta:

x2#0 > x#0 = Df = R\{0}

Fo = tg ()
x)= tg\—
Y X
Uma observagao importante: caso
substituirmos x=0 na fungéo, a funcéo existira:
74

7t km £ = tg(5) = tg) =7
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f(x) = arcsen (i : ;)

e — == ——

2x+ 3 — —

X+ 2 — 0 +

2x + 3 IND —
X+2

3
Entdo: x< 2 ou XZ—E

Estudante Carneiro®

124



Entdo: x> 2

Combinando os intervalos

1) x<2 com x>2 = 0

3 3
(Z)XZ—E com X>2 = XZ—E

Temos o seguinte dominio:

o -

f(x) = arcsen(x?)

x> -1 A x%?<1
R A x* < 1—> Regrax" <a — —Va<x<W¥a
Resulta: —VI<x<vV1l = -1<x<1
Df=[—1 1]
3x
X) = arccos
f(x) (x+1)
3x
-1 < <1
x+1
3x " A 3x <1
x+1" x+1"
3x + 1 0 A 3% 0
x+1 o x+1 o
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4x + 1 2x — 1
> —_— <

—=0 A
x + 1 x +1
4x + 1 >
x+1
—o00 -1 _1 + o0
4
4x+1 — — 0 +
x+1 — 0 + +
4x + 1 + IND — +
x+1
Entdo: x<—1 ou xz—i
2x — 1 <0
x+1
—0o0 -1 1 + o0
2
2x—1 — — 0 +
x+1 — 0 + +
2x—1 + IND +
x+1

Entao: -1 <x <

N R

Combinando os intervalos:
1) x< -1 com —1<XS% = 0

1 1
(Z)XZ—Z com —1<XSE=> -

AT
N
"
IA

N | =

—O
NI =@

Temos o seguinte dominio:
1 1]
4 2
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f(x) = arctg(x? + 2)
A funcdo ndo tem pontos indefinidos nem restricbes de dominio. Portanto, o
dominio &: Dy = R
f(x) = arcsen(Vx)
—1<¥x<1 = x=-1 A k1 = x=-1 A X
Df=[-1,1]

IA
—_

f(x) =logs[x(x? — 2)(x* — 3)]
Usar a condicdo de existéncia para esta funcdo em R na qual o

logaritimando deve ser maior que zero, assim sendo: x(x? — 2)(x? — 3) > 0.

Para saber os valores maior que zero iremos resumir em uma tabela, mas antes

deve-se achar os pontos que irdo para a tabela:

x(x2=2)(x2=3)=0 =x=0,x=+V2 ,x=+V3

—oo 3 7z 0 vz V3 +oo
* — — - |+ + +
x+3 — |0 + + + + +
x —V3 — — — — — 0 +
x+V2 — - | %] + + + +
x=V2 — — — - | 0] + +
f — — —
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Determine o conjunto imagem da funcao f definida por:

f(x) = |sen(x)]

A funcéo seno tem imagem que varia em -1 e 1 entdo como temos o moédulo de seno
de x a parte negativa da funcédo desaparece mantendo assim a parte positiva que
varia de 0 e 1. Esta € o grafico da funcao seno, olhando para o eixo y que € o eixo que
nos da a informacao sobre a imagem da funcao os valores da funcéo variam de -1 a
1.

=]
L

Esta € o grafico da funcdo modulo de seno, esta funcédo por estar no modulo sé
apresentara imagens positivas, entdo olhando para o eixo de y a funcao varia de 0

até 1.

=]
-
=]
i
>

o "y o

Estudante Carneiro® 128



f(x) =2+ sen(2x — 3)

Para achar a imagem desta funcao basta analisar que a funcao seno a sua

imagem varia de -1 a 1:
Fazendo y= 2+sen(2x-3) entao:

—1 < sen(2x —3) < 1 o objectivo & fazer com que a fungéo seno limitada

entre -1 e 1 fique parecida com a funcdo dada no inicio, entdo para isso

basta adicionar 2 em todos os termos:
-1 < 2+sen(2x—-3) <1+ 2
No inicio igualamos y=3+sen(2x-3) entao:
1<y<3
I, = [1,3]

fx)=2+ %cos (x—g)

v = 1 _T
Fazendo:y=2+ 5 Cos (x 2)

1< ( 7T)<1 1x(1><1>< ( 7T)<1><(1>

- CoOS|X —— e - - S — CoOS|X —— S -

= 2) = 2) =2 2 2
1<1 ( T[)<1 1+2<2+1 ( T[)<1+2

— — — — — — H — — — — — —
2_2COS.X 2 _2 2 S ZCOSX 2 _2
3<2+1 ( T[)<5 3< <5

— — — — — H — —

R R DY ;ST =7

f(x) =y, entao:
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flx) = % — arctan(x + )

Para achar a imagem desta funcao basta analisar que a funcao “arco-

. . . T T
tangente” a sua imagem varia no intervalo aberto de — S a7

2 ~
Fazendo y= 3 arctan(x + ) entao:

T tanCx + )<T[ 2w
—— < —arctan(x — — —
sy 372
4 — 31 2 4 + 31 4 — 31 4 + 31
c < §—arctan(x+n) < e < f(x) < c

f(x) =y, entao:

)

6 6

I

]4—37‘[ 4+3n[

flx) = %sen(4x + 2)

Fazendo:y = % sen(4x + 2)

1 1 1
-1 <sen(dx+2)< 1 — -1 (§> < Esen(4x+2) < 1(5)
1 1 1 1 1
—— < Esen(4x+2) =3 — 7= f(x) < > I, = [_E'_

Estudante Carneiro®
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f(x) = V3arcsen(3x + 1)

Para achar aimagem desta funcao basta analisar que a funcao “arco-seno”

. . . T T
a sua imagem varia no intervalo fechado de — Sas:

Fazendo: y=v3arcsen(3x + 1)

_gs arcsen(3x+1)sg — —gﬁﬁﬁarcsen(3x+1)§\/§g
3 3 3 3
——n<\/—arcsen(3x+1)<—n — ——T[Sf(x)g_n
2 2 2 2
\/§n \/—n
1
fx)=-2+ Ecos(Bx)
Fazendo:y=-2+ icos (x - g)
1 1 1
—1 < cos(3x) <1 — -1 x(§> < EXCOS(?)X) < 1x (E)
1<1 (3)<1 12<2+1 ( n)<12
— — — — H —_—— — — — — — ——
5 = 7cos(8x) <5 5 < scos(x—2) <5
5< 1 T - 3 5< - 3
—E_—2+—cos(x——)_—§—> —E_f(x)_—z
f(x) =y, entdo
| [ 5 3
m - 2 ) 2
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T
flx) = 3 2 arccos(x + 1)
Para achar a imagem desta funcao basta analisar que a funcao “arco-
cosseno” a sua imagem varia no intervalo fechado de 0 a .

Fazendo y= g — 2arccos(x + 1) entdo:

0 < arccos(x+ 1) <m /x(=2) — —2n < —2arccos(x + 1) < —-2(0)

T T T

—2n < —2arccos(x+1) <0 — 3 —2n§§ -2 arccos(x+1)s§+0
57T<T[ ) ( +1)<T[ 57T< <T[
3_3—arccosx =3 — 3_f(x)_3

f(x) =y, entao:

St =«
Im_[__;_
3°3

flx) = g+ arctan(2x)

Fazendo y= g + arctan(2x) entdo:

/s T
—7 < arctan(2x) < 2 —

wl S

7T<n+ t (2)<n+ﬂ
2 3 arctan( zx 3 2

T[<2 . (2)<5T[ T
G 3 arctan(2x c c .

f(x) =y, entao:

l
|
|
A
g
)
A
|
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£00) T (4x + 1)
X) = -—arccos

4 4
Para achar a imagem desta funcao basta analisar que a funcao “arco-

cosseno” a sua imagem varia no intervalo abertode 0 a .

b4 4x+1 ~
Fazendoy = S arccos (T) entao:

0 < 4x + 1 < TL’O<T[ 4x + 1 <7l'
_) — — — —
arccos yia l (0) l arccos l (m)
0< ] ! < 12 0< f(x)< 12
— — _) —
arccos

f(x) =y, entao:
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X

013

A imagem de uma func&o exponencial na forma: —c. n®*? 4+ k é ]—oo, k[ Assim

sendo: I, = ]—-,4].

Outra forma de fazer € achando a inversa desta funcéo, pois o dominio da inversa é

aimagem da funcéo.

Fazendo: f(x) = y:

yoamd) e o) ey e )

E possivel aplicar logaritmo natural (In) em ambos os lados:

X

X

In(4 —y) =In (l) Aplicar a propriedade: In(a)? = bln(a)
5

In(4 —y) =xIn (%) - In(4—y)=x(n1-1I[mn5) - In(4—-y)=—xIn(5)
_In(4-y)
~ —In(5)
* y=X ex=f_1(x)

In(4 — x)
~In(5)

Diigy = (X ER[4—x >0} = {x ER| —x > —4} = {x € R| x < 4}

f~1(x) =

Df_l(x) = Im = ]_00;4'[

Estudante Carneiro® 134



fx) = e 2"

Neste exercicio a légica de resolucdo é achar a inversa da funcédo, porque a

imagem da funcéo € o dominio combinado das fungdes inversas.

x—2x 2

y =e
Iny = In(e* ")
Iny =x—-2x? — x—-2x%—Iny =0

Resolver como equacao do segundo grau:

—14+12 - 4(-2)(-Iny) —-14,/1-8Iny
X = _ y =
2(=2) 4

Agora basta analisar o dominio desata inversa que sera:
1 —-8ny =20, Onde:y > 0
—-8lny > -1 /. (-1) — 8lny <1

Isolando y:

oo I

y<es8 — y<ie

I =]0,%¢]
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Sejam f(x) = 2 +24_ g =2 _24_ e h(x) =In (E) mostre

que:

fx+y)=fOfy) +9xg(1)

se f(x) = 4x+24_x , entao: f(x) — 4x+24_x ’ f(y) _ 43’4-24—3’

Em f(x) basta substituir x=x+y
4X—47% 4Y—47Y
4%ty + 4—(x+y) g(X) — 2 ) g(y) — 5

2
Demonstremos entdo que f(x +y) = f(x)f(y) + g(x)g(y)

fix+y) =

X X
2

4F+Y 4 4= () <4x +47% 47 + 4—y> <4x —47%  4Y — 4—y>
2 2 2 2

4FFY 4 4= (45 4 47F) X (47 +47Y) A (4% — 47%) x (47 — 477)
2 B 2 X2 2 X2

4x+y + 4—(x+y) (4x+y 4 4%V 4 4—x+y + 4—x—y) + (4x+y —4XY 4—x+y + 4—x—y)
2 - 4

43FY 4 4=0FY) 2 X 4XFY 4 2 X 47X
2 - 4

= % X (4x+y + 4—(x+J/))

4x+y + 4—(x+y) 4x+y + 4—(x+y)
2 - 2

(verificado)

gx+y)=fx)gy)+g®f(y)

x_4—% X44—% Y4a~Y
se g(x) = ——, entdo: flx) =2 ““24 C f(y) =2 ““24
Em f(x) basta substituir x=x+y
4X—47% 4Y—47Y
4x+y _ 4—(x+y) g(X) — 2 ’ g(y) — 2

glx+y) = 5
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Demonstremos entdo que g(x +y) = f(x)g(y) + g(x)f(y):

47+Y — 4= (x+y) <4x +47% 4V — 4-y> <4x —47% 4V 4 4-y>
X X
2 2 2 2 2

4x+y _ 4—(x+y) 4x+y _ 4x—y + 4—x+y _ 4—x—y + 4x+y + 4x—y _ 4—x+y _ 4—x—y

2 4
x+y _ p—(x+y) x+y _ 1—(x+y)
4 4 — E X (4x+y _ 4—(x+J/)) — 4 4
2 4 2
4%y _ 4—(x+y) 4X+y _ 4—(x+y)
> = > (verificado)
xX+y
h(x) + h(y) = h( )
() +h() =h (5
1—-y 1_(x+y) 1+xy—x—y
h(y)=ln(1_|_ ) x+y 1+xy 1+ xy
y h<1+ ):1“ Xt T THyrxt
xy 1+ (22 xy+x+y
1+xy 1+ xy

_A-0)-y1-x)

1 =
h(x)=ln<1+z) 1+x)+y(1+x)
x+ty) . [A1-x1-y)
h<1 +xy) =In [(1 1 +y)
Demonstremos entdo que h(x) + h(y) = h (f:;;)

(1) () = )

por regra Ina + Inb = In(ab), entio:

(1—mu—y1=mr1—@u—y1

a+oa+y) T+00+y)

1-x)1-y) (A-x)A-y)
A+x0Q+y) A+x)A+y)

(verificado)
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Mostre que:

arccos(—x) = w — arccos(x)

arccos(—x) = m — arccos(x)
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b)
cos(arccos(—x)) = cos(m — arccos(x))  arccos(cos(a)) = a

—x = cos(m) arccos(cos(x)) + sen(m) sen(arccos(x))

—X = —X

sen(arccosx) =1 —x%,com |x| <1

sen(arccosx) =1 —x?,com [x| <1

Fazendo arccosx =a ¢ cosa = x.Calculamos entao sin a:

sina=+1—(cosa)? = +/1—x2%=sen(arccosx)

Ji—-x2=+yJ1-x2 ,com|x|<1

arcsec x = arccos (—) ,com |x| =1
x

arcsec x = arccos (—) ,com |x| =1
X

1
sec(arcsec(x)) = sec (arcsec( )) (cos'1—>
X
(1 1
Se cos <—> = g,entdo cosa =— = sec(x) = x, sustituindo:
X X

X=X
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1

arccosec x = arcsen <—>
X

1
arccosec x = arcsen (-)
X

1 1
cosec(arccosec(x)) = cosec (arcsen (;)) — X = CSC (arcsen <E>>

1 1
Fazendo arcsen (;) =a—-sina = S e cscx = x.Logo:
X=X
1
arctg <—> sex>0
arcotg(x) = X 1
T + arctg <;) sex<0
1
arctg (—) sex>0
arcotg(x) = x 1
T + arctg (;) sex <0

(1) arccotg(x) = arctg (i) sex >0 - x = cotg (arctg (i)) sex>0

Fazendo arctg (i) = a,buscamos cotg (arctg (%)) = cotga:

1

1
i tg(a) — cota = x. Assim sendo cot (arctg <;)> =x

1 1
(2) arccotg(x) = m + arctg (;) se x < 0 - arccotg(x) — arctg (;) =T,
sex <0

1
Supondo que arccotg(x) = a e arctg (;) = b, comx <0 vem
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X
1 . x = cota
;=tanb X = cotb

1 1 1
)1+ cota? = = sina = + |——, portanto sina =
D sin a? 14+ x? P 1+ x?
x2 x2
= cosa =+ |[——=,como x < 0entao cosa = —
1+ x? 1+ x?
1
II) 1+ coth? = =sinb = + |——, portanto sinb =
{un sin b? .1+ x? P 1+ x?
x2 x2
= cosb =+ |——,como x < 0entdo cosb = —
1+ x? 1+ x?

a — b = m,aplicando cos membro a membro temos que: sin(a — b) = sin(rm) ;

= sina cosb — senbcosb = 0

x2 1 1 x2 0
— X — | — X =
1+ x2 1+ x2 1+ x2 1+ x2
X N X 0
14+x2 1+4+x2
0=0

Numa pandemia de gripe, o numero de pessoas infectadas, ao fim

de t dias, é dado por:

90000
1+ 1990e-05¢

L(t) =

Quantas pessoas foram infectadas ao fim de 10 dias?

L(t) = 90000 t=10di
~ 1+ 199005 T ATaas
90000 .
L(10) = =~ 6246 foram infectadas

141990e~05x 10
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Em quantos dias 50.000 pessoas ficaram com gripe?

90000
1+ 1990e-05¢

L(t) =

P/ L(t) = 50000 infectados emt 445 :

50000 = —— 2 __ _, 290 _ 1 1 1990705 - 1,8 — 1 = 1990¢ %5
1+1990e™" 50000

1 0,8

e 0,5t = 1990 - lneO’St =In 2487;5 — t = 16 dias

A magnitude de um terremoto na Escala Richter é dada por:

M =2 (E)
~3 9% \E,

Onde E é a energia liberada pelo terremoto, em joules, e E;=1044Joules.

Nota: 0 < M < 8,9, onde 8,9 é a magnitude do maior terremoto registado.

O terremoto de Sao Francisco nos EUA, em 1906, liberou
aproximadamente 5,95x1016Joules. Qual foi sua magnitude?

2 5,95 x 1016
—F | =82

E=595x10% = M==]
’ J 3 08\ 7 1044

Entdo: 0 < <89

Sabendo que o terremoto de Koebe, no Japao, teve uma magnitude

de 7,1, determine a energia libertada.

Myoebe = 7,1, a energia liberada é:

2 E 71% 3 E E e
71 = 3log (104 4) T T T l°g<104'4) = Tora - 10
E 1015,05]
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O nivel N de um som, medido em decibéis, € funcdo da sua
intensidade | (I>0), medida em watt por metro quadrado, de acordo
com aigualdade: 22

N = 101log(102))

22 : 1 Verifique que N = 120 + 10log(I)

N =10log(10'?]) = N =10(log10? +logl)

N =10(12+1logl) = N =120+ 10log(I)

Admita que o nivel de ruido de um aviao a jacto, ouvido por uma
pessoa que se encontra na varanda de um aeroporto, € de 140

decibéis. Determine a intensidade desse som, em watt por.metro

guadrado.

Para N = 140 dB

140 — 120

140 = 120 + 10log(I) > ——

= log(I) » I = 102 Watts

Estudante Carneiro® 142



A acidez de uma solucao é medida pelo valor do seu pH, que € dado
por: pH = —logx onde x desigha a concentracao de ides H:O*, medida

em mol/dms3. Admita que o pH do sangue arterial humano é 7 4.

Qual é a concentracao (em mol/dm3) de iBes HzO*, no sangue arterial
humano? Escreva o resultado em notacao cientifica, isto €, na forma
ax1l0b, com b inteiro e “a” entre 1 e 10. Apresente o valor de “a”

arredondado as unidades.

O sangue é um fluido corporal que percorre o sistema circulatorio em animais vertebrados;
formado por uma porcéo celular de natureza diversificada - pelos "elementos figurados" do
sangue - que circula em suspensdo em meio fluido, o plasma. Em animais vertebrados o
sangue, tipicamente vermelho, é geralmente produzido na medula éssea.

pH = —logx = x = [H;0%] = 107PH
pH = 7,4 a concentracio de [H;0"] no sangue é:

[H;0*] =1077* = 4x1078mol/
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A concentracao de ides H3O* no café é tripla da concentracéao de
ides HzO* no leite. Qual é a diferenca ente o pH do leite e o pH do

café? Apresente o resultado arredondando as décimas.

O café é uma bebida produzida a partir dos
gréos torrados do fruto do cafeeiro. E
servido tradicionalmente quente, mas

também pode ser consumido gelado. O
café é um estimulante, por possuir cafeina -
geralmente 80 a 140 mg para cada 207 ml
dependendo do método de preparacao.

Cafeina //l\kj )

(CgH10N403)

Leite € uma secrecdo nutritiva de cor esbranquicada e opaca
produzida pelas glandulas mamarias das fémeas dos mamiferos. O
liquido é produzido pelas células secretoras das glandulas mamarias ou
mamas. A secrecao lactea de uma fémea dias antes e depois do parto

se chama colostro.

[H307]
[H3O+] = Ycafe = T = Yleite

PHieite — PHeare = — log Yieite — (_ log YCafé)

[H;07]
leeite - pHcafé = - log <T + log([H3O+])

leeite - pHcafé == 10m0+]) + log(3) + logQF@*])

PHieite — PHcare = log(3)
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O carbono-14 é um material radioativo utilizado na datacao de fdsseis

e achados arqueoldgicos.

Datacao

A datacao radiométrica

ou datacdo radioativa €
a determinacao da idade
de um objeto a partir das
substancias radioativas
nele contidas e dos
produtos do decaimento
radioativo.
Esta substancia permanece numa quantidade estavel num organismo
vivo, deixando de haver reposicao a partir da sua morte, iniciando-se
assim um processo de decrescimento da quantidade de carbono-14
nesse organismo. Admita que a quantidade Q de carbono-14, em
gramas, presente num dado organismo, t anos apos a sua morte é

dada por:

Q (t) — Qoe—0,000121t

No processo de desintegracdo, a semivida de uma substancia
radioativa € o periodo de tempo que a quantidade inicial demora a

reduzir-se a metade. Determine a semivida do carbono-14.

_ ... Qo
Q(tsemivida) = Qpe 0'000121t' no tempo de meia vida 7 = Q(tsemivida)

In(0,5)
0000121 Isemivida = 5728
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Realizou-se uma descoberta arqueolégica onde foi encontrado um
organismo com 53 mg de carbono-14. Sabe-se que um exemplar vivo
desse organismo possui 350 mg de carbono-14. Quanto tempo tera

decorrido desde a morte desse organismo?

Q(t) = 53mg = 53 = 350 X e—0000121¢

IR

53
In (—) =-—0,000121t = t 15600 anos

Um fossil (de um animal) com 20.000 anos foi encontrado contendo

12mg de carbono-14.

Que quantidade de carbono-14 teria o animal antes de morrer?

12 = QO X e—0,000121*20000

12
Qo = = 134,95 mg

e~0,000121x20000
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Exercicios Propostos

Apdbs acompanhar a resolugdo de cada exercicio, temos aqui exercicios propostos para o estudante resolver

e aperfeicoar as formas e métodos de resolucdo de cada tema. Os exercicios foram retirados de livros, uns

foram adaptados pelo ESCR e alguns de provas, fichas e exames de Calculo 1 do ISPTEC. BOA SORTE!

1- Construa o gréfico das seguintes funcdes:

(lL.a)y=x*+x+1 (1.b)y=x3—-3x+2 1.0y =x*
(1.dy=—x*+2x+1 (1.e) y = x3 — 6x% + 9x 1.Hy=Inx) + 2
(l.gdy=¢e*+2 (1.h) y = |In(x)]| 1.D)y=|x] +x
1L)y=x*+x (1.k) y = log 5 |x| 1.Dy= %le
(1.m)y=+v3+x (I.n) y = 3 =% (1.0) y = 2%+3
(1.py=-2+3 (1.q)y=9;2__2 1lnDy=2x*+7x+6
el x < -3
(1.s)y=arccos(§) 1.)y=19x2+x —-3<x<1

3, x=>1
2- Determine o dominio das seguintes funcgdes:

(2.b) y = arctg(x?) In(9-x) (2.0)y = In(¥x)

4
@Ay =Vt Tsa R

Q2.dy=Vx+In(x—1) 2.e)y=V2+x—x%—/x|x— 1]

@Hy =37 (2.8)y = log(x?) + log(4 — x?)
_ 5x—x2 . _ 3 . _ yIn(x-1)
2.h)y= log( 4 ) @.Dy= xX2—5x+4 @.)y= x-2
1 By 1
2.Ky= ln( %) (2.1) y = 4log(2x*~5x-3) (2.m) y = arccos (X—Z)
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2 -2
(2.n) y = arccot (x:—z) (2.0) y = arccos(3x + 2) + %
2 y=——t @ny=vi-2+= 2.9y =37
VY= In(2x—x2) Dy = x—5 SV T e e
2.0) y = 8- Quy=4+4 4% + 4
(2.t Y= o .u)y =4+ 4arcsen(4x + 4)
1 1 __ 2x=5
(Z.V) y——m (2.w)y—vx—2+E (ZX) y_x—3—16x
(2.y) y = arcsen (%) — log,(4x% — x?) 2.z)y= arcsen(%}z_ln(x_i_l)
3- Determine a imagem das seguintes funcgdes:
=Xt — = 2y In(0—x* —1n (L
B.a)y=v—x+ I (3.b) y = arctg(x*) NS (2.c)y=1In (x)

B.dy=Vx+Inx-1) (B.e)y=v2+x—x%—/x|x— 1]

_*
(x+3)(1-IxD

B.0y = vV=x + (3.8) y = arctg(x2) % @.hy=n(3)

4- Analise a paridade das seguintes funcgoes:

42y = Groas (4.b)y = =2 (4.¢)y = ==
(4.d)y=-3+V—x+1log,(4 —x) (4.e)y = x> — 6x% + 9x

(4.2) y = In(x — 3) + In(x) (4.h)y=e7*

(4.)y=x*+x (4.K)y=3x—4 4.Dy=x+1
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